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Tausta.

Tehtiviin 7.4 mukaan Fourier-polynomi s/ (¢) voidaan lausua integraalimuodossa Dirich-
let'n ytimen avulla:

Sn( Z f 'th 2]:” /C:L—’_ZTr Dn(t — S)f(S) ds , ac R,

k=—n

Tehtdvan 11.7 mukaan ensimmaéisten Fourier-summien keskiarvo voidaan lausua inte-
graalimuodossa Fejérin ytimen avulla:

1 a+2m
(sl +rsh =g [ Fale=s)1(s)ds

of =

n+1 2

Siis kaikilla g € L!(27) on
s9 =DyxgeC2m), ja o) =F,*xgecC(2n).

Fourier'n m. osasumma ja ensimmaéisten osasummien keskiarvo méiriavit lineaariku-
vaukset

L*(27) — C(2r) C L*(27) € L*(2n)

. Néaytetdsdn aluksi, ettd rajoitettuina Hilbert-avaruuteen ja tulkittuina operaattoreiksi
L?(27) — L?(2) kuvaukset S,, ja F, ovat jatkuvia ja ||Sp.| = || Fm| = 1:

Jatkuvuuden ja normille yldrajan 1 antavat epiyhtilot on helppo johtaa kuvausten sar-
jamuodosta ja Parsevalin lauseesta: Olkoon g € L?(27). Talléin g = Y, ., 9(k)e™™ ja
lgllz = 1|g]|e2. Mééritelmien mukaan

Sm(g)= Y 9(k)e™ jasiis [Sm(9)IZo = D [9(R)> <D 19K)I° = lal7 = llglze,

|k|<m [k|<m kEZ
1

Fn(g) = m(So(g) + S1(g9) + -+ Sm(g)) ja siis edellisen mukaan
1

1Em @2 < ———= (I1S0(g)llzz + 8192 + -+ [1Sm(9)llz2) < llgllze.

valitsemalla ¢ = 1 huomaa, ettd kumpikin normi on myos vihintéddn 1.



2. Niytetéidn seuraavaksi, ettd normiavaruuden L'(27) operaattorin S,,: L' (27) — L!(2n)
normille pétee

4
1Smll = 1 Dmlly = Lin > —5 log(m +1) — co.

Luentojen mukaan (s. 82) Dirichlet'n ytimen integraalinormi || Dy, |l1 = 5= [ s)| ds
on tasan sama kuin Lebesguen vakio L, ja silld on arvio | Dy,|l1 = Ly, > =% lo ( +1).
Osoitetaan, etté || Sy || = || Dmll1-

Johdannossa totesimme, ettd S,,(g) = s%, = Dy, * g, joten ||S;,(g)][1 = ||Dm *

glli < [|[Dmll1 llgl1, silld tehtéviin 14.5 mukaan konvoluutiolla on jatkuvuusominaisuus
Wf*all, < Ifll; lgll,- Siis [[Sm|| < || Dm|l1. Toisensuuntaista arviota ||Sp,|| > ||Dmll1 ei
nyt saa suoraan soveltamalla Sy;:44 vakiofunktionn, vaan laskuyritys kaatuu siihen, etti
D,, ei ole positiivinen funktio. siksi turvaudutaan seuraavaan keinoon.

Tehtévissé 13.4 laskettiin Fejérin ytimille [|F, |1 = 5= /" F.(s)ds = 1 kaikilla n € N, ja
todistettiin, ettd of — f tasaisesti R:ssi kaikilla f 6 C (277). Er1ty1sest1 siis

Sm(Fy) = Dy ¥ Fy = a2 — D,
jopa tasaisesti ja siis myos || - ||1-mielessé, kun n — +o00. Siis
1Sm (En)lly = 1Dmllx = [[Dmll1 [ Enlly,
joten || F,,||:n operaattroinormi on vihintdén || D, |;.

3. Edellisen tehtiviin avulla voidaan nyt osoittaa etté on olemassa funktio g € L!(2m),
jonka Fourier’'n sarja hajaantuu || - ||;-normin suhteen, vieldpé siten, ettd sup, ¢y [|s9 /1 =
+oo. Tyokaluna téssd on (Bairen kategorialauseeseen perustuva)

TASAISEN RAJOITUKSEN PERIAATE. JosT, : E — F, on perhe Banach-avaruuden
FE jatkuvia lineaarikuvauksia normiavaruuteen F' ja jos kaikissa pisteissi x € FE on
sup,, |Tox||F < 00, sup,, |[|Tu| = o0

Toisin sanoen, jos sup, ||T«|| = oo, niin on olemassa piste, jossa sup,, [|Tox|r < 0.
Sovelletaan tiitd periaatetta operaattoreihin D,, : L'(2r) — L!(27) ja saadaan heti
haluttu tulos!

4. Tehtivin 11.7 mukaan F,(h) — h Hilbert-avaruuden L2-normin suhteen, kun h €
L?(27). (Tamé oli suora seuraus siité, ettd Fourier-sarja suppenee L?(2m):ssd.) ja siten
LP(2m)-avaruuksien inkluusion jatkuvuuden (tehtéivi 7.3) nojalla myos L!'-normin suh-
teen. Edellisen tehtévin mukaan tulos F,,(h) — h ei toimi, jos oletammekin ainoastaan,
ettd h € L1(27). Sen sijaan keskiarvojen mielessi sarja suppenee L!-oletuksellakin, toi-
sin sanoen jos g € L'(27), niin F,(g) — g jopa normiavaruuden L' mieless#, minki
nyt perustelemme:

Johdannossa totesimme, ettd F,(g) = 09, = F), % g, joten

[Em (@)l = 1Fm * gl < [ Fmll1 llgll,

silld tehtdvin 14.5 mukaan konvoluutiolla on jatkuvuusominaisuus || f = g||, < || fll, [l9ll,-
Olemme tehtéviissd 13.1 laskeneet Fejerin ytimen integraalinormin ||F,|; = 1. Siis F,,n
operaattorinormi on enintééin ykkénen myos avaruudessa L (27).



Olkoon € > 0. Tieddmme, ettd L12(27) := L1(27) N L?(27) on tihedssd jaksollisten
funktioiden avaruudessa L'(27) (Tehtévi 8.7). Voimme siis valita funktion h, € L2
siten, ettd g = g + he ja ||ge|l1 < e. Nyt piitee riittéavin suurila n:

”Fn(he)_henl < ||Fn(he)—h€||2 < € ja
[ En(ge)ll1 < [[Fnllillgellr = [lgelli <€ joten
1E(9) = glli < |1Fn(he) = helli + [[Fn(ge) |1 + [|gell1€ < 3e.

. Merkitdsn funktion f € L1(27T) konvoluutiopotensseja lyhyesti

J=faen f o (nkpl),

Kun f on tehtdvin 13.5 ”sahalaitafunktio”, niin g = f * f on

(1) parillinen

(2) 2m-jaksollinen

(3) rationaalikertoiminen (paitsi ettd m:n potensseja tulee) polynomi vililld [0, 27]
(Integroitaessa riittd laskea toinen puoli — se helpompil!)

(4) jatkuva (arvot péissi samat)

(5) siis myos paloittain jatkuvasti differentioituva.

Siten sen Fourier-sarja suppenee kaikilla ¢ € R.

Tehtdvin 14.6 mukaan m(k) = f(k)g(k) kaikilla k € Z kun f,g € L1(27r) ja
erityisesti siis

0(0) = 3 k) =3 a0k = 3 f(k? L 23" L

ja induktiolla:

> 1
f*Qk(O) _ g*k _ 2(_1)k: Z W

n=1

Samantien on helppo nihdi, ettd f*™ on jatkuva, palottain jatkuvasti differentioituva
funktio kaikilla n > 1.

Olemme saanee halutun tuloksen

= 1 (_1)k *2k
R =Y = )
n=1
kaikilla & > 1.

(Integrointimuuttujaa vaihtamalla ,m:n potenssien poistamiseksi, on néin helppo n#hdi,
ettd Riemannin (-funktion arvo ((n) kaikilla parillisilla kokonaisluvuilla n > 2 on muo-
toa " X rationaaliluku.)



