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Lauseen 1.7.3 mukaan jatkuvan lineaariopoeraattorin 7' matriisin riveilld ja sarakkeilla

on ominaisuus ||t;]|2 < ||7]|, mutta luentotekstissd huomautetaan, ettd N2-matriisin ri-

vien ja sarakkeiden || - ||o-normien #érellisyys tai edes yhteinen yléraja eiviit riitd takaa-
maan, ettd matriisi edustaisi jotain jatkuvaa lineaarioperaattoria. Nyt tehtédviinid on an-
taa tarvittava vastaesimerkki nayttimailli, ettei ole olemassa Hilbert-avaruuden ¢2 jat-

kuvaa lineaarioperaattoria U: £2 — (2 niin, ettd Mat(U) olisi U. Arvioidaan normeja

(lasken neliot):

[UGer+ - +e)ll5 = U1+ +e) s =0+ 5+ 5+ + (G +5+--+1)°
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> (logn)? 4 -+ + (logn)? = n(logn)?.
Mutta ||y, ||* = n, joten lim, % = lim,, . logn = oo.
. Oletetaan, ettd matriisille V = [v;;] pédtee Hilbertin ja Schmidtin ehto
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VI = (X o) <o
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Masritellian V: €2 — £2 | Mat(V) = V ja viitetiisin, ettd timi on hyvin médritelty ja

vielépé operaattorinormi ||V]| toteuttaa epéyhtilon ||V|| < ||V]|,. Olkoon siis

Y = (yj)jEN c 62, jolloin Vy = <Z] Uijyj)ieN ja

Vil =32 (e S 3 (Iwi)senls 1))

=(3 Nwisdsend) Il = (303 1w Il

=VIZ llyll. O



3. Osoitamme Bairen lauseen avulla, ettei ddretonulotteisella Banach-avaruudella E voi olla
numeroituvaa vektoriavaruus- eli Hamelin kantaa:

E'n jokainen &irellisulotteinen aliavaruus on suljettu ja sisépisteeton, siis harva. Jos
E:ll4 olisi Hamelin kanta (e;);en, niin olisi tietenkin £ = |,y B, missd Ex =
(e1,...,ey), jolloin F olisi harva vastoin Bairen lauseen tulosta.

4. Madritelldén, ettéd lineaariavaruuden E normi ||.||, on vahvempi kuin normi ||. ||,

-l =< 11-[lo
jos on vakio C' < 400 siten, ettd kaikilla x € E pétee
|zlla < C|lzlly , eli

jos identtinen kuvaus on jatkuva ja sen normi alle C' suuntaan (E; || - ||s) — (E;] - ||a)-

Jos [|.]la < |||l tai [|.][p < [|-]|o pétee normeille ||.||, ja ||.||», niin normit ||.||, ja .|| ovat
(kesken#én) vertautuvia, ja jos seké ||.||o < ||-]|o ettd ||.|lp < |||« piteviit yhté aikaa, niin
normit ||.|l, ja ||.|lp ovat médritelmén 1.3.2 mukaisesti E:n ekvivalentteja normeja. tél-
16in siis identtinen kuvaus on homeomorfismi (E; || - [|o) — (E; || - ||»). Osoitetaan, etté
itse asiassa kaksi saman lineaariavaruuden F kesken#in vertautuvaa Banach-normia
ovat aina ekvivalentteja. Jos nimittdin identtinen kuvaus (E; || - ||s) — (E;] - ||«) on jat-
kuva, niin se on jatkuva surjektio Banach-avaruudelta toiselle ja siis avoimen kuvauksen
lauseen mukaan avoin kuvaus. Siiné kaikki !

5. Olkoot f,g € L' (2m). Madritellddn
frgt) =35 | flt—s)g(s)ds,

niissé pisteissé ¢, joissa f(t — s) g(s) on integroituva muuttujan s funktiona. Muissa
pisteissé f x g (t) ei ole médritelty. Osoitetaan, ettéd konvoluutio f * g (¢) on médritelty

mk. t € Riettd fxg = gx* f € L1(27r) jaettd || f * gll, < [Ifll, llgll, . Aloitetaan
yrittdmaélléd laskea normi || f * g||, ja saadaan Fubinin lauseen (F) mukaan

£ 29l =2 [ Ufeo@ldr< ik [ [ 17 -9l dsd

Lt [ ([ 1rte=shligto)la)as

= [ ([ 1= s)lde) lotolas = & [ 17l la(o)lds
=502k [ lats)lds = 1Tl = 151 Dl < oc,

joten erityisesti |f(t — s)g(s)| on integroituva s:n funktiona eli f * g(¢) on médritelty
melkein kaikilla ¢. On saatu myos || f * g/, < [|fll, llgll,- Kommutointi f * g = g * f
saadaan (luonnollisesti!) muuttujanvaihdolla t — s = u, jolloin ds = —du ja s = t — u,
erityisesti arvoja s = 4+ vastaa u =t F 7w ja siis f * g (¢) on

t—m g

% _W f(t—s)g(s)ds = —% fu) g(t—u) du, % fw)g(t—u)du = gxf ().

t+m —Tr



. Konvoluution Fourier-sarja saadaan alkuperiisten funktioiden f,g € L (2m) Fourier-
sarjoista ndin: f x g(k) = f(k) g(k),

Frat) =4 / (f *g(t) e * dt
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Huomaa, etti integroitava f(t — s) g(s) e ***

tuvaksi, onhan sen itseisarvo |f(t — s) g(s)|.

on jo edellisessé tehtédvissd todettu integroi-



