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. Z C R on diskreetti topologinen avaruus: kaikki sen osajoukot ovat avoimia ja suljettuja.
Diskreetissé avaruudessa jokainen joukko on itsensd sulkeuma, joten Z:n ainoa tiheéd osa-
joukko on Z itse. Osajoukko A C B on harva joukossa B , jos sen sulkeumalla ei ole
siséipisteitd. Mutta diskreetin avaruuden osajoukon kaikki pisteet ovat siséipisteitd. Siksi
ainoastaan () on harva Z:ssa. Ensimmdisen kategorian joukko on numeroituva yhdiste
harvoista joukoista, tehtivin tapauksessa siis (). Kaikki muut osajoukot ovat toista kate-
goriaa.

. Metrinen avaruus X on perfekti, jos X # 0 ja X = X \ {x,} kaikilla z, € X. Esimerkiksi
Q on perfekti metrinen avaruus, mutta ei tdydellinen. Osoitetaan Bairen kategorialau-
seen avulla, ettéd itse asiassa jokainen perfekti tdydellinen metrinen avaruus X on ylinu-
meroituva. Vastaoletus: X = {x1,...,} on perfekti, tdydellinen, metrinen ja numeroi-
tuva. Perfektin avaruuden mééritelmé merkitsee, etté jokainen yksio {x,} on harva, jo-
ten X = (J,,cn{7n} on ensimmaiists kategoriaa. Mutta Bairen kategorialauseen mukaan
téydellinen metrinen avaruus on (itsensé osajoukkona) toista kategoriaa. Ristiriita [
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on leikkaus suljetuista joukoista, siis suljettu. Koska R on tédydellinen, on my6s C' siis
tdydellinen. Liséiksi C' on perfekti joukko: témé johtuu siité, ettd C' sisédltédd ainakin
kaikki poistettujen viilien piitepisteet ja niiden joukko P# on myos ilmiselviisti tihed!
C'ssi, joten ainakin jokaiselle z € C' \ Pion 2 € Pid = Pi~ {z} C C ~ {x} ja helposti
huomaa, ettd myos jokainen péitepiste p kuuluu sulkeumaan P\ {p} C C \ {p}. Bai-
ren kategorialauseeseen perustuvan edellisen tehtéviin nojalla siis C' on ylinumeroituva,
erityisesti C' sisédltédd paljon muitakin pisteitd kuin em. péitepisteet.

On syytéd varovaisuuteen: Todistimme juuri, ettd metrinen avaruus C on toista katego-
riaa itsensi osajoukkona. Mutta siitd ei suinkaan seuraa, ettd C olisi toista kategoriaa
esimerkiksi avaruuden R osajoukkona. Itse asiassa C' on jopa harva lukusuoralla R, on-
han C' C C suljettu, mutta selviisti sisépisteetén. (On yleisemminkin syytéd oppia erotta-
maan osajoukon ominaisuudet vastaavan aliavaruuden ominaisuuksista.)

(Toinen todistus ylinumeroituvuudelle: Poistettujen vilien péitepisteet ovat tasan ne vi-
lin [0, 1] reaaliluvut, joiden 3-kantaisessa kehitelméssé on nollien lisiiksi vain dérellinen
médrd ykkosia. Muut Cantorin joukkoon C kuuluvat luvut ovat puolestaan ne, joiden 3-
esityksessi ei ole kokonaisosaa eikid yhtéain ykkosté, siis esim. 0,20020002000020--- € C.
Vaihtamalla kolmoset ykkosiksi saa surjektion néiden joukolta vélin [0, 1] lukujen bin#é-
rikehitelmille! Kehitelmistd nékyy tietenkin myos, ettd C' on harva.)

IVaiheessa n on jiljelliolevien pisteiden etiisyys lahimmiisté piitepisteesti alle %



4. a) Tehtévéssd 11.7 médriteltiin Fejérin ytimet
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Samalla todistettiin, ettd F),, = n+r1 ZZ:O Dj.. Tassé tehtdviissd haluttu integraali voi-
daan siis lausua Dirichlet’'n ytimien avulla:

o Fo(s)ds = 5= LZDk(s) ds = = o Dy(s)ds.
- - k=0 k=0 -

Kun muistamme, ettd tehtévin 7.4. mukaan Dirihclet’n ytimelld saadaan Fourier-osasummat:
sh(t) = &= aa+27r Dy (t — s)f(s)ds , niin huomaamme, etté 5 [*_ Dy(s)ds on vakio-
funktion 1 Fourier-sarjan osasumma. Mutta tdmé osasumma on tietenkin pelkkd vakio
1 itse, onhan vakio Fourier-sarjan muodostamista vastaavan kannan kantavektori. Siis

% | fﬂ Dy(s)ds = 1, joten ykkosten keskiarvona myds etsitty integraali on 1.

b) F,(s) — 0 tasaisesti viileilld [0, ] ja [—m, —d] koska néilld vileilld pétee
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¢) Olkoon seuraavaksi f € C(27). Viitetiidn, ettd of — f tasaisesti R:ssi. Kompak-
tilla vélilla jatkuva funktio on tasaisesti jatkuva, joten myos jaksollinen jatkuva f on tas.
jatkuva. Olkoon t € R ja e > 0. Valitaan 6 > 0 siten, ettd |(f(z) — f(y))| < ¢, kun
|z —y| < 8. Koska 5= [ F, =1, niin
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Huomaa, ettéd tekniikkana oli — kuten analyysissd usein — hajottaa integrointivili osiin,
joissa pédtee samantapaiset arviot, mutta eri syisté.



5. Reaaliluvun ¢ € R kokonaisosa on [t] = max{n € Z | n < t}, toisin sanoen [{] on
kokonaisluku siten, ettd 0 < t—[t] < 1. Téssé tehtévissd tutkittava funktio 27-jaksollinen
funktio f(t) =t — 2m [(t + 7) /27| saadaan siis funktiosta f(z) = x rajoittamalla se vilille
[—m, 7 ja jatkamalla 27-jaksolliseksi.

Erityisesti f on paloittain jatkuvasti differentioituva ja f(¢t) =t kaikilla t € [—m, 7[.
Funktion f Fourier-kertoimet ovat f(0) = 0 ja (muut:)
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f(k) = %/ tem*dt = 2;1@ ( _Wteizkt —/ ekt dt) = i k> .
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Siis .
f(t) = Z%elkt = Z A=V sin(nt) , —-w<t<m,
k#0 n=1
Parsevalin kaavan mukaan .
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joka loytyy mm. laitoksen T-paidasta.

Tehtéviin 5 lopuksi ehkii voisi mainita seuraavasta.

Integroimalla f:44 ja valitsemalla integroimisvakion siten, etté ettd myos kantafunktiolla
eli integraalilla F' (siis f = DF) nollas Fourier-kerroin F'(0) on nolla, saadaan funktio-
naalialalyysimonisteen sivulla 93 mainittu sarja summattua Parsevalilla, silla F (k) =
(—1)*=1/(ik)? kaikilla k # 0. Homma vain on vithiin tyolis. Menettelyi voi sitten tois-
taakin ja integroida uudelleen valitsemalla ylemmét kantafunktiot F,, (siis f = D™F),)
siten, ettd sen nollas Fourier-kerroin Fn(O) sdilyy nollana. Né&in saadaan muutkin monis-
teen sivulla 93 mainitut sarjat summattua Parsevalilla, sills F), (k) = (—1)—1/(ik)" !
kaikilla k # 0 (ja siis Fp = f). Homma vaan on kaikkiaan aika tyolés.



