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. Olkoon € > 0. Kussakin pisteessi x € X on u,(x) / u(z), joten on olemassa (ja
valitaan) luku n, € N, jolla

n>ng; = U, (r) >u(x)—

wlm

Koska u ja u,, ovat jatkuvia, on olemassa z:n avoimet ympéristot V, ja V. siten,
etté

yEVe = |u(y) —u(z)| < § ja

yeVy = |un,(y) — un, (2)] < 5.

Joukko U, = V, NV on z:n avoin ympéristo, jossa pitevit molemmat arviot ja siis
kaikilla y € V; NV, on

[tn, (y) = w()] < [tn, (y) = un, (2)] + un, () — w(@)] + [ulr) - uly)] = e

Joukkojen U, muodostamasta kompaktin joukon X avoimesta peitteestéi valitaan
adrellinen osapeite {Uy,,...,U,, }, joka olkoon kirjoitettu siten, ettd n,, < --- <

Nz, jolloin myts vastaavat funktiot u,, ovat kasvavassa suuruusjérjestyksessi,
erityisesti u,, —on niistd (pisteittédisessd mielessd) suurin. Nyt kaikilla N > n,, ja
y € U, C X pétee:

0 < Ju(y) —un(y)| = u(y) —un(y) < u(y) = un,, <u(y)—un, <e O
. a) Osoitetaan induktiolla, ettd 0 < po(z) < p1(z) < --- < /z.
)0 < pola) = & < 2 =&,

ind ol

ID) pr+1(2) = pu(z) = 557 (z = pa(2)?) = 0.

VT = Das1(2) = VI = pa(@) = 52 (¢ = pa()?)
> Va = pn(x) = 57 (2 = pa(2)’)

>1
~

> Vi = pa(e) = 5 (VE — 555 pa(@)) 2 § (VE = pal2)) 2 0.

’H
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b) Osoitetaan, ettd p,(r) — +/z tasaisesti [0,a]:ssa. Dinin lauseen (teht 1) no-
jalla riittdd todeta pisteittdinen konvergenssi. Koska jono P : n(x) on kasvava ja
rajoitettu, se suppenee ja siis

\/La (IE - pn(x)z) = pn—|—l(x) - pn(iﬂ) — 0.

(\/E - pn($))(\/5 +pn($))
NG

Tastd viite seuraa.
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3. Johdanto ja apulauseet: Tunnetusti

() Zn(z>xk(1 —n) =+ (1—z)=1"=1.

k=0

Merkitéén hetkeksi z = p ja (1 —z) = ¢, jolloin binomijakauman varianssin lausek-

keesta
n E

~2(1\ & o
Dy, =Y (k="np)’ <k)pkq ¥ = npq
k=0

tunnistetaan, etta

>t oap(})eta-ort < D <
k=0
ja | & —z|>6

koska max z(z — 1) = 1. Siis kaikilla § > 0 on

n

(#%) 3 (Z) 2F(1 - 2)"F < 471152'

k=0
|%—:1:|>6

Paitodistus: Olkoon f € C, jolloin, koska [0, 1] on kompakti, f on tasaisesti jatkuva
ja rajoitettu, erityisesti || f||oc = supg<,<1 [f(z)] < oo.
Midritelladan fin n : sBernstein-polynomi lausekkeellaan

Buf(z) = kizof(%) (1)a o

Viite on, ettd B, f ldhenee tasaisesti funktiota f, kun n — oo. Katsomalla
Bernstein-polynomin mééritelmééd ja kaavaa (%) huomaa, ettd f(x) saattaisi olla
jarkevad kirjoitta muotoon

) = 5@ 1= 3 @)} )at -0,
k=0
jolloin tutkittava erotus on

) = Bufe) = (¢(@) ~ 1) ()1 =

k=0



Témén pitéisi vditteen mukaan olla kaikkialla pienempi kuin €, kunhan n on tar-
peeksi suuri. Koska f on tasaisesti jatkuva, on ainakin olemassa ¢ > 0 siten, etti
f(@)— f(£) <&, kun z — £ < §. Vastaava osa summasta on siis arvioitavissa:

n

> < s (j)raar e

& —a|<s <

Loput summasta on mahdollista arvioida kaavalla (xx), jossa on sama summausalue:

k=0
| £ —z|>6 | £ —z|>6

Zn: |f(x)—f(%)l(2)w’“(1—x)”"“S kzn::o 2||f||oo(Z)xk(1—w)”_k

n

—2fle 3 (})at-art

k=0
k21>

n

<2||flloo/ (552 -

joka ldhenee nollaa, kun n — co. (Huomaa, ettd alussa kiinnitetéén e, jolloin myos
d on kiinted ja vain jonossa B, (f) edetéén.)

Lopuksi havaintoja:

a) Kuvaus f +— B, f on lineaarikuvaus C — R[z] = {polynomit}.

b) B, on jatkuva eli funktionaalianalyysin mielessd "rajoitettu” lineaarikuvaus,
silla

[Bnflloo = sup |Bnf(x)]

z€[0,1]
n n
_ sup | f(%)( )x’fu—x)"—’w
z€[0,1] kz() k
n n
< sup m%n( )m’fu—w)"-’f
:rE[O,l]kZ_O k
n n
< sup ||f||oo( )xku—w)“k
€ 0,1];0 k
n n .
11 s 3 () )h1 - 0 =
z€[0,1] ;. —

c) Jos f(z) < g(z) kaikilla x € [0, 1], niin silloin tietenkin myts B, f(z) < B,g(x)
kaikilla « € [0, 1].



