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. Kun A, B € B(H) ovat Hilbert-avaruuden H hermiittisié eli itseadjungoituja operaatto-
reita, A* = A, B* = B, niin niyté, ettd niiden kommutaattori [A, B] = AB — BA on
antihermiittinen, [A, B]* = —[A, B], ja ettd i[A, B] on taas hermiittinen.

. Tehtivissd 11.7 todettiin jonon {e, = e**}7>° olevan L?(27):n totaalinen ortonor-

maalijono ja siten L?(27):m Hilbertin kanta. Koska {ex} C C°(27), niin ddrettomin
monta kertaa jatkuvasti differentioituvien 27-jaksolllisten funktioiden muodostama ali-
avaruus C* = C°°(27) on tihed Hilbert-avaruudessa L?(2m). Niytd, ettd aliavaruuden
C*° operaattori D: C*° — C°,
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kaikilla f € C°°, on symmetrinen, ts. etti (Df|g) = (f|Dg) kaikilla f,g € C*> C L?(27).
(Kéyté osittaisintegrointia huomioiden samalla funktioiden f, g jaksollisuuden!)

. Rajoitettu funktio a € L°°(27) midrid operaattorin M, € B(L?(2n), kun kaikilla
f € L?(27) asetetaan

(Mo f)(t) = a®) f(t)
Totea, ettd M, on itseadjungoitu, joss funktio a on melkein kaikkialla reaaliarvoinen
ts. joss a(t) = a(t) mk. t€R.

. Mzdritellddn itseadjungoitu operaattori Sin := Mg, € B(L?(27)). Masraa
kommutaattori [Sin, D] (aluksi siis vain funktioille f € C°!).

. Funktio f on paloittain jatkuvasti differentioituva vililld [a, b], jos on olemassa vilin
la,b] jako a = ¢p < ¢1 < -+ < ¢ = b siten, ettéd funktiolla f on jokaisella avoimella
valilld |ep—1, cx[ derivaatta f’ | joka kaikilla & laajenee jatkuvaksi funktioksi f; koko
suljetulle vilille [ck_1, cx]. Néyté, ettd paloittain jatkuvasti differentioituvalla funktiolla
f on kaikkialla vasemman- ja oikeanpuoliset raja-arvot, f(z—) = limgs; ., f()

kun a <z <b, f(z+)=Ilimycs, f(t) kun a <z <b.

. Jos funktio f € L'(27) on suljetulla vililld [a,b] C R seki jatkuva ett# paloittain jatku-
vasti differentioituva, niin néyta ettd sen Fourier-sarja Z::’_OO f (k) e*** suppenee avoi-
mella vililld |a, b[ saaden arvon f(t) kaikilla ¢ €]a,b[. (Mééarittele paloittain jatkuvasti
differentioituva funktio g € C(2) siten, ettd g(t) = f(t) kaikilla ¢ € [a,b] ja sovella
tehtévid 9.5 ja 9.7.)

. Rof(t) = f(2a — t) on funktion f heijastuma pisteessi a € R. Néytd, ettd funktion
f € L*(27) ja sen heijastuman R, f Fourier-sarjan osasummille piitee kaikilla a € R
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. Niyts funktiota h, = 3(f + R, f) kéiyttéen, ettd paloittain jatkuvasti differentioituvan
funktion f € L!(2m) Fourier-sarja suppenee kaikilla a € R ja etti
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