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LAUSE 8.4 (PYTHAGORAS)?®. Sisdtuloavaruuden keskenddn ortogonaalisille vek-
toreille x1, ..., x, pdtee
n n
1>zl = el
j=1 j=1

Tobistus. Kun n = 2, lasketaan tunnetusti
1 +@2|” = (21 +@2ler +a2) = 22 ||* + lz2]” + (21]22) + (z2|z1) = (21| + |22

Yleistys saadaan induktiolla. [

LAUSE 8.5 (SUUNNIKASSAANTO JA YLEINEN POLAARIKAAVA). Sisdtuloavaruu-
dessa pdtevdt suunnikassddnto

lz +ylI* + [l = ylI* = 2ll2|* + 2||y[|*
ja kompleksinen eli yleinen polaarikaava

(@ly) = 3 (lz +yl* = llz = y1?) + £ (= + il = = — iy||*).

Tobistus. Kaavat tarkastetaan suoralla laskulla. Huomaa, ettd kompleksi-

luvun reaali- ja imaginaariosa saadaan lausekkeista z + 2z = 2Rez ja 2 — 2 =
2tImz. 0

HuoMAUTUS 8.6. (SISATULO JA NORMI). a) Sisdtuloavaruuksien vdilinen li-
neaartkuvaus sdilyttid normin jos ja vain jos se sdilyttdd sisdtulon.

b) Normiavaruuksien joukossa sisdtuloavaruudet ovat tasan ne, joiden normi
toteuttaa suunnikassinnon.

PERUSTELU. Periaatteessa kuten vastaavat reaaliset lauseet 7.3 ja 7.6. [

Havaitsemme ohimennen mielenkiintoisen seikan: Koska suunnikassééanto koskee
vain kahta vektoria kerrallaan, se lausuu jotakin ainoastaan tutkittavan avaruuden
kaksiulotteisista aliavaruuksista. Normiavaruuden normi saadaan siis jostakin sisé-
tulosta, mikili sen rajoittumalla jokaiseen kaksiulotteiseen aliavaruuteen on tdméi
ominaisuus.

9. Ortogonaaliprojektiot ja kannat Hilbertin avaruudessa

Tarkoituksenamme on yleistédé ortonormaalien kantojen teoria dédretonulotteiseen
siséituloavaruuteen. Keskeinen kisite téssd yhteydessd on ortogonaalinen projektio
suljetulle aliavaruudelle, ja osoittautuu, ettd projektioiden kisittelyyn tarvitaan
avaruuden taydellisyyttd. Téydellinen sisdtuloavaruus on nimeltdéan Hilbertin ava-
ruus. Erityisesti jokainen euklidinen avaruus on siis esimerkki Hilbertin avaruu-
desta.

26 SAMOKSEN PYTHAGORAS, n.569-475 e.Kr. Kreikka.
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9.1. Projektiolause ja ortonormaalit jonot. Adrellisulotteisten sisétuloa-
varuuksien kisittelyssd on tunnetusti paljon hyotyé siité, ettd on olemassa ortonor-
maaleja kantoja. Euklidisen avaruuden vinokulmainen kanta voidaan ortonormittaa
esimerkiksi Gramin ja Schmidtin menetelmélld. Osoitamme nyt, ettd menetelméé
voi kiyttdd myos ddretonulotteisessa avaruudessa. Tisséd luvussa kerroinkunta K
saa olla kumpi tahansa, vaikka kuvat onkin piirretty reaalikertoimista tilannetta
vastaaviksi.

n

Aloitamme lineaarialgebrallisella tarkastelulla:

HuomauTUus 9.1. Olkoon V vektoriavaruus.

(1) Osajoukon S C V wirittdmd aliavaruus (S) on V:n suppein aliavaruus, joka
sisdltdd joukon S. Se muodostuu kaikista joukon S alkioiden #irellisisiti
lineaarikombinaatioista.

(2) Asreton joukko vektoreita on lineaarisesti rijppumaton eli vapaa, mikili
sen jokainen #érellinen osajoukko on lineaarisesti riippumaton, eli mikéli
nollavektoria ei voi lausua epétriviaalina #dérellisend summana joukon vek-
toreista.

LAUSE 9.2 (GRAM-SCHMIDT). Sisdtuloavaruuden E lineaarisesti riippumaton
jono (x,)3° voidaan ortonormittaa seuraavassa mielessi. On olemassa ortonor-

maali jono (y,)3° siten, ettd kaikilla n € N:

(1, Tn) = Y1y -+ -y Yn)-

PERUSTELU. Koko jonon ortonormitus tehdéén vaiheittain samalla tunnetulla
tavalla kuin &&rellisulotteisessa tapauksessa, nimittdin projisoimalla ortogonaali-
sesti kukin x,, vektoriksi P,x,, aliavaruudelle (y1,...,yn—1) = (1,...,2Ty_1) ja
valitsemalla xy,,:ksi vektorin x,, — P,z,, suuntainen yksikkovektori. Riippumatto-
muusehtoa tarvitaan takaamaan, ettd erotus x, — P,x, ei ole nolla. Projektion
lauseke ja muut yksityiskohdat kiyvit ilmi seuraavasta lauseesta, silli Gramin ja
Schmidtin konstruktion pédkohta on #irellisulotteiselle aliavaruudelle tapahtuvan
ortogonaaliprojektion olemassaolo ja sen lauseke.

LAUSE 9.3 (AARELLISULOTTEINEN PROJEKTIOLAUSE). Olkoon K mielivaltai-
sen sisdtuloavaruuden E n-ulotteinen aliavaruus ja (eq, ..., e,) aliavaruuden K or-
tonormaali kanta. Olkoon x € E. Tilloin on olemassa tasan yksi aliavaruuteen K
kuuluva vektori y, nimeltddn x:n ortogonaalinen projektio aliavaruudelle K, jolla
on seuraavat keskenddn yhtdpitivit ominaisuudet:

(1) Yy = Z:'L:1<m’€i)€i
(2) x—y L Keli (x—y) Lk kaikille k € K

3 llz—yll = min [z - af.

TobpisTus. Olkoon y kuten ehdossa (1), siis y = > (z]e;)e;. Nyt x —y L K,
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eli kaikilla k = Z?Zl kje; € K on (x — ylk) = 0, sill4

(ylk) = (2;<x|ei>ei | ;kjej) =3 (alea)k; (eiley)

i= i=1 j=1

KuvA 14. LAHIN PISTE.

Ehdosta (2) seuraa edelleen ehto (3), eli ettéd y on pisteen x 1dhin naapuri aliava-
ruudessa K, silld jos k € K, niin k — y € K, joten ehdon (2) nojalla kolmio z,y, k
on suorakulmainen ja siis Pythagoraan lauseen seurauksena sen kateetti x — y on
lyhempi kuin hypotenuusa x — k.

Ehdosta (3) saadaan samalla tavalla ehto (1): Toteuttakoon piste k € K ehdon
(3), eli ||z—Fk| = mingek ||z—al|. Erityisesti lausekkeen (1) pisteelle y on silloin ||z —
k|| < ||z — y||. Toisaalta y toteuttaa ortogonaalisuusehdon (2) ja pitee y — k € K,
joten z—y L y—k. Pythagoraan lauseesta seuraa, ettd |z—k||?> = ||z —yl||>+|ly—k||?,
joten dskeinen epiyht#lo ei voi toteutua, ellei ||y — k||? ole 0 eli k = y. Siksi ainoa
chdon (3) toteuttava piste k on juuri lausekkeen (1) antama. [

Asrellisulotteinen projektiolause riittis todistamaan Hilbert-avaruuksissa tuon-
tuostakin tarvittavan periaatteen, Besselin epdyhtdlon.
SEURAUS 9.4. (BESSELIN EPAYHTALO). 27
oo

Olkoon jono (e,)3° ortonormaali sisituloavaruudessa H. Tilldin kaikilla x € H
on

oo

D llen)? < .

i=1

TopisTus. Lauseen 9.3 mukaisesti on m-ulotteisen aliavaruuden (ey,...,e.,)
x:84 1ahimmalla pisteelld
m
y=> (zle)e;

i=1

ominaisuus x — y L y, joten Pythagoraan lauseen mukaan

21 = llz = yl* + Iy 1? = llz = ylI* + Y [(zle)]? Jles ]
——

=1 1

2TFRIEDRICH WILHELM BESSEL 1784-1846, Saksa.
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T4astd viite seuraa. [

n

MAARITELMA 9.5. Luvuilla (z]e;) on monta nime#. Ne ovat ovat vektorin x
koordinaatit eli abstraktit Fourier-kertoimet®® ortonormaalin jonon (e;)$° suhteen.
Ne ovat my6s x:n skalaariset projektiot suuntiin e;. Kuvausta, joka vektoriin x
liittéa4 sen i:nnen koordinaatin (z|e;), sanotaan i:nneksi koordinaattifunktionaaliksi.

HuoMAuTUS 9.6. Olemme nyt mééritelleet vektorin koordinaatit ortonormaa-
lin jonon suhteen, mutta emme ole sanoneet mitédén siitéd, milld ehdoin vektorin voi
muodostaa koordinaateistaan. Tadmén asian ratkaisemiseksi ei riitd kiyttaéd projek-
tiolausetta 9.3, jossa oli oletuksena aliavaruuden K #irellinen dimensio. Onneksi
projektion olemassaolo — johon Hilbertin avaruuden kannan kiytto koordinaatti-
laskuihin perustuu — pétee myos sisdtuloavaruuden diretonulotteiselle aliavaruu-
delle K, kunhan se on tdydellinen. Projektiolause muotoillaan tavallisesti niin, ettd
tarkastellaan Hilbertin avaruuden H suljettua aliavaruutta K.

LAUSE 9.7 (PROJEKTIOLAUSE). Olkoon K C H Hilbert-avaruuden suljettu alia-
varuus ja olkoon x € H. Talloin on olemassa tasan ykst vektori y € K, jolla on
seuraavat keskenddn yhtdpitdvit ominaisuudet:

(1) r—y L K

2 — || = mi —al|.
@) eyl = min o —al

y on nimeltidn x:n ortogonaalinen projektio aliavaruudelle K.

Tobistus. Todistamme ensin asian helpon puolen: ehdot ovat yhtépitiavit. Sa-
malla tavalla kuin edelld #irellisulotteisessa tapauksessa voi nimittdin nytkin ha-
vaita, etté ensimmaéisestd ehdosta seuraa toinen ja ettd ldhin piste on yksikésittei-
nen. Lahin piste y toteuttaa myos ensimmaéisen ehdon. Jos néet ei olisi x —y L K,
niin olisi olemassa vektori z € K siten, ettd (z — y|z) # 0.

Kuva 15. LAHIMMAN PISTEEN YKSIKASITTEISYYS.

Kolmio, jonka kirjet ovat z,y ja y + z ei siis olisi suorakulmainen kulmassa y.
Rajoittumalla kolmiulotteiseen aliavaruuteen (zx,y, z) huomaa, etti y:n kautta kul-
kevalla z:n suuntaisella suoralla on x:#& ldhin piste, olkoon se a, eikéd se vinon
kulman takia voisi olla ainakaan y. Koska tdmé suora sisiltyy aliavaruuteen K,
olisi saatu ristiriita sen kanssa, etté y oli aliavaruuden ldhin piste. Siis x —y 1 K.

Todistettavaksi jidé siten, ettd ldhin piste on olemassa. Ideana on konstruoida
aliavaruuteen K Cauchy-jono, jonka raja-arvoksi osoittautuu ldhin piste y. Voimme

28 JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER 1768-1830, Ranska.
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olettaa, ettd = ¢ A. Aliavaruus K on suljettu joukko, joten pisteen x etdisyys siité,
siis luku

A=d(z,K)= inf ||z —k
(2, ) = inf [z~ K|
on positiivinen. Valitaan aliavaruudesta K jono pisteité k,, siten, etté
A<z —ky| <A+ L.

Todistetaan, ettd on saatu Cauchy-jono, ja ettd sen raja-arvo on etsitty piste.
Cauchy-ehto seuraa periaatteessa siité, ettd Hilbert-avaruuden pallo on tasaisesti
konveksi — asiantila, jota kuvaavat tdsméllisemmin seké suunnikassdaianto ettd Py-
thagoraan lause.

Kuva 16. PROJEKTIOLAUSEEN TODISTUS.

Kaytinnossi laskemme Pythagoraan lauseella: Olkoon 0 < € < 1. Valitaan m ja n
suuremmiksi kuin é Koska A on x:n etéisyys aliavaruudesta K, johon k, ja ki,

kuuluvat, on
A< |z —al

kaikille a suoralla s, joka yhdistdé pisteet k,, ja k,,, silld suora s kulkee aliavaruu-
dessa K. Olkoon a erityisesti suoran s ldhin piste x:stéd katsoen.

Kuva 17. KUvAN 16 HALKILEIKKAUS.

Nyt kolmiot z, a, k,, ja x, a, k,, ovat kohdassa a suorakulmaisia, joten kummassakin
pitee Pythagoraan lause, siis esim.

la = knll* = llo = Eul* = llz — all* < (A + 3)* = A® < Ae(2+¢) < 3Ae,
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ja siis ||la — ky|| < V3Ae. Vastaava pitee etiisyydelle ||a — ky, ||, joten

kn — k| < 2V3Ae = VI2A 5.

n

Tastd ndkyy, ettd (k,) on Cauchy-jono ja siis suppenee tiydellisessi aliavaruudessa
K. Raja-arvolla y = lim,, . k,, € K on projektiolta vaadittu etédisyysominaisuus:

|z —y|| = ||z — lim k| = lim ||z —k,| = A. O

MAARITELMA 9.8.

(1) Olkoon V vektoriavaruus. Lineaarikuvaus P : V. — V on projektio, jos
PoP=Peli P2=P.

(2) Olkoon F siséituloavaruus. Projektio P : E — E on ortogonaaliprojektio, jos
sen ydin Ker P ja kuva-avaruus Im P = P(H) ovat toisilleen ortogonaaliset,
Ker P 1 Im P. Ortogonaalisuus tarkoittaa, ettd (z|y) = 0, kun = € Ker P
jayelmP.

(3) Vektoriavaruus V' on aliavaruuksiensa U ja W lineaarialgebrallinen suora
summoa eli epatédsmaillisemmin sanottuna suora summa, mikili UNW = {0}
ja U+ W = V. Jdlkimméinen ehto sanoo, ettd jokainen vektori z € V on
muotoa r = u+w, missd u € U ja w € W, ja ensimmaéisestd ehdosta seuraa
pienelld laskulla, ettd tdmé esitys on yksikésitteinen.

On helppoa tarkastaa lineaarialgebrallinen tosiasia, ettd minké tahansa — vinon-
kin — projektion kuva-avaruus ja ydin leikkaavat toisensa ainoastaan origossa ja
ettd ne yhdessé virittévit koko avaruuden, joka siis on projektion ytimen ja kuvan
suora summa.

Seuraava lause sanoo, ettd projektiolauseen mi#rittelemés ortogonaalinen projek-
tio jollekin aliavaruudelle K ja ortogonaaliprojektio mé#ritelmén 9.8 mielessd ovat
oikeastaan sama asia ja jokaiselle suljetulle aliavaruudelle on olemassa ortogonaali-
projektio.

LAuse 9.9. Olkoon K Hilbertin avaruuden H suljettu aliavaruus. Projektio-
lauseen mukaan on olemassa kuvaus Px: H — H : x — Pgx, jolla Pxx €
K jax — Pgx L K. Kuvauksella Pk on seuraavat ominaisuudet

(1) Px on lineaarikuvaus.

(2) K = Prc(H) ja

(3) Pk o Px = Py, eli lineaarikuvaus Px on projektio.
(4) Ker Px | K, eli projektio P on ortogonaalinen.

TobisTus. (1) Lineaarisuuskaavan Pk (Ax 4+ py) = APxx + pPky voi todistaa
ndyttamélld pienelld laskulla, ettd (APxx 4+ uPry) — (Ax + py) on ortogonaalinen
jokaista vektoria k € K vastaan, ja siis nolla.

(2) Olkoon z € H. Konstruktion mukaan piste y = Prx kuuluu aliavaruuteen
K, joten K D Pr(H). Kaikillay € K on Pxy =y, siis varmasti y € Pk (H), joten
K C Py(H).

(3) Kaikilla y € K on Pgy = y. Koska Pxx € K, niin siis Px(Pgz) = Pgx
kaikilla x € H.
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(4) Kaikillaz € Honz —y L K, eli
(x — Pxx|k) =0 Vk € K.
Jos x € Ker Pk, niin Pxx = 0, ja siis edellisen mukaan

(x|k) = (x — Pgzlk) =0 Vk € K. O

MAARITELMA 9.10. Olkoon H siséituloavaruus. Epétyhjin osajoukon () # A C
H ortogonaalinen komplementti on niiden vektorien joukko, jotka ovat kohtisuo-
rassa kaikkia A:n alkioita vastaan:

AJ'Z{CL'GH}(.CL‘M):OVCLGA}.

Projektiolauseen avulla voi todistaa, ettd Hilbert-avaruudessa minki tahansa
epityhjan osajoukon S C H virittdmé suljettu aliavaruus @ on sama kuin sen
ortogonaalikomplementin ortogonaalikomplementti S++. Taustaksi tille tirkeille
tiedolle luettelemme ensin ortogonaalikomplementin ilmeisid ominaisuuksia.

LAUSE 9.11. Jokaisessa sisdtuloavaruudessa H pitevdt seuraavat epdtyhjin jou-
kon ortogonaalikomplementtia koskevat vditteet:

a) At on H:m suljettu aliavaruus.

e) AcB — Bl c At
f) AL = AT
g) At = (A)t =T

h) (AH)* > (4).

Tobistus. Namé viitteet ovat helppoja todistaa.
a) x € At <= (z]|a) = 0 kaikilla a € A. Siksi kaikilla 2,y € ALY, A, p € K :
Az + pyla) = Mz|a) + u(yla) = 0, joten A+ on aliavaruus. Jos taas z,, — = € H ja
jokainen z,, € AL, niin (x]a) = (lim, .. Tpla) = lim, oo (7,]a) = lim, oo 0 = 0,
koska sisdtulo on ensimmaéisen muuttujansa suhteen lineaarinen ja jatkuva.

b) (z]0) = 0 kaikille z € H.

c) Jos (z|y) = 0 kaikille x € H, niin erityisesti [|y||> = (y|y) = 0 ja siis y = 0.

d) Jos 2 € At jax € A, niin (z]|z) = 0. Tist# viite seuraa.

e) Jos A C B ja x € B+, niin varmasti (z]|a) = 0 kaikille = € A.

f) Jos (x]a) = 0 kaikilla a € A, niin (z|a) = 0 kaikilla a € A, koska a — (x|a) on
jatkuva.

g) Jos (z|a) = 0 kaikilla a € A, niin

Aia;) = A ) =0
(x‘]z:; J%) JZ:; J(x ‘Oaj)
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kaikilla a; € A ja A\; € K. Loput saadaan kohdasta f.
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h) (A1)L on suljettu aliavaruus ja (A1)L D A, siis a) -kohdan mukaan myos

(AHt o (4). O

Hilbertin avaruudessa on edellisen lauseen viimeinen viite voimassa olennaisesti
vahvemmassa muodossa:

LAUSE 9.12. Jos H on Hilbert-avaruus, niin joukon A C H biortogonaalille
(AH)* on voimassa

(AH)*H = (4).

Tobistus. Tieddmme jo edellisestéi lauseesta, etté (A1)+ D (A). Viite sanoo
sits, ettéi (AL)L C (A). Tiamé on yhtépitiviid sen kanssa, et piste x, joka ei kuulu
suljettuun aliavaruuteen (A), ei myoskisin kuulu ortogonaaliseen komplementtiin
(A+)L, vaan on olemassa vektori b € AL, jota vastaan x ei ole kohtisuorassa. Osoi-
tamme, etti tdméi ehto toteutuu: Olkoon siis xz € H \@. Etsitédan vektoria b, joka
olisi kohtisuorassa jokaista A:n alkiota, mutta ei vektoria x vastaan. Valitaan b:ksi
x:n aliavaruutta @ vastaan kohtisuora komponentti, siis vektori, joka yhdistdd z:n
lihimpé&én pisteeseen y aliavaruudessa @ Tama kelpaa selvistikin ja viitteemme

seuraa siis projektiolauseesta, jota takaa pisteen y olemassaolon. [

Kuva 18. BIORTOGONAALIL.

SEURAUS 9.13. Olkoon K C H Hilbert-avaruuden H aito suljettu aliavaruus.
Tilloin K+ ei ole {0}, vaan on olemassa ainakin yksi nollasta eroava K :n normaa-
livektorin € H.

TobpisTUus. Huomasimme edellisen todistuksen yhteydesséd, ettd tdmé seuraa
projektiolauseesta: valitaan jokin x € H ~ K, otetaan sitd ldhin piste a € K
ja valitaan n =z —a. U

MAARITELMA 9.14. Kahden toisiaan vastaan ortogonaalisen aliavaruuden K,
ja L C H virittamés aliavaruutta (K UL) = {k+1 | k € K, | € L} sanotaan niiden

L
(ortogonaaliseksi) suoraksi summaksi ja merkitésin K @ L tai usein vain K & L.
Emme oleta méaritelméssd mitéddn siité, ovatko K, L tai K @& L suljettuja.
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HuomAuTus 9.15. Hilbertin avaruus H on aliavaruuksiensa K ja L ortogonaa-

linen suora summa H = K é L jos ja vain jos K = L' eli yhtilailla L = K.
Erityisesti K ja L ovat télloin suljettuja ja jokainen x € H on tasan yhdelld tavalla
lausuttavsissa muodossa © = k + [, missd k € K jal € L, jolloin k£ L [. Vektorit k
ja [ ovat x:n ortogonaaliset projektiot aliavaruuksille K ja L.

Erityisesti ortogonaalisen projektion kuva ja ydin ovat toistensa ortogonaaliset
komplementit. Projektioiden kisittelyn kannalta kannattaa lisdksi muistaa, etté
kaikissa normiavaruuksissa lineaarisen aliavaruuden sulkeuma on aliavaruus. FEri-
tyisesti minké tahansa osajoukon S C E virittdmén aliavaruuden sulkeuma (S) on
suppein suljettu aliavaruus, joka sisdltdd joukon S. Sanomme, etté @ on jou-
kon S wvirittimd suljettu aliavaruus. Téssd on paikallaan pieni varoitus. Annamme
myohemmin esimerkin, joka osoittaa, ettd edes siséituloavaruuden suljetun joukon

virittdmé aliavaruus ei aina ole suljettu joukko, ja voi siis olla (S') # (S). Jédkoon
harjoitustehtéviiksi todeta, ettd kuitenkin aina (S) C (S).

Projektiolauseen suuri merkitys paljastuu viimeistéin seuraavassa, kun huoma-
taan, ettd sen avulla voidaan yleistédd ortonormaalien kantojen teoriaa déretonulot-

teiseen avaruuteen.
9.2. Hilbertin kanta.

MAARITELMA 9.16. Sisétuloavaruuden H osajoukko EF C H on ortogonaalinen
joukko, jos sen alkiot ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, eli jos e L f kaikille
e,f € E, joilla e # f. Osajoukko E on ortonormaali joukko, jos liséiksi |le]| = 1
kaikille e € E. Joukon E ortonormaalius merkitsee siis, etté

0, jose# f

€n=ss={ ) 7]

LAUSE 9.17. Ortogonaalinen joukko E C H on lineaarisesti ritppumaton eli va-
paa, toisin sanoen, jos 2?21 Aje; =0, missi \j € K, e; € E jae; # ex, kun j #
k, niin jokainen \; on 0.

PERUSTELU. Viite on helppo tarkastaa todeksi, mutta seuraa myos siitd, ettd
ortonormaalilla joukolla on seuraavassa esitettévd vahvempi riippumattomuusomi-
naisuus, se on sarjamielessd vapaa. [J

LAUSE 9.18. Olkoon (e;)jen ortonormaali jono ja (A;)jen lukujono siten, ettd
sarja Z;‘;l Aje; suppenee avaruudessa H kohti nollavektoria. Tdlloin jokainen
kerroin A\; on nolla.

TobIsTus. Jos 0 = "7, Aie;, niin siséitulon bilineaarisuuden ja jatkuvuuden
takia

0

(3

(i )\iei | €j> = (nll_)ﬂoloi)\lez } €j> = nh_)HOlo (i /\iei ‘ ej)
i=1 i=1 i=1

Ai(eiles) = Ajlles [P =X O
==

)



f(n)
o
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Joukon FE C H vapaus sarjamielessi ilmaisee itse asiassa, ettd jos

o o0
E )\iei:E nie;
i=1 =1

60

n

missd e; € E ja e; # e, kun ¢ # j, niin \; = p; kaikille 7 € N.

MAARITELMA 9.19. Hilbertin avaruuden ortonormaali kanta, Hilbertin kanta
— lyhyesti kanta — on ortonormaali joukko £ C H, jolla on seuraavat kesken#dn
yhtépitédvit ominaisuudet:

(1) (E) = H, ts. E wirittid Hilbert-avaruuden H (téssd mielessil).

(2) E+ ={0}.2

(3) Jos E C F ja F on ortonormaali, niin £ = F, ts. E on maksimaalinen
ortonormaali joukko.

EHTOJEN 9.19. YHTAPITAVYYS.

Jos (E) = H, niin B = (B)" = H- = {0} ja toisinpéin: jos E- = {0}, niin
Et+ = {0}t = H. Ensimmiiset kaksi ehtoa ovat siis yhtdpitivit. Jos E+ =
{0}, niin ei ole olemassa yhtéén nollasta eroavaa vektoria, joka olisi ortogonaalinen
kaikkia E':n vektoreita vastaan, ja silloin E on varmasti maksimaalinen ortonormaali
joukko. Jos taas E+ # {0}, niin on olemassa nollasta eroava vektori y € E+. Nyt
EU {ﬁ} on ortonormaali, joten E ei ole maksimaalinen ortonormaali joukko. [J

Hilbertin kannan merkitys perustuu siihen, etti kaikki Hilbert-avaruuden vek-
torit voi lausua ddrettomind lineaarikombinaatioina kantavektoreista, ts. jokainen
vektori x € H on muotoa

[oe)
r = Z )\iez-,
i=1

missd \; € K jae; € F. Taméi asia ei ole itsestéén selvi, vaan todistamme sen vasta

lauseena 9.23 selviteltyimme ortogonaalisten sarjojen suppenemisehtoja Hilbertin

avaruudessa. Voimme kuitenkin jo nyt huomata, ettd jos jokin ortonormaali joukko

E C H on niin laaja, ettd kaikki vektorit voi lausua dérettominé lineaarikombinaa-

tioina sen alkioista, niin silloin (E) = H, joten E on Hilbertin kanta. Ratkaiseva
e . > .

apuviline esityksen x = Z¢:1 X;e; olemassaolon todistuksessa on seuraava lause.

LAUSE 9.20 (¢*-LAUSE JA PARSEVALIN YHTALO)C. Olkoon (e;)$° ortonormaali
jono Hilbertin avaruudessa H ja (X\;)3° lukujono.
a) Sarja

00
r = E )\iei
=1

suppenee aina ja vain, kun Y .o |Ni|* < oo.
b) Kun sarja x =Y -, A\ie; suppenee, jokainen \; on Fourier-kerroin (z]e;).

29T3116in sanotaan, ettd E on totaali, vanhemmassa, kirjallisuudessa ”tdydellinen”.
30MARC-ANTOINE PARSEVAL DES CHENES 1755-1836, Ranska.



9. ORTOGONAALIPROJEKTIOT JA KANNAT HILBERTIN AVARUUDESSA 61

¢) Kun sarjax =Y .-, \ie; suppenee, pitee ddretonulotteinen Pythagoraan lause
eli Parsevalin yhtdlo

TobisTus. Jos sarja suppenee, niin siséitulon jatkuvuuden ja jonon ortonormaa-
lisuuden nojalla

(x]e;) = ZA eile| = Z)\i (eile;) =
=1

ja siis Besselin epéyhtélon nojalla

Z [Ael* = ZI wle;)|* < Jlz]* < oo.

Kerroinjonon nelidsummautuvuus Y .-, |A\i|> < oo seuraa siis sarjan suppenemi-
sesta.

Jos taas oletetaan kerroinjonon neliosummautuvuus, niin selvistikin Zf; i€;
on Cauchy-sarja, silld kaikilla n < m pétee direllisulotteisen Pythagoraan lauseen

mukaan
m 2 m
el = |)\.’2
Ze’L - ¥ .
i=n i=n

Suppeneminen seuraa siis Hilbertin avaruuden t#ydellisyydestd. Samalla saadaan
myos Parsevalin yhtélo valitsemalla n = 1 ja antamalla m — oco. [

¢?-lause kertoo sarjan x = Zfil A;e; suppenevan tasan silloin, kun kertoimien
jono (A;)$° on neliésummautuva eli kuuluu Hilbertin jonoavaruuteen (2 = {(A,)3° |
> omt [An? < oo}

Saman voi ilmaista sanomalla, ettd ortogonaalinen sarja * = Y .-, x; suppenee
tasan silloin, kun (||z;||)$° on nelissummautuva. Titd kannattaa verrata siihen,
mité lauseen 6.14 nojalla jo tiedetééin vastaavasta tilanteesta ilman ortogonaalisuus-

oletusta: Jos (z;)$° on jono vektoreita Hilbertin (tai Banachin) avaruudessa E, niin

sarja
o
Xr = E xT;

suppenee ainakin aina supetessaan itseisesti, eli kun (||z;||)$° kuuluu jonoavaruuteen
2= {5 | S0 IAn| < oo}, joka on ¢%:n aito aliavaruus. Uusi lauseemme
on siis tavallaan parannus aikaisempaan tietéimykseemme, mutta oletuksiakin on
lisétty.

Itseisestd suppenemisesta muistuu mieleen sarjateorian lause, jonka mukaan
reaali- tai kompleksilukusarja®! suppenee itseisesti tdsmdlleen silloin, kun sen sup-
peneminen séilyy, vaikka termit jérjestettiisiin uudelleen, ja ettéd téalloin sarjan

31Taj sarja avaruudessa K™; laske koordinaateittain!
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summakaan ei riipu termien jérjestyksestd. Myos Banachin avaruudessa saa itsei-
sesti suppenevan sarjan termit jéirjestdid uudelleen suppenemisen tai summan siitéd
muuttumatta, mutta itseinen suppeneminen ei ole vilttdmé&ton ehto sille, ettd jér-
jestysté saisi vaihtaa. Yhden vastaesimerkin olemme juuri esitelleet: ortogonaalisen
sarjan saa Hilbert-avaruudessa jirjestéid uudelleen, vaikka se ei suppenisi itseisesti:

n

SEURAUS 9.21. Kun jono (e;)3° on ortonormaali Hilbertin avaruudessa H, niin
sarjan x = Zf; Aie; suppeneminen ja summa ewdt riipu termien jarjestyksestd.

TobisTus. Olkoon
a:N—=N: i ai)
bijektio eli luonnollisten lukujen permutaatio ja (e;)$° ortonormaali jono Hilbertin
avaruudessa H ja (\;)$° sellainen lukujono, ettd sarja y .o, A;e; suppenee, toisin
sanoen ()\;)° € £2. On todistettava, ettd

Z Aa(i)€ali) = Z Ai€;.
=1 =1

Koska ¢2— jono pysyy ¢?—jonona jirjestettdesss termit uudelleen, on ¢2—lauseen
nojalla selvii, ettd molemmat sarjat ainakin suppenevat. Merkitédin niiden summia

T = i e ja z= i Aa(i)€ali)-
i=1 i=1

On osoitettava, ettid z = x, eli ||z — z||3 = 0. Koska

o0
lzl3 = nil? = =13
=1
Ja -
Iz — 2]1* = (z — 2|z — 2) = [|=[|* — (2[2) — (=]2) + [|2]I",

riittda osoittaa, etté
(z]2) = [|=]*.

Tam4i saadaan laskemalla huolellisesti:

(z|z) = nh—{goz)\ e; W}EHOOZ)\Q(J)BQ(J)

=1 7j=1
= lim lim Z Z)\ )\a(J) €e; |ea(])) = lim lim Z Z Ai )\a(J)
i<n j<m 5 i<n  i=a(j),j<m
ia(g)
= lim tm 33D Pl = Jim lm o 5D el = el
i<n i=a(j),j<m a(j)<n, j<m

U

Kun sarjan summa ei riipu summausjérjestyksestd, on luontevaa kirjoittaa se
ndkyviin jirjestystd korostamatta:

i )\Z-ei = Z )\262
i=1

1€EN
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SEURAUS 9.22. Olkoon E ortonormaali joukko Hilbertin avaruudessa H ja ol-
koon x € H. Tilloin

(1) Vain numeroituvan moni Fourier-kertoimista (z|e), missi e € E, on nol-
lasta eroava.

(2) Summalauseke ), p(x|e)e sisdltid siis vain numeroituvan monta nollasta
eroavaa termid ja voidaan ndin ollen tulkita sarjaksi avaruudessa H jdttd-
mdalld nollatermit pois ja jarjestimdlld muut termit jotenkin. Saatu sarja
suppenee kohti samaa vektoria — summaansa Pg(x) — riippumatta siitd,
miten termit on jdrjestetty.

(3) Xeer l(@le)* = [[Pp(z)|?

(4) Sarjan summa Pg(x) =) . p(zle)e on se suljetun aliavaruuden (E) piste,
joka on lihimpdnd pistettd x, siis x:n ortogonaalinen projektio suljetulle
aliavaruudelle @ Adrellisulotteinen projektiolause 9.6. yleistyy siis sit-
tenkin myos lausekkeen osalta.

TobpisTus. Besselin epdyhtélostd seuraa, ettd milldédn € > 0 ei voi olla déret-
tomén useaa e € F, jolla (x|e) > e. Viite (1) saadaan soveltamalla tété lukuihin
e=1, %, %, .... Ehto (2) seuraa edellisesté lauseesta ja Besselin epdyhtilostd. Ehto
(3) on Parsevalin yhtils. Ehdon (4) tarkastamiseksi riittdé vedota projektiolausee-
seen. [

SEURAUS 9.23. Hilbertin avaruuden H ortonormaalin joukon E virittimd sul-
jettu aliavaruus on (huomaa summien ylirajat!)

@Z{,I'EH|$:Z)\¢€Z‘,€i€E,)\¢GK,Z|)\i|2<00},

joten kannan mddritelmdssd ehto (4) on yhtdpitdvd muiden ehtojen kanssa.

TobisTtus. Riittdd todistaa, ettd jos E on ortonormaali joukko, niin jokainen

z € (E) on muotoa >~ ; A\yx,. Seurauksen 9.22 mukaan Y . p(z|e)e on se sul-
jetun aliavaruuden (FE) piste, joka on lihimpéné pistettéd x, siis téssd tapauksessa

z itse, mikdli € (F). Summa Y _p(z|e)e on lausuttavissa sarjana > " | Anen
jarjestamilld sen termit jotenkin.3? [

Olemme todistaneet monta toistensa nikoisté lausetta ortonormaaleista jonoista
ja kannoista. Niiden kaikkien viitteet ovat kuitenkin aika lailla itsestééin selvid, kun
kiytettivissd on kunnon kantateoria, jonka rakentamisen vélivaiheeksi ne tarvittiin.
Ei kannatakaan eritelld niité enéé, vaan painaa mieleensd ainoastaan kannan méa-
rittelevien ominaisuuksien laajennettu luettelo:

SEURAUS 9.24. Ortonormaali joukko E C H on Hilbertin kanta, jos sillid on
seuraavat keskenddn yhtdpitdvit ominaisuudet:

(1) (E) =H.

(2) B+ = {0}.

(3) E on maksimaalinen ortonormaali joukko.

32T4ssd numeroituvassa summassa mukana olevat kantavektorit riippuvat vektorista x.
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(4) Jokainen x € H on lausuttavissa summana

n

T = Z)\ee, missd Ae € K .

eckE

Tdlloin summassa on enintddn numeroituva mddrd nollasta eroavia termejd
etkd summa riipu summausjdirjestyksestd. Luvut A ovat vektorin x Fourier-
kertoimet (z|e).

(5) Jokaisella x € H pitee Besselin epiyhtildssd yhtisuuruus eli Parsevalin

yhtdlo
12 =" I(xle) .

ecE

Nidhtyamme paljon vaivaa kannan perusominaisuuksien johtamiseksi todistamme
lopuksi, ettd jokaisella Hilbertin avaruudella on kanta ja ettd kannan mahtavuus
médraid avaruuden isomorfian tarkkuudella. Ennen todistusta ilmoitamme kuiten-
kin va#rinkésitysten torjumiseksi jo ennakkoon, ettd

(%) Hilbertin kannan ei tarvitse olla numeroituva joukko.

(%) Saman avaruuden H jokainen Hilbertin kanta on yhtd mahtava joukko.

(%) Lineaarialgebrallinen kanta eli Hamelin kanta on jotakin muuta kuin Hil-
bertin kanta. Jokainen vektori on suorastaan &drellinen lineaarikombinaatio
Hamelin kantavektoreista. Numeroituvaulotteisen Hilbert-avaruuden Ha-
mel-kanta on itse asiassa ylinumeroituva. Hilbert-dimensio ja lineaarial-
gebrallinen dimensio ovat siis eri asioita.

Yleisen Hilbert-avaruuden kannan olemassaolo perustuu samaan kuuluisaan jér-
jestysteoreettiseen aksioomaan, Zornin lemmaan, jonka avulla vektoriavaruudessa
todistetaan sekd Hamelin kannan olemassaolo etté sen yleistys, jonka mukaan miké
tahansa lineaarisesti riippumaton joukko voidaan laajentaa Hamelin kannaksi.?3

LAUSE 9.25. Jokaisella Hilbertin avaruudella on ortonormaali kanta.

TODISTUS. Zornin lemma sanoo, etté osittain jérjestetyssd joukossa (J, <) on
maksimaalinen alkio, mikili sen jokaisella téysin jédrjestetylld osajoukolla eli ketjulla
on yldraja joukossa J. Sovellamme Zornin lemmaa valiten

J = {avaruuden H ortonormaalit joukot}.

A<B «— ACB.

Maksimaalisen alkion 1oytamiseksi riittda siis tarkastaa, etté jokaisella ortonor-
maaleista joukoista muodostetulla, inkluusion ” C” suhteen taysin jérjestetylld jou-
kolla A on yldraja. Tissd ylidraja on sama asia kuin sellainen ortonormaali joukko
E C H, johon siséltyy osajoukkona jokainen A:n alkio. Tllaiseksi ylirajaksi tar-
joutuu A:n alkioiden yhdiste

E=J A

AcA

Varmistetaan asia: Tietysti E siséltdéd kaikki joukot A. On vain osoitettava, ettd
E € J, eli ettd E on ortonormaali joukko. Olkoot x ja y alkioita joukossa E =

33Ks. liite. GEORG HAMEL 1877-1954, Saksa ja MAX AUGUST ZORN 1906-1993 Saksa ja USA.
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Uiaca A. Valitaan A, ja A, € A siten, ettd v € A, jay € A,. Koska A, ja A,
ovat téysin jérjestetyn joukon A alkioita, niitd voidaan verrata. Olkoon esimerkiksi
A, C Ay,. Nyt sekdl x ettd y kuuluvat samaan ortonormaaliin joukkoon A, ja ovat
siis ortogonaalisia tai samoja. [J

Huomaamme samalla, ettd Hilbertin avaruuden H minké tahansa suljetun ali-
avaruuden K ortonormaali kanta voidaan laajentaa koko avaruuden ortonormaa-
liksi kannaksi lisdamaéllé sithen sopiva joukko vektoreita. Lukija miettikoon, miten
edellistd todistusta tulee muuttaa, jotta tdmékin tulisi todistetuksi.

9.3. Separoituva Hilbertin avaruus.

Hilbertin kantaa kiyttamilld voi todistaa, etti klassiset Hilbertin avaruudet £2
ja L?[0,27] ovat separoituvia ja keskenidn isomorfisia sisétuloavaruuksia. Koska
funktioavaruuden L?2[0,27] tutkiminen edellyttis mittateoriaan kuuluvia tietoja,
aloitamme esittelemilld jonoavaruuden ¢? ominaisuuksia.

ESIMERKKI 9.26. Euklidisen avaruuden luonnollinen yleistys, jonoavaruus ¢? =
{(A\)$° € KN | > 1 [Anl? < oo}, on Hilbertin avaruus, kun se on varustettu
tavanomaisin pisteittiisin laskutoimituksin ja sisétulolla

(zly) = 3 2.7
=1

missé = (z;)ien ja y = (Yi)ien. Vastaava normi on

PERUSTELU. Olisi hankalaa aloittaa tarkastelu todistamalla, etti 2 on vektori-
avaruus, silld ei ole itsestddn selviid, ettid se sisdltidd alkioidensa summat. Kun
muistamme lineaarialgebran opinnoista, ettid euklidisen avaruuden kolmioepéyhtilo
todistettiin CSB-epédyhtilon avulla, arvaamme, ettd nytkin kannattaa aloittaa tar-
kastelemalla sisétulon lauseketta. Lukusarja Y ., x;y; suppenee #irellisulotteisen
CSB-epéyhtilon nojalla itseisesti, onhan kaikilla n € N

n n n
Dotz < (| Dol ) wil? < llellz 1yl
i=1 =1 =1

Saamme samalla CSB-epiyhtilon £2-jonoille:

oo
(2ly) = | Y =7,
i=1

< llzll2 [lyll2-

CSB-epiyhtilon avulla todistetaan, ettid £2 on vektoriavaruus. Tiissd ainoa ongel-
makohta on osoittaa, etti ¢? sisdltii alkioidensa summat. Olkoot = ja y € /2.
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n

Nyt

o0 m

Y lzn oyl = lim Y (l2al® + 20F + yuTn + lyal?)
n=1 n=1

m m m m
. 2 . _ . _ . 2
= lim g |xn|* + lim E TnY, + lim E TnYn + lim E |Yn|
m—0o0 n—oo n—oo m—00
n=1 n=1 n=1 n=1

= ||lz[|3 + (z|y) + (yl=) + |ly[|3
< lzl13 + 2llzl2llyll2 + ¥l13 = (lzll2 + lyll2)* < occ.

Niiden valmistelujen jilkeen on helppo harjoitustehtivi todistaa, ettd ¢? on si-
situloavaruus. Avaruuden ¢? tidydellisyys todistetaan puolestaan samaan tapaan
kuin avaruuden R” tiydellisyys, nimittdin koordinaateittain. Todistus on siis melko
suoraviivainen lasku, mutta koska se edellyttidd huolellista kirjanpitoa ja kelvollisia
merkintoji kisiteltdesséd jonoja, joiden alkiotkin ovat jonoja, kiymme ldpi yksityis-
kohdat. Todistus kidiy myo6s mallista muille jonoavaruuksien taydellisyystodistuk-
sille.

Olkoon (,,)nen avaruuden £2 Cauchy-jono. Tehtévinimme on todistaa, ett# se
suppenee avaruudessa £2.
Jokainen tutkittavan jonon jédsen x,, on itsekin jono, nimittidin lukujono

Ty = (agn),aé"), ).

Kirjoittamalla lukujonot z,, toistensa alle saamme havainnollistettua tilannetta &-

rettomalla matriisilla
T = agl) aél) 04:(31)

Ty = a§2) a§2) a:(f)

CIES) (X;S) C¥§3)

n m . . . . e e .
Koska |oz§ ) _ ozg )| < ||&n — Tm||2, niin jonojen z,, ensimméiisten termien muo-

. o . 1 2 3
dostama jono, matriisin ensimmaéinen sarake (ag ), ag ), ag )

avaruudessa K ja suppenee siis kohti jotakin lukua: aﬁ’” — a1, kun n — oco. Sama

(n)
k

,...), on Cauchy-jono

péatee muillekin sarakkeille: «; ' — g, kun n — oo. Néin tulee mééritellyksi jonon
(Zn)nen ainoa mahdollinen raja-arvoehdokas = = (aq, ag, .. . ).

xr] = agl) agl) agl) L. €L

Ty = 0452) Ong) a:(f) ... e

T3 = 0453) aég) agg) . EL?
ool

T = Qay 0%) a3

Tehtavini on niyttis, ettd o kuuluu avaruuteen 2 ja etti

|z, — zl]2 — 0, kun n — oo.
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Molemmat arviot saadaan samalla péadttelylld: Olkoon € > 0. On loydettiva luku
ne siten, ettd ||z, — x|l2 < €, kun n > n.. Cauchy-oletuksen nojalla on ainakin
olemassa sellainen n. € N, ettd kun n,m > n., niin ||z, — z,||2 < e, eli

(0.@)

P
k=1

Erityisesti jokaisella #dérellisellda N € N on siis

N

(*) Doley” — el < e,
k=1

kun n, m > n.. Kiinnittdkddmme hetkeksi n > n.. Koska epéyhtélon (%) vasen puoli

(m) (m) (m)
1

on muuttujien oy 7,...,ay  jatkuva funktio ja kukin o) ' — ag, kun m — oo,

niin myos

N
Z ]algn) —ap* <€ kunn > n..
k=1

o e . . . n . . . ae se
Positiiviterminen sarja > oo, |04,(c ) _ a|? suppenee siis, ja sen summa on enintéisin
g2, kunhan n > n.. Toisin sanoen |z, — z|2 < ¢, kun n > n.. Nyt kumpikin
tavoitteemme on saavutettu.

(1) Erotus (z, — x) kuuluu vektoriavaruuteen £2, joten myos
r=xz,— (z, —1) €L ja

(2)

|xn — zl]2 — 0, kun n — co. O

Tiedsimme nyt, etti diretonulotteisia Hilbert-avaruuksia on olemassa, sillé £2 on

n

sellainen, muodostavathan vektorit e, = (0,...,0, 1,0,...) sille selvistikin nu-
meroituvan ortonormaalin kannan, standardikannan. Avaruudella ¢? on siis nume-
roituva Hilbertin kanta, tédssd mielessd se on numeroituvaulotteinen. Kun on puhe
dimensiosta, niin muistamme luvusta 7, ettd &irellisulotteisen sisdtuloavaruuden
kanta-alkioiden lukumééra eli avaruuden dimensio mééraéd avaruuden isomorfismin
tarkkuudella ja arvaamme, ettd numeroituvaulotteiset Hilbertin avaruudet ovat iso-
morfisia keskenin, siis erityisesti Hilbertin jonoavaruuden ¢? kanssa:

LAUSE 9.27. Seuraavat Hilbert-avaruuden H ominaisuudet ovat keskenddn yh-
tapitavid
(1) H ja jonoavaruus 02 ovat normiavaruuksina isomorfiset, ts. on olemassa
isometrinen lineaaribijektio H — (2.
(2) H ja jonoavaruus £? ovat sisdtuloavavaruuksina isomorfiset.
(3) H:lla on numeroituvasti ddreton kanta.
(4) H:n jokainen kanta on numeroituvasti ddreton
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PERUSTELU. Isometrinen lineaaribijektio H — ¢ siilytt#s normin lisiksi myos
sisdtulon, koska sisidtulo voidaan polaarikaavalla lausua normin avulla. Numeroi-
tuva kanta on tietysti kahdesta isomorfisesta sisétuloavaruudesta joko molemmilla
tai ei kummallakaan. Jos H:lla on numeroituva kanta (eq, ea, ... ), niin kuvaus

n

H—>623 xZZ)\ieiH()\l,Ag,...)
=1

on sisédtuloavaruusisomorfismi. Ensimmaéiset kolme ehtoa ovat siis yhtédpitivia ja
seuraavat ehdosta (4). Pit## vield todistaa, ettd Hilbert-avaruuden £2 jokainen or-
tonormaali kanta on numeroituvasti direton. Asirellinen kanta tekisi avaruudesta
adrellisulotteisen, joten riittéid osoittaa, ettd avaruuden ¢2 mikisin ortonormaali
kanta E ei voi olla ylinumeroituva. Rationaalikoordinaattiset vektorit muodosta-
vat avaruudessa ¢?> numeroituvan, tihein joukon 7' C ¢2. Tutkittavan kannan F
kantavektorien kérkiin sijoitetut pallot B(f, 5) ovat erillisié, joten jos niité olisi yli-
numeroituvan monta, niin numeroituvan joukon 7' pisteité ei riitdisi kaikkiin. Ta&mé&
olisi ristiriidassa joukon 7' tiheyden kanssa. [J

Kantaa kiyttamaélla pysytytéiédn itse asiassa luokittelemaan kaikki Hilbertin ava-
ruudet isomorfian tarkkuudella.

LAUSE 9.28.

(1) Kaksi Hilbert-avaruutta ovat isomorfiset silloin ja vain silloin, kun niilld
on yhtd mahtava kanta. Erityisesti saman Hilbert-avaruuden ortonormaalit
kannat ovat keskenddn yhtd mahtavia.

(2) Jokaista joukkoa K kohti on olemassa Hilbert-avaruus, jonka kannalta on
olemassa bijektio joukolle K ; jokaista mahtavuutta eli kardinaalilukua k
kohti on siis olemassa k—ulotteinen Hilbert-avaruus.

Hilbert-avaruudet ja kardinaaliluvut vastaavat siis toisiaan yksi yhteen.

PERUSTELU. (1) Osoitetaan ensin, ettd saman avartuuden H kannat, olkoot ne
K ja L, ovat yhtd mahtavia. Voimme tietenkin olettaa, ettd kannat ovat ddretto-
mid. Kuten edellisen lauseen perustelussa asetamme nytkin K-kantavektorien péi-
hin toisiaan leikkaamattomat pallot. Kustakin pallosta 16ytyy L-kantavektoreiden
ddrellinen rationaalikertoiminen lineaarikombinaatio, joten palloja on enintédin yhta
paljon kuin n&itéd kombinaatioita, joita puolestaan on mahtavuuden mielessé yhté
monta kuin kannan L vektoreita, silli joukko A x B on yhtd mahtava kuin mah-
tavampi joukoista A ja B, elleivit molemmat ole &dérellisii. Néin ollen #K < #L.
Samoin #L < #K, joten #K = #L. (Viimeiseen johtopiddtokseen tarvitaan
itse asiassa Cantorin, Schroderin ja Bernsteinin lause3*, jonka mukaan joukkojen
mahtavuuksien ”<” on jirjestysrelaatio!)

Isomorfisilla avaruuksilla on tietenkin yhtd mahtava kanta. Jos taas kahdella ava-
ruudella on yhtd mahtava kanta, niin niiden vilille saadaan isomorfismi kuvaamalla
kannat bijektiivisesti toisikseen ja laajentamalla kuvaus lineaariseksi ja jatkuvaksi.

34FRIEDRICH WILHELM KARL ERNST SCHRODER 1841-1902, Saksa.FELIX BERNSTEIN 1878-
1956, Saksa—Sveitsi.
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(2) Toinen viite todistetaan konstruoimalla vaadittu avaruus. Sellaiseksi kiy

HK:{;I;;KHK\ 3 \:z;(k)]2<oo}
keK

pisteittiisin vektorilaskutoimituksin, kun sisétulo on

(aly) = Y a(k)y(k).

keK

Néiissé summissa vain numeroituvan monta alkiota eroaa nollasta. Kanta (eg)recx
muodostuu tietysti vektoreista ex(m) = gy, O

HuoMAUTUS 9.29. Metrinen avaruus on separoituva, jos se on jonkin numeroi-
tuvan osajoukkonsa sulkeuma, eli jos siind on tihed numeroituva osajoukko. Huo-
masimme edelli lauseen 9.27 todistuksen yhteydessi, etti erityisesti £2 ja siis myos
jokainen numeroituvaulotteinen Hilbertin avaruus on separoituva metrinen avaruus.
Numeroituvaulotteinen Hilbertin avaruus tunnetaankin yleisemmin nimelld sepa-
rottuva Hilbertin avaruus. Nimitys on oikeutettu: Hilbert-avaruus on metrisené
avaruutena separoituva ainoastaan ollessaan enintiin numeroituvaulotteinen.

SEURAUS 9.30. Seuraavat ominaisuudet ovat yhtdpitdvid Hilbertin avaruudelle
H:

(1) Avaruuden H Hilbertin kanta on enintddin numeroituva.
(2) Avaruus H on separoituva.

PERUSTELU. Tieddémme jo, ettd numeroituvaulotteinen ja #érellisulotteinen Hil-
bert-avaruus ovat separoituvia. Ylinumeroituvaulotteisen avaruuden separoitumat-
tomuus todistettiin samalla kuin lause 9.27. [

ESIMERKKI 9.31. Klassinen Lebesgue’in sisdtuloavaruus3® L2[0,27] ja avaruus
% ovat isomorfiset, samoin avaruudet L2(R™).36

PERUSTELU. Viitteet perustuvat siihen, etté kaikissa niisséd avaruuksissa on nu-
meroituva kanta. Esittelemme joitakin kantoja luvussa 11.

Emme kisittele vield tdssd luvussa Banachin avaruuksia 7, LP([0,1]) ja LP(R™),
mutta mainitsemme kuitenkin jo ennakkoon seuraavan tosiasian: arvoilla 1 < p <
00, n € N, ne ovat separoituvia, mutta arvolla p = oo eiviit.3”

35HENRI LEON LEBESGUE 1875-1941, Ranska. Kuuluisa integraalin mésritelms on viitoskir-
jassa v. 1902.

36Kaikki mitat p eiviit tuota separoituvaa avaruutta L?(u). Vastaesimerkin antaa lukumésiri-
mitta ylinumeroituvassa joukossa.

37Edes £ ei todellakaan ole separoituva. Ks. luvun 24 harjoitustehtévit.
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9.4. Jatkuvat lineaarimuodot ja Fréchet’n ja Rieszin esityslause.

70

n

MAARITELMA 9.32.

(1) Lineaarimuoto on lineaarikuvaus vektoriavaruudelta kerroinkunnalle eli yk-
siulotteiselle avaruudelle, siis f : V — K. Vektoriavaruuden V kaikkien
lineaarimuotojen joukko on sen algebrallinen duaaliavaruus eli vektoriava-
ruuden duaali

V' =L(V,K)={f:V — K| f on lineaarinen}.

(2) Normiavaruuden F kaikkien jatkuvien lineaarimuotojen eli lineaaristen funk-
tionaalien joukko on sen topologinen duaaliavaruus eli normiavaruuden
duaali

E* =B(E,K) = {f € E' | f on jatkuva}.

(3) Lineaarimuodon f € V' arvoa kohdassa x € V merkitédin useinkin f(x) =
(x|f) — huomaa jirjestys ja bilineaarisuus — ja sanotaan télléin z:n ja f:n
duaalituloksi.

ESIMERKKI 9.33. Perusesimerkkejé lineaarisista funktionaaleista ovat euklidisen
avaruuden standardikantavektoreihin liittyvit koordinaattikuvaukset

n
xr = E T;€; — Tj.
=1

Myos &déretonulotteisen vektoriavaruuden Hamel-kantaan liittyy koordinaattiku-
vaus kutakin kantavektoria kohti, samoin Hilbert-avaruuden ortonormaalin jonoon.
Jialkimmaéiset ovat jonoon liittyvit koordinaattifunktionaalit

o0
x = Zmiei — x; = (x)e;),
i=1

jotka ovat jatkuvia.

Témén luvun pédtulos Fréchet’n ja Rieszin esityslause kertoo, ettd Hilbertin ava-
ruuden topologinen duaali on isomorfismin tarkkuudella avaruus itse. Myshemmin
selvittelemme erdiden muiden normiavaruuksien duaalin rakennetta.

HuomaAuTUs 9.34. Muistamme kohdasta 6.8, ettd kun E ja F' ovat normia-
varuuksia, niin L(E, F') on vektoriavaruus ja B(E, F') sen vektorialiavaruus, jossa
operaattorinormi on normi. Erityisesti vektoriavaruuden duaali on vektoriavaruus
ja normiavaruuden topologinen duaali on sen algebrallisen duaalin lineaarinen alia-
varuus.
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ESIMERKKI 9.35. (EUKLIDISEN AVARUUDEN LINEAARIMUODON GEOMETRIA).

Muistelemme vertailun vuoksi lineaarialgebrasta, etté euklidisessa avaruudessa
eli n—ulotteisessa reaalisessa Hilbertin avaruudessa R™ nollasta eroavan lineaari-
muodon f ydin on n — l-ulotteinen aliavaruus Ker f = f~1(0) C R™. Itse asiassa
lineaarimuodolla on yksinkertainen geometrinen tulkinta. Ainakin muotoa

fa=(la) : x — (z]a),

olevan lineaarimuodon mééraiva vektori a on nimittédin ytimen Ker f, normaali,
onhan z L a, kun (z]a) =0 eli z € Ker f,. Koska lineaarikuvauksen f, muut tasa-
arvopinnat saadaan ytimesté siirrolla, on a myos niiden normaali. CSB-epéyhtédlon
nojalla || || = [all.

KuvA 19. LINEAARIMUOTO AVARUUDESSA R3.

Jos samastamme lukusuoran R suoraan (a) = {ua | p € R} C R™ kuvauksella A —
ATafz> Diin lineaarimuoto fq eli (-|a) on avaruuden R™ ortogonaaliprojektio suoralle
(a). Ehki luonnollisempaa on kuitenkin samastaa suora lukuihin isometrisesti,
siis kuvaamalla A +— )\ﬁ. Niin menetellen f, on ortogonaaliprojektio suoralle

yhdistettyné kertolaskuun luvulla ||a||.

Edellinen tulkinta néytti koskevan erityisentyyppisté lineaarimuotoa f,, mutta
koskeekin kaikkia, sillid euklidisessa avaruudessa ei tosiasiassa ole olemassa muita
kuin juuri tillaisia lineaarimuotoja. Voimme todeta tidmin kiyttdmalla matrii-
seja. KEuklidisen avaruuden vektorithan on standardikantaa kiytettiessd mukava
samastaa sarakematriisethin, jolloin lineaarikuvauksen vaikutus vektoriin saadaan
kertomalla vektori vasemmalta péin lineaarikuvauksen matriisilla. Erityisesti mie-

livaltaista lineaarimuotoa f : R® — R! = R vastaa rivimatriisi eli kovektori
Mat f = [a1, ag, ..., ay], jonka vaikutus vektoriin  on
T
T2
lar,az,...,an] | . = a121 + o2 + -+ apy,
Tn
Z1
. :E2
eli r=| . >  a1T1 +asxo + -+ apTy.
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Mielivaltainen lineaarimuoto f : R™ — R on siis muotoa

n

f(x) = a121 + agxa + -+ - + apzy, = (z|a) = fo(x),

missé
ai

as .
a=| . | =(Matf) eR"

Gn

Toteamme yhteenvetona, etté euklidisen avaruuden lineaarimuodot ja vektorit
vastaavat toisiaan bijektiivisesti vastaavuudessa

]Rn* — Rn

fo = (fa) — a.

Taméi vastaavuus on lineaarinen isometrinen isomorfismi R™ — (R™)*, silld kuvaus
a — f, on tietysti lineaarinen ja f,:n operaattorinormi on ||al|.

Edellé kuvaillun asiantilan todentaminen sopisi harjoitustehtéiviiksi, mutta seu-
raa myos seuraavasta lauseesta, josta oikeastaan olemme kiinnostuneita. Fréchetn
ja Rieszin esityslause3® sanoo nimittiin, ettd myos diiretonulotteinen Hilbertin ava-
ruus H on normiavaruutena isomorfinen3? duaalinsa — nimenomaan topologisen
duaalinsa — kanssa.

LAUSE 9.36 (FRECHET'N JA RIESZIN ESITYSLAUSE).

(1) Jokainen Hilbert-avaruuden vektori a € H mddrdd jatkuvan lineaarimuodon
fo: H—-K:z— (z|a).

(2) Kuvaus H — H* : a — f, on isometria, siis erityisesti injektio.

(3) Kuvaus H — H* : a — f, on myds surjektio, siis bijektio.

(4) Jos K =R, niin kuvaus H — H* : a — f, on lineaarinen, siis vektoriava-
ruusisomorfismi. Jos K = C, niin kuvaus H — H* : a — f, on konjugaatti-
lineaarinen eli toteuttaa fao4pup = Ma+Tify. Se on siis konjugaattilineaari-
1somorfismi.

Tobistus. (1) ja (2) Sisdtulo on méidritelmén mukaan ensimméisen muuttu-
jansa suhteen lineaarinen ja CSB-epiyhtélon nojalla pétee || fo || g+ = |la||m-

(3) Fréchet’'n ja Rieszin esityslauseen pédkohta on, ettd jokainen jatkuva lineaa-
rimuoto f : H — H on muotoa f,. Sen todistamiseksi kopioidaan euklidisesta
tilanteesta arvaus, etté tarvittava vektori @ on annetun lineaarimuodon f : H — K
ytimen normaali. Ainakin sellainen on olemassa, silli olemme edelld todistaneet
projektiolauseen avulla, ettdi Hilbertin avaruuden suljetulla aidolla aliavaruudella
on ainakin yksi normaalivektori, ja ydin Ker f = f~1({0}) on selviistikin suljettu.
Oletamme tietenkin, ettd ydin ei ole koko H, silld muuten Fréchet’n ja Rieszin

38 F. RIESZ.
39Kompleksisessa tapauksessa konjugaattilineaarisesti isomorfinen
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lauseen vektoriksi a kelpaisi nollavektori. On siis mahdollista valita jokin normaa-
livektori v € (Ker f)*, jolle ||v|| = 1.

Tarkastamme seuraavaksi, ettd normaalin valinnassa on hyvin viihdn valinnan-
varaa, silld Ker f:n normaalien muodostama aliavaruus on yksiulotteinen. Olkoot
sitd varten u ja w € (Ker f)1. Voimme olettaa, etti kumpikaan ei ole nolla. Koska
(Ker f)* on aliavaruus, kuuluu vektori u + Aw siihen kaikilla A € K. Valitsemalla

A= — J{((Z})) saadaan f(u + )\w) = 0, joten télloin

u+ \w € Ker f N (Ker f)* = {0}

ja siis u ja w ovat lineaarisesti riippuvat, kuten viitettin.

Fréchet’n ja Rieszin esityslauseen piikohta on todistettu, kunhan niytémme,
ettd voidaan valita kerroin u siten, ettid vektorille a = pv pétee kaikilla x € H:

f(@) = fa() = (2]a).

Erityisesti on oltava f(a) = (ala), eli uf(v) = (pv|uw) = |p|?>(vjv) = |p|?, siis
= f(v). Ehdokas Fréchet’n ja Rieszin lauseen vektoriksi a on siis a = f(v) v.

A a

o

Kuva 20. RIESZIN VEKTORI.

Kokeillaan toimiiko se. Olkoon x € H miki tahansa vektori. Projektiolauseen
mukaan silld on ldhin piste y = Pxker f(x) € Ker f ja pitee (x —y) L Ker f, joten
x — y on normaalivektorin a monikerta, x — y = fa. Olemme valmiina:

fa(x) = (zla) = (y + (z —y)la) = (y + Bala) = (y|a) + B(ala) = 0+ Sf(a)
= f(y) + f(Ba) = f(y + Pa) = f(z).

Todistus oli lyhyt, koska se kiytti voimakasta tulosta, projektiolausetta.
(4) faatu(@) = (x[Aa + pb) = A(z|a) + 7(z]b) = (Af(a) +7f(b))(x). O

Fréchet’n ja Rieszin esityslauseen mukaan Hilbert-avaruuden jatkuvan lineaari-
muodon ydin on suljettu aliavaruus, jonka ortogonaalinen komplementti eli nor-
maalivektorien joukko on yksiulotteinen, ja itse lineaarimuoto on vakiokerrointa
vaille sama asia kuin ortogonaaliprojektio télle normaalille.
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9.5. Suljetut ja tiheit hypertasot.

n

MAARITELMA 9.37. Vektoriavaruuden V' lineaarinen hypertaso eli 1-kodimen-
stonaalinen vektorialiavaruus on sellainen aliavaruus W C V, joka toteuttaa seu-
raavat keskenéin yhtépitavit ehdot:

(1) W on jonkin nollasta eroavan lineaarimuodon ydin.

(2) W on maksimaalinen aito aliavaruus; se ei sisilly mihinkd4n muuhun aitoon
aliavaruuteen kuin itseensa.

(3) Aliavaruuden W jokainen Hamel-kanta voidaan laajentaa koko avaruuden
V' Hamel-kannaksi lisdamaéllé siihen yksi vektori.

(4) Aliavaruuden W jokin Hamel-kanta voidaan laajentaa koko avaruuden V
Hamel-kannaksi lisddmélla sithen yksi vektori.

SELITYS. Ehdot ovat todella yhtdpitidvid: Nollasta eroavan lineaarimuodon f :
V — K ydin on maksimaalinen aito aliavaruus, silli Ker(f) ja vektori x, jolle
f(x) # 0, virittévit yhdesséd koko avaruuden V', onhan jokainen vektori y € V

e v o
Y )
y=""x+ (y— —=z) € {z} UKer(f)).
e = 5 4w € () UKer(f)
Lisd#amalld maksimaalisen aliavaruuden W C V' Hamel-kantaan mikéd tahansa
x € V W saadaan aliavaruus (W U {z}), joka on aidosti laajempi kuin W, siis
koko avaruus V.
Jos K on aliavaruuden W Hamel-kanta, x ¢ W ja (K U {z}) = V, niin kanta-
vektoria x vastaava koordinaatti on lineaarimuoto, jonka ydin on W. [

HuoMauTus 9.38. Asrellisulotteisen avaruuden K" hypertaso on sama asia
kuin sen n — 1-ulotteinen aliavaruus.

Palaamme Hilbert-avaruuteen:

LAUSE 9.39. Olkoon H ddretonulotteinen Hilbertin avaruus. Epdjatkuvan li-
neaartmuodon ydin on tihed hypertaso, jatkuvan ydin on suljettu hypertaso.

TobpisTus. Ytimen sulkeuma on aliavaruus, siis ytimen maksimaalisuuden no-
jalla joko H tai Ker f, joten jatkuvan lineaarimuodon tapauksessa ainakin toteutuu
jalkimmé&inen vaihtoehto. Lauseen todistamiseksi riittéd siis nédyttéad, ettd lineaari-
muoto myos on jatkuva, jos sen ydin on suljettu. Témé on itse asiassa jo todistettu,
silld Fréchet’n ja Rieszin esityslauseen todistuksessa lineaarimuodon jatkuvuudesta
kiytettiin vain sitéd tietoa, ettd sen ydin on suljettu ja saatiin, ettéd lineaarimuoto
on muotoa f(x) = (x]a), siis varmasti jatkuva. [

LAUSE 9.40. On olemassa myds epdjatkuvia lineaarimuotoja

f:H—K.

TobisTus. Esimerkin®® konstruoimiseksi turvaudumme seki Hilbertin ettd Ha-
melin kannan kdyttoon:

40YsTAVANI LAasst KURITUN keksimé. Kiitos!
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Hilbertin avaruudella H on Hilbertin kanta £. Muodostetaan vektoriavaruu-
dessa H Hamelin kanta K valitsemalla ensin kantavektoreiksi numeroituva méiiri
ortonormaaliin kantaan F kuuluvien suuntaisia, mutta lyhennettyjd vektoreita
€1, %62, %63, ... ja laajentamalla tdm& jono Hamelin kannaksi. Maaritellddin nyt
lineaarimuoto

f(x) = z:n K-koordinaattien summa.

Tamé summa on todella reaaliluku, koska vektori esitetdin Hamel-kannassa &i-
rellisen monen kantavektorin lineaarikombinaationa. Selvisti ndin médritelty ku-
vaus f on lineaarinen H — K. Toisaalta f ei ole rajoitettu lineaarikuvaus, silld
|f(en)] =n — oo, vaikka ||e, || =1. O

HuoMAuTUs 9.41. Myos yleisessé normiavaruudessa pétee lineaarimuodolle,
ettd kunhan ydin on suljettu, niin lineaarimuoto on jatkuva. Koska edelld kiyt-
tamémme Fréchet’n ja Rieszin esityslause on Hilbert-avaruuden erityisominaisuus,
todistamme yleisen lauseen luvussa 21 eri tavalla: suoraan mééritelmista.

10. Operaattorit ja kanta
10.1. Operaattorialgebra B(H).

MAARITELMA 10.1. Kutsumme jatkuvia eli rajoitettuja lineaarikuvauksia Hil-
bertin avaruudelta H itselleen seuraavassa lyhyesti operaattoreiksi. Avaruuden H
kaikkien operaattoreiden joukko on sen operaattorialgebra

B=B(H)=B(H ,H)={T:H — H | T on lineaarinen ja jatkuva}.

HuomAuTUs 10.2. Operaattorialgebra B = B(H) on lauseen 6.8 mukaan nor-
miavaruus, mutta silli on enemmaénkin rakennetta. Lineaarisuus ja jatkuvuushan
sdilyvit kuvausten yhteenlaskun ja luvulla kertomisen lisdksi myos kuvausten yhdis-
tdmisessd, ja laskutoimitukset o ja + tekeviit joukosta B renkaan, jossa identtinen
kuvaus Iy eli I toimii ykkdsalkiona. Koska lineaarikuvausten yhdistdminen on
matriisien kertolaskulle analoginen laskutoimitus, on merkki ”o” téssd yhteydessa
tapana jittdd pois ja sanoa yhdistettyd kuvausta operaattoreiden tuloksi. Kuten
matriisitulo on tdmékin kertolasku epidkommutatiivinen.

Rengas- ja vektoriavaruusaksioomien liséiksi pédtee joukossa B niitd rakenteita
yhdistéva yhtéilopari

ANTS) = (AT)S =T(\S),

ja operaattorialgebra on siis ns. algebra.*! Lauseen 6.8 mukaan on vield voimassa
epéayhtilo
1ST]| < ISIITI-

joten operaattoreiden tulon muodostaminen on jatkuva bilineaarikuvaus BxB — B.
Kaikenkaikkiaan B