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SEURAUS 23.18. Olkoon E normiavaruus ja E* sen duaali. Talloin E on vek-
toriavaruuden KE™ vektorialiavaruus. Lisiksi heikko topologia o(E, E*) tekee siiti
tulotopologialla varustetun topologisen avaruuden KE ™ topologisen aliavaruuden.

TobpisTus. Tamén voi havaita seuraukseksi edellisesté lauseesta, koska £ C E**
ja heikko topologia o(E, E*) on w*-topologian o(E**, E*) indusoima aliavaruusto-
pologia. [l

Siirrymme todistamaan Alaoglun'!'® kuuluisaa lausetta vuodelta 1940:

LAUSE 23.19 (ALAoGLU). Olkoon E normiavaruus jo E* sen duaali. Tillgin
E*:n suljettu yksikkopallo

Bp- = {a* € E* | |o*] < 1}

on w*-topologiassa o(E*, E) kompakti joukko.

TopIsTUs. Totesimme edelli, etti w*-topologia on K¥:n tulotopologian indu-
soima. Selvisti

Br- < [ B llol) = [[{z €K | [o] < Jlol} < [] K =K.

el reE rzeFE

Tihonovin lauseen mukaan tuloavaruus

L1 Bx(. )

zeck
on kompakti, joten riittdi niyttis, etti Bp- on KF:n tulotopologiassa suljettu.
Témé& onkin sitten vain verifiointi, joka ei vaadi eiké tarjoa uusia ideoita:

Olkoon f € K¥ yksikkopallon By« sulkeumassa. Tilloin f on lineaarinen, eli
kaikille z, y € F ja A\, p € K on

Oz + py) = M (@) + nf (y),

sillé tulotopologian méiritelmén mukaan kaikilla € > 0 on olemassa f. € Bg-, siis
lineaarinen f., jolle pisteissd x, y ja u = Az + py pétee | f(u) — fe(u)| = pu(f— f2) <
g, jolloin kolmioepédyhtéloa tavalliseen tapaan kiyttden saadaan

1FOx 4+ puy) — (@) + pf@)] < |f-0x + py) — (M fe(@) + pf-(y)| + 3¢ = 3e.

Samalla tavalla todetaan, ettd Vo € E : |f(z)| < ||z||, eli || f]

g <1. [

Alaoglun lause 23.19 on perustulos modernissa analyysissid. Harvemmin kiiytetty
on sen hammaistyttivi korollaari:

19, EoNIDAS (LEON) ALAOGLU
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LAUSE 23.20. Jokainen Banachin avaruus sisdltyy johonkin jatkuvien funktioi-
den avaruuteen (C(X,K), ||*||oo), missd X on topologisen tuloavaruuden KI kompakti
osajoukko.

202

n

TobisTus. Olkoon E Banachin avaruus. Sen upotus biduaaliinsa £ — E** on
lineaarinen isometria, samoin kuvaus J : E** — C(Bg~,K), joka kuvaa lineaari-
kuvauksen z : EF* — K rajoittumakseen x : Bg- — K. Jatkuvien funktioiden
avaruus C(Bg~,K) on tavalliseen tapaan varustettu sup-normilla. Véiite on melkein
todistettu. Puutteena on vain Bg-:n epikompaktisuus. Tamé asia tulee Alaoglun
lauseen 23.19 mukaan kuntoon vaihtamalla siihen topologiaksi w*-topologia. Nyt
on kylld lopuksi todettava, ettd E:n alkiot ovat jatkuvia myos w*-mielessd. Tamé
jaa lukijan tehtaviksi. [

Talla lauseella on muuten vield jatko—osa:

LAUSE 23.21. FEi ole olemassa muita metrisid avaruuksia kuin Banach-avaruuk-
sien metriset aliavaruudet.

TobisTus. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Varustetaan kaikkien rajoitettujen
reaaliarvoisten kuvausten avaruus F,(X,R) sup-normilla, jolloin se on Banachin
avaruus. Valitaan jokin kiinted ag € X ja mééritellddn kaikilla ¢ € X kuvaus
fa € Fp(X,R) asettamalla

fo(x) =d(z,a) — d(z,ap).
Kuvaus a — f, on isometria X — F,(X,R). O

24. Refleksiiviset normiavaruudet

24.1. Refleksiivisyys ja heikot topologiat.

MAARITELMA 24.1. Olkoon E normiavaruus. Upotuskuvaus eli evaluaatioku-

vaus
i:E— E*:xw—i(x),

missé (i(x))(f) = f(x), on isometrinen lineaarikuvaus. Siksi on tapana samastaa x
ja i(z) ja siis tulkita F biduaaliinsa aliavaruudeksi: £ C E**.

Normiavaruus F on refleksiivinen, mikéli upotuskuvaus ¢ : £ — E** on surjektio,
siis isomorfismi. Refleksiivisyys merkitsee, etti E = E**. Erityisesti refleksiivinen
avaruus on taydellinen.

HuomauTUs 24.2. Jos E on refleksiivinen, niin

(1) Myos E* = (E**)* on refleksiivinen.

(2) E*:n w-topologia ja w*-topologia yhtyvit. Kumpikin on télloin o(E*, E).

(3) Erityisesti E*:n suljettu yksikkopallo on téllsin Alaoglun lauseen 23.19 no-
jalla heikosti, eli w-kompakti.

On olemassa seki refleksiivisié etté epérefleksiivisid Banachin avaruuksia. Esi-
merkiksi kaikki Hilbert-avaruudet ja kaikki &érellisulotteiset normiavaruudet ovat
refleksiivisid. Itse asiassa myos melkein kaikki LP(A)-avaruudet ovat refleksiivisii,
koska LP(A)* = L9(A), kun p ja ¢ ¢ {1,00} ovat duaalieksponentit. Sensijaan
esimerkiksi avaruus C([0, 1], R) ei ole refleksiivinen.

Seuraava lause vaatii perustelukseen Hahnin ja Banachin lauseen kiyttod.
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LAUSE 24.3. Refleksiivisen avaruuden suljettu aliavaruus on refleksiivinen.

TobisTus. Olkoon E refleksiivinen ja L C E sen suljettu aliavaruus. Tiedetéén,
ettd upotus 1 : E — E** on surjektio ja on todistettava, ettd upotus iy, : L — L**
on surjektio. Tarkastelemme lisdksi inkluusiokuvausta j : L — FE, sen transpoosia
gt B* — L* ja vield tdmén transpoosia j' : L** — E**. Kuvaukset muodostavat
kaavion

L iL L**
T
E i E**

ja huomaamme, ettd kaikilla z* € E* yhdistetty kuvaus z* o j on yksinkertaisesti
vain x*:n rajoittuma aliavaruuteen L. Siksi

(@7 (y™)) = (@™ y™ 0 j') = (' (@")|y™) = (@ o jly™) = (& |, [y"™),
joten 5 on kuvaus

Olkoon y** € L**. Koska E on refleksiivinen, on samastuksen mielessi F = E**,
joten y** € E** = E. Tarkemmin sanoen on olemassa = € E siten, ettd ig(x) =
J(y**). Tamé tarkoittaa, ettd kaikille x* € E* on

(xlz™) = (@[5 (y™)) = (&™) |y™).

SC*‘
L
Téstéd seuraa Hahnin ja Banachin lauseen nojalla, ettd
(*) x €L,

silld muuten olisi # € E ~ L = E ~ L, jolloin olisi olemassa ainakin yksi z* € E*
siten, ettd

(z|]z*) =1 ja
:L‘*’L =0, jolloin

1= (zfz") = ("|;" (y™)) = (") [y™) = 0.

x*‘
L
Niin loydetylle x € L pitee toivotulla tavalla

ir(z) =y, eli
(y*lip(z)) = (y*ly™™) Vy* e L”

silld toistamiseen Hahnin ja Banachin lauseen mukaan jokainen y* € L* on jonkin
x* € E* rajoittuma y* = x*|L .U
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SEURAUS 24.4. Banachin avaruus on refleksiivinen aina ja vain, kun sen duaali
on refleksiivinen.

n

Tobistus. Tieddmme jo, ettéd refleksiivisyys periytyy duaaliavaruudelle E*. Jos
taas oletamme, ettd E* on refleksiivinen, niin sen duaali E** on refleksiivinen ja
silloin on lauseen 24.3 mukaan myos suljettu aliavaruus £ C E** refleksiivinen. [

Heikko topologia tarjoaa toisinaan mahdollisuuden tehd& biduaalia koskevia joh-
topadtoksid, silld heikossa mielesséd avaruus on biduaalinsa tihe# osajoukko, vaikka
ei olisikaan refleksiivinen. Tdhén asiaan liittyy seuraava syvillinen lause.

LAUSE 24.5 (w*-TIHEYSLAUSE). Banachin avaruuden suljettu yksikkopallo on
topologian o(E**, E*) eli w*- mielessd tihed biduaalin E** suljetussa yksikkopal-
lossa.

TODISTUKSESTA. Esitémme tdssd todistuksen'2?, joka on idealtaan suoravii-
vainen, mutta kiyttdd kolmea topologisten vektoriavaruuksien teoriaan kuuluvaa
apulausetta, jotka todistamme vasta timin kirjasarjan kolmannessa osassa.!?!

Vilttadksemme kaksinkertaisia ylleviivauksia merkitsemme todistuksessa Banac-
hin avaruuden E suljettua yksikkopalloa Bg lyhyesti B ja biduaalin suljettua yk-
sikkopalloa B -+ merkilli B**.

Niin merkiten viitdamme, etti

’LU*

B = DB*.

Koska B** on Alaoglun lauseen mukaan peréti w*-kompakti on se myos w*-suljettu

ja B" < B**. Piinvastaisen inkluusion todistamiseksi tehdésn antiteesi ja valitaan
alkio

_w*
" € BB .

Todistus perustuu siihen, etti asetelma on olennaisesti Banachin erottelulauseen
tilanne. Tavoitteena on erottaa suljetulla hypertasolla toisistaan suljettu, konveksi

joukko B = B" ja sithen kuulumaton piste x¢**. Banachin lauseen avulla erotetta-
vista konvekseista joukoista toisen pitd# olla avoin, ja tdhén padstddnkin tilantees-
samme korvaamalla piste x¢** joukkoa B leikkaamattomalla konveksilla ympéris-
tollddn A. Ongelmallista on, ettd tilanteessamme kaikki tapahtuu w*-topologiassa.

Onko itsestédn selvid, ettéd yksikkopallon sulkeuma B"” on konveksi? Onko selvid,
ettd w*-jatkuvat lineaarimuodot ovat jatkuvia normitopologiassa, ja ennen kaik-
kea: piteekd Banachin erottelulause w*-topologian mielessd? Vastaukset néihin
kysymyksiin ovat myonteisié, mutta perustelut on mukavinta esittédi lokaalikonvek-
sien topologisten vektoriavaruuksien yleisen teorian yhteydessd!?2. Luettelemme
vastaukset kolmena apulauseena ja kidytdmme niitéd sitten péaitodistuksen viimeis-
telyyn:

120[Be].
1210p olemassa suora todistus, joka ei ei vaadi esitietoja, mutta on pitempi. [Hi-S].
122M6hemmin ilmestyvd Suoraviivaista ajattelua osa II1. Ks. toistaiseksi esim. [W] luku VIIL.
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APULAUSE 24.5.(A-1). Topologisen vektoriavaruuden (E*,w(E*, E)) duaali on
E, toisin sanoen ainoastaan lineaarimuodot f € E C E** ovat jatkuvia duaalin
w*-topologiassa.

SELITYS. Jatkuvuus on heppo tarkastaa (Vrt. 23.7 ja harjoitustehtiviit), joten
w*-duaali sisdltdd joukon E. Ettd siihen ei muuta kuulukaan on erikoistapaus
lauseesta, jonka mukaan yleensikin separoituvan duaaliparin (E, F') avaruuteen F
tuottamassa lokaalikonveksissa topologiassa o(FE, F') on E:n duaali tasan F'. Asiaan
palataan huomautusten yhteydessa.

APULAUSE 24.5.(A-2). Konveksin joukon w*-sulkeuma on konveksi — itse
astassa konveksin joukon sulkeuma on aina konveksi lokaalikonveksissa topologiassa.

SELITYS. Normiavaruusteoriassa esittimédmme todistus konveksiuden periyty-
misestd sulkeumaan kiiytti jonoja, joten se ei kelpaa, ellei w*-topologia ole metri-
soituva. Yleisemmin toimiva todistusidea on kuitenkin esitetty luvun VI huomau-
tuksissa. Sen sovittaminen tdhén tilanteeseen jaa lukijalle.

APULAUSE 24.5.(A-3). Banachin erottelulause pitee w*-topologiassa — itse
astassa se on voimassa missd tahansa lokaalikonveksissa topologiassa.

SELITYS. Luvussa 21 esittdmédmme todistukset Mazurin ja Banachin lauseille
yleistyvit lokaalikonveksiin avaruuteen.

Varsinainen todistus on nyt lyhyt:

Re(f)< a

- Re(f)>a

KuvA 66. BANACHIN EROTTELULAUSEEN KAYTTO.

Leikkaamalla sopivat w*-topologian semipallot toisillaan tuotetaan pisteelle xy**

joukkoa B = B” leikkaamaton avoin, konveksi ympéristo A. Koska w*-suljettu
joukko B on apulauseen (A-2) nojalla konveksi, on apulauseen (A-3) mukaan ole-
massa w*-jatkuva lineaarimuoto f : E** — K ja reaaliluku « siten, ettd

Re f(x) >a Vre A mutta
Re f(z) <a Vx € B.

Apulauseen (A-1) mukaan f kuuluu avaruuteen E*, toisin sanoen on olemassa
x* € E* siten, ettd

Re(zo™|z*) > a ja

Re(z|z*) <a Ve BY .
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Nytpa

n

%] g < a,
silld tapauksessa K = C on

Re(z|z*) < a Vz € BV — Re(e"?z|z*) < aVz € B,V ¢ € [0,27]
= [(z]z")| < a Vz € B,

ja tapauksessa K = R sama johtopiitos saadaan vield vihéan helpommin.

On saatu ristiriita, silli £:n normi on E**:n normin rajoittuma, joten jos olisi
|lz*||g+ < a, niin saisimme

a < Re(zo™[z") < [(zo™"[z7)| < [|27]| -

xo**HE S (]1||$0**||E** = Q. ]

Yhdistdamélld tiheyslause Alaoglun lauseeseen saadaan seuraava helposti muis-
tettava karakterisointi refleksiivisyydelle.

LAUSE 24.6. Banachin avaruus E on refleksiivinen aina ja vain, kun sen suljettu
yksikkopallo B = B on heikosti kompakti.

TobisTus. Jo huomautuksessa 24.2. totesimme, ettd ehto on Alaoglun lau-
seen 23.19 nojalla varmasti vélttéim:iton, onhan By = B g+« kompakti topologiassa
o(E**, E*) =o(E, E¥).

Oletetaan seuraavaksi, etti By on heikosti kompakti, w-kompakti eli avaruuden
(E,o(FE, E*)) kompakti joukko. Koska (E,o(E, E*)) on avaruuden (E**, o( E**, E*))
topologinen aliavaruus, on Bp siis myos E**:n w*-kompakti joukko, erityisesti
w*-suljettu. Toisaalta todistimme edellisens lauseena, etté By w*-sulkeuma on
E**m yksikkopallo Bp-«. Siis

Bgp = Bg-,

joten £ = E**. [
Lahes sama informaatio on seuraavassa lauseessa.

LAUSE 24.7. Banachin avaruus E on refleksiivinen aina ja vain, kun w-topologia
ja w*-topologia yhtyvit sen duaalissa E*.

TobisTus. Ehto on varmasti vilttamiton. Jos topologiat toisaalta yhtyviit,
E*:n yksikkopallo on w-kompakti, koska se Alaoglun lauseen mukaan joka tapauk-
sessa on w*-kompakti. E* on siis edellisen lauseen mukaisesti refleksiivinen, miké
takaa F':n refleksiivisyyden lauseen 24.4. nojalla. [

HuomAauTus 24.8. (EBERLEININ LAUSE). Avaruus on jonokompakti, mikili
sen jokaisella jonolla on suppeneva osajono. Metrisoitumattomassa topologiassa,
jollainen heikko topologia yleensd on, ei kompaktisuus ole aina yhtépitdaviad jo-
nokompaktisuuden kanssa. Pitee kuitenkin Eberleinin lause'?? | jonka mukaan
Banachin avaruus on refleksiivinen aina ja vain, kun sen suljettu yksikkopallo on
w-jonokompakti. Emme puutu todistukseen.

123WiLLiAM FREDERICK EBERLEIN n. 1925— USA?
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24.2. Refleksiivisyys ja tasainen konveksius.

MAARITELMA 24.9. Avaruuden E normi || - || on aidosti konveksi, mikili se
toteuttaa seuraavat keskenéén yhtépitéivit ehdot:

[z + yll

(1) — <1 kmz#Fy |z|=1ja fly]=1.

(2) lz|| + |ly|| = || + y|| = =z ja y ovat R-lineaarisesti riippuvaiset.
(3) lz|| + llyll = |z + y|| = =z ja y ovat K-lineaarisesti riippuvaiset.
(4) Yksikkopallon pinta Sp = {z | ||| = 1} ei sisilld yhtéén janaa.
(5) Minkéén pallon pinta {z | |z — zo|| = r} ei sisélls yhtéén janaa.

Sama ilmaistaan joskus sanomalla, etti normiavaruus E on aidosti konveksi. Oi-
keastaan johdonmukaisinta olisi sanoa, ettd yksikkopallo on aidosti konveksi.

s

y

Kuva 67. AIDOSTI KONVEKSI PALLO.

ESIMERKKI 24.10. Normiavaruus on aidosti konveksi aina ja vain, kun sen jo-
kainen kaksiulotteinen aliavaruus on siti. Koska tietenkin R? on aidosti konveksi
euklidisella normilla, niin jokainen sisdtuloavaruus, erityisesti Hilbert-avaruus on
aidosti konveksi.

Itse asiassa R? on aidosti konveksi yleensikin || - ||,-normilla, kun 1 < p < oo
mutta ei normeilla || - ||; eikd || - ||oo-

Seuraava ehto on hieman aitoa konveksiutta voimakkaampi:

MAARITELMA 24.11. Avaruuden E normi ||-|| on tasaisesti konveksi, mikili se
toteuttaa seuraavat keskenédn yhtépitéivit ehdot:

X — > €,
(1) Vg>035>0;M§1_5’ kun{” yH—
2 Iz = 1ja |ly]| = 1.
_ > ¢,
(2) Ve>03dR<2: ||lz+y| <R, kun{”x yH_
[zl <1 ja [yl <1.
lim,,— o0 w =1,
(3) lim (z, —yn) =0, kun 2zn] =1

n—oo

[ynll = 1.
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lim,_ g L2ntwnl 1
(4) lim (2, —y2) =0,  kun Ty oo 20| =1 ja
limy, o0 ”ynH =1L

Kuva 68. TASAISESTI KONVEKSI YKSIKKOPALLO.

Kuten aidon konveksiuden tapauksessa sanotaan nytkin usein, etté itse avaruus
tai sen yksikkopallo on tasaisesti konveksi.

PERUSTELU YHTAPITAVYYDELLE. Todistetaan malliksi ketjun
1) = 2) = B) = @) = 1)

hankalin viite, nimittdin 7 (3) = (4)”.

Heti aluksi on selviiéi, etti oletuksessa esiintyvii lim on vain nienniinen; itse
asiassa ||z,|| — 1 ja ||lyn|| — 1 . Jos nimittdin esimerkiksi jono (||z,|)n, € N ei
suppenisi, niin olisi olemassa osajono, jolle

[#n, || = p < 1.
Oletuksista ja kolmioepéyhtilosti saataisiin ristiriita:
2= tim [y + gl < T [l ||+ T llyn, || < p+1<2.

Voimme néin ollen olettaa, ettd mikdin x,, tai y, ei ole 0, silld sitéd ei satu aina-
kaan suurilla n. Normitamme jonot yksikkovektoreiksi ja siirrymme tarkastelemaan

jonoja
(2.0 (20
120l / nen 1ynll / nen

Niille pétevit kohdan (3) oletukset, etenkin

In Y

e -
[znll  llynll
koska
[zall = 1, yull = Lja  lzn +yall — 2.
Siispd myos
Tn Yn
[znll  llynll

misté viiite seuraakin, koska ||z, || — 1 ja [jy,|| — 1. O
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LAUSE 24.12. Jokainen tasaisesti konveksi normi on aidosti konveksi. Adrellis-
ulotteisessa avaruudessa tasainen konveksius ja aito konveksius ovat yhtdpitdvid.

TobisTus. Vain jilkimméinen viite kaipaa todistuksen. Sekin on helppo, kun
huomaa, ettd kuvaus

|z + yll
2

on jatkuva ja saavuttaa siis maksiminsa kompaktin avaruuden Sg x Sg suljetussa,
siis kompaktissa joukossa

Sp xSp— Ry (z,y) —

{(x,y) € SE X SE } ”:1;‘ - y” > 8}7
jossa oletuksen mukaan kaikki arvot ovat aidosti ykkostd pienempid. [J

Seuraava lause yleistéid Hilbertin avaruuksien projektiolauseen tilanteeseen, jossa
avaruudesta oletetaan ainoastaan tasainen konveksius ja suljettu aliavaruus on kor-
vattu millda tahansa suljetulla konveksilla osajoukolla.

LAUSE 24.13 (KONVEKSI PROJEKTIOLAUSE).

(a) Olkoon E aidosti konveksi normiavaruus, W C E suljettu ja konveksi ja
a € E. Tdlloin joukossa W on korkeintaan yksi piste, jonka etdisyys pisteestd a on
PpLenin.

(b) Jos avaruus E on suorastaan tasaisesti konveksi ja lisiksi tiydellinen, niin
konveksissa joukossa W todella on yksi piste, jonka etdisyys pisteestd a on pienin.

min od

Kuva 69. KONVEKSI PROJEKTIOLAUSE.

TobpisTus. Ei merkitse rajoitusta olettaa, ettd a = 0. Jos olisi kaksi pistetté, x
ja y € W, joissa normi on pienin W:ssi, siis sama, niin niité yhdistéavilld janalla
saataisiin aidon konveksiuden nojalla vield pienempid normin arvoja, vaikka jana
siséltyy joukkoon W.

Olkoon F tasaisesti konveksi ja tdydellinen. Merkitédsin

I = inf |z
eEw

Jos I = 0, niin origo kelpaa etsityksi pisteeksi, koska W on suljettu. Jos taas
I > 0, niin voidaan pienelld kertolaskulla palautua tilanteeseen, jossa I = 1. Nyt
tarkastellaan sellaista jonoa W:n pisteité, (z,)nen, ettéd

[ ]| — 1 = 1.
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Todistamme, etti téllainen jono on oletetun tasaisen konveksiuden takia vilttéa-
miittd Cauchy-jono. Jos vastoin Cauchyn ehtoa olisi olemassa € > 0 siten, ettd on
olemassa mielivaltaisen suuria m ja n, joilla ||x,, — .|| > €, niin valittaisiin jonot
nE — 00 ja my — oo siten, ettd

n

Hxnk — LTmy, H > &,
jolloin (xy,, — T, ) - 0 ja siis médritelmén 24.11. ehto (4) takaisi, etté

|Zn;, + Ty | —/»
2

1.

Toisaalta W on konveksi, joten jokainen %(a:n + x,,) € W ja siis kuitenkin
[zl + llzm|

2

Tp + T

inf ||z|| =1<| | < — 1, kun m ja n — oo.
zeEW

Jono on siis Cauchy ja suppenee néin ollen Banachin avaruudessa F. Sen rajapiste
kuuluu suljettuun joukkoon W ja toteuttaa tietysti ehdon |z| =1. O

Edellinen todistus antaa kiyttokelpoisen sivutuotteen.

SEURAUS 24.14. Tasaisesti konveksissa normiavaruudessa voidaan jono x, to-
distaa Cauchy-jonoksi tarkastamalla molempien seuraavien ehtojen voimassaolo:

(a) lim [jz,|| <1
n—oo
(b) lim |z, + 2| = 2.
n,M— 00

On aika kiyda késiksi tdmén luvun péadtulokseen:

LAUSE 24.15 (MILMAN)'24. Tasaisesti konveksi Banachin avaruus on refleksii-
vinen.

TobIsTUS. Tarkastellaan aluksi reaalikertoimista normiavaruutta E. Olkoon
x** € E**. Osoitetaan, ettd =** € E. Voimme olettaa, etti

[ | e = 1.

Koska

2™ g+ = sup [{f]z™)],
feBgx*

niin voidaan valita jono

(fi)ien C Bp- siten, ettd
(1) 0<1—|(filz™)| < 3.

1247 yultavasti D. MILMAN, jonka pojat VITALI D. ja PIERRE ovat myds matemaatikoita.



24. REFLEKSIIVISET NORMIAVARUUDET 211

Kéytdmme seuraavaksi kohdassa 24.5 saamaamme tietoa, ettd E:n yksikkpallo E E
on w*-tihedssd E**:n yksikkopallossa B g««. Kaikilla n € N voidaan valita x,, € Bg
siten, etta

1
(2) |<fi|xn—x**>\<% Vi=1,2,...,n.
Yhdistamilld (1) ja (2) saadaan
1—;< (filzn) <1, Vi=1,2,...,n, ¥YnéeN.
i

Tarkastamme edellisen seurauksen ehtojen avulla, ettd jono (x,) on Cauchy. Ava-
ruus E on oletettu tasaisesti konveksiksi, joten ehto (a) on voimassa pisteiden z,
valinnan nojalla. Keskiarvojen normeja koskeva arvio (b) on sekin helppo: kun
n < m, niin

3 3

Siis jono (x,,) suppenee:
Ty — Too € BE.

Olemme l6ytdneet Bg:std ehdokkaan z**:ksi. On osoitettava, ettéd

(3) (flese) = (flz™) VfeE"
Ainakin konstruktiostamme seuraa heti, etté
(4) (filzos) = (filz™) VieN,

silld kun n > 4, niin

0.< (fiktoe) — (i) = T [{filea) — (file™)] < Tim =0,

Todistaaksemme véitteen (3) mielivaltaiselle f € E* voimme yksinkertaisesti liittda
fm nollanneksi termiksi tutkimaamme jonoon (f,), jonka raja-arvo-ominaisuudet
eiviit siitd muutu. Jonon (z,,) valinta voidaan tehd4 siten, etté aikaisempien ehtojen
lisiiksi saadaan voimaan myos

(Fl2™) = (flan)| < % Wn € N,

T&lloin (3) pdtee. On kuitenkin muistettava tarkastaa, ettd néin saatu rajapiste
Tso €l riipu fin valinnasta, vaikka korjattu konstruktio siséltéikin funktionaaliin f
liittyvid ehtoja ja antaa mahdollisesti eri jonon (z,,). Olkoon ¢ korjatulla konstruk-
tiolla loydetty rajapiste ja x~ alkuperiinen. Silloin vuorotteleva jono

(Toos Tfy Too, Tfy.-.)

téyttéad jonolle (z,) asettamamme ehdon (2) ja on siis Cauchy, miké on mahdollista
vain, kun r = x;.

Niin on reaalinen tapaus kisitelty. Kompleksinen palautuu siihen samalla kei-
nolla, jota kiiytimme todistaessamme Banachin erottelulauseen kompleksista ver-
siota 21.11. Tésmennémme kiytetyn periaatteen seuraavaksi apulauseeksi. [
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LAUSE 24.16. Olkoon E kompleksikertoiminen normiavaruus. Merkitkdimme
FEgr:lli samaa avaruutta tulkittuna R-normiavaruudeksi. Silloin kuvaus

n

ety (aly”) = (wfat) —ilizle”)
on isometrinen reaalilineaarinen isomorfismi
Lr(FEr,R) — Lc(E,C), eli
(Er)" — E7.

Tobistus. Harjoitustehtavi. 21.5. [0

24.3. LP(A)-avaruuksien duaaleista.

Todistamme seuraavassa ns. Clarksonin epdyhtiloiden'?®, avulla, ettd avaruudet
LP(A) ja L9(A) ovat toistensa duaaleja, kun #érelliset p, g € ]1,00[ ovat toistensa
duaalieksponentit. Erityisesti avaruudet LP(A) ovat refleksiivisid, kun 1 < p < oo.

LAUSE 24.17 (CLARKSON 1936). Olkoon 1 < p < oo ja (A, p) mitta-avaruus.
Lebesgue’in avaruus

LP(A) = L"(A, p)
on tasaisesti konveksi, sits myds refleksiivinen.

Tobistus. Tapauksessa p = 2 on kyseesséd Hilbert-avaruus, joka on helppo to-
distaa tasaisesti konveksiksi kidyttamilld suunnikassaiantod

1f + gl + 11 = all* = 2(1£1% + gl®),

onhan sen mukaan ||f + g||>? < 4 — &2 jasiis ||f+ 9| < R = V4 —¢2 < 2, kun
1fll = llgll =1ja | f—gll <e.
Etsimilla suunnikassdannolle tdhin rooliin riittdviid vastinetta esimerkiksi kak-

siulotteisessa avaruudessa (R?, || - ||,||) voi keksié seuraavat Clarksonin epdyhtdlot.
(C1) 1F + gllP +11F = gllP < 2272 (AP + NlgllP); p € [2,00]
(C2) 1f =+ gl + 1L = gll” < 2(1£17 + NglP)*~ "5 p €1, 2]

Kumpikin niistd epdyhtéloistd on selvistikin riittdva takaamaan tasaisen konvek-
siuden méadrittelevin ehdon 24.11.(3), silld

(C1)
anH = HgnH =1 = ||fn +gn||p + an _gan <2°

(C2)
1foll = llgnll =1 = (| fn 4 gnll® + 1fn — gull? < 29,
jolloin
nh—g)lo an +gn|| =2 = nlingo(fn - gn) = 0.

Tyydymme todistamaan Clarksonin ensimmaéisen epéyhtalon, silld se riittaé ta-
kaamaan avaruuden LP(A) refleksiivisyyden, kun 2 < p < co. Osoittautuu nimit-
téin, ettd téstd seuraa, ettd LP(A) ja L1(A) ovat toistensa duaalit, kun zl? + % =1.
Siis myos LI(A) = (LP(A))* tallsin refleksiivinen. Clarksonin toinen epéyhtilo on
néinollen refleksiivisyystodistuksen kannalta turha.

1253, A. CLARKSON: Uniformly convex spaces (1936).
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LAUSE 24.18.. Clarksonin ensimmdinen epiyhtdilo pitee LP(A):ssd, kun2 < p <
0.

TobIisTus. Riittdd ndyttid, ettd epiyhtilo (Cp) pétee yksiulotteisessa avaruu-
dessa, siis luvuille. Viite seuraa nimittéin téstd valitsemalla LP(A):m alkioille f
ja g edustajat, soveltamalla melkein kaikkialla niiden arvoihin yo. epidyhtilod ja
integroimalla puolittain.

Yksiulotteisen avaruuden olennaisesti ainoa normi, erityisesti || - ||, on itseisarvo:

(Cre) eyl +le—yP <227 + |yP) Va,y € C; kun p € [2,00].
Pit#é siis todistaa (C;,c). Todistaminen onnistuu kylld suoraviivaisella laskulla!?6,
mutta tulokseen piisee nopeammin todistamalla viitteen ensin reaaliluvuille. Lau-
seen 13.9 mukaan inkluusiokuvaus ¢°* — /P on jatkuva, ja sen normi on 1, kun
1 < s < p <oo. Soveltamalla titd arvolla s = 2 kaksiluotteiseen erikoistapaukseen
saa arvion

1 1
(lz +ylP + ]z —yP)> < (Jo+yl* + o —yl")? < V2022 +y?).

Seuraavaksi kiytetdin Holderin epdyhtilon kaksiulotteista versiota kohdasta 2.2.1.

vektoreihin (2?,3?) ja (1,1) toisilleen duaalisilla eksponenteilla £ ja L

2? +y° = ((=%,y°)(1,1))
2 p=2
< @y 1L DI 2, = (2P + [yP) 7277
Yhdistamaélld saadut epdyhtilot saadaan Clarksonin ensimméinen epdyhtilo reaa-
lisessa tapauksessa:
(Il + 9l + |z = yl)7 < V202 +42)
< V(| + lyP) 2 m <25 (ol + [ylP)>.

Kompleksinen tapaus palautuu reaaliseen kirjoittamalla % = re'¥, soveltamalla

reaalista versiota lukuihin 1 ja r ja huomaamalla ettéd funktiolla ¢ : [0,27] — R
9() = [L+re|P +]1 —re|P

on maksimikohtana ¢ = 0. [
LAUSE 24.19.. Toinen Clarksonin epiyhtild pitee LP(A):ssd, kun 1 < p < 2.

Tobistus. Koska lause ei ole meille tarpeen, on todistus sivuutettu tilan séés-
tamiseksi. [

Olemme saavuttamassa tavoitteen:

126[e-S].
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SEURAUS 24.20. Olkoon 1 < p < oo ja (A, n) mitta-avaruus. Lebesgue’in ava-
ruuden

n

LP(A) = IP(A, )
duaali on L1(A).

TobisTus. Osoitamme, ettd kuvaus

J 1 LI(A) = (TP(A)" : f o () = (1f),
missi {g|f) = / of du,

on isometrinen lineaarinen bijektio. Kuvauksen olemassaolon ja isometrisyyden
todistaminen sujuu samaan tapaan kuin jo jonoavaruuksia tutkittaessa ilman tie-
tojamme refleksiivisyydestd: Holderin epéyhtéls takaa heti, ettd kaikilla f € LI(A)
jage LP(A)

gl = | / of dul < | flallglly < oo.

(g|f) on siis luku ja lineaarikuvaus j(f) : LP(A) — K: g — (g|f) on myds jatkuva
ja sen normi ||j(f)|| on enintéén | f||,. Néin on selviid, ettd j on todella kuvaus
L1(A) — (LP(A))* — lisdksi lineaarinen. Jotta j olisi isometria on viel osoitettava,
ettd

1FCON =11 llg
eli kaikille f € L9(A) ja e > 0 on loydettivi g € LP(A) \ {0}, jolle

D@l = / Fadul = (1fla — )l

Téméa onnistuu jopa arvolla ¢ = 0, kun valitsemme f:lle edustajan f ja sitten
méirittelemme funktion g siten, etté |g|P = |f|? ja fg >0 p-mk. Valitaan

%|f|q_1 pisteissi, joissa f # 0
g - : : . . .
0 pisteissé, joissa f = 0.

Koska fg on positiivinen, on

[ todul = [ 15aldu= [\fllaun= [ 15111 a

Varsinainen asia on kuvauksen j surjektiivisuuden todistaminen. Teemme vastao-
letuksen: kuvajoukko

J(LI(A)) ei ole koko (LP(A))*,
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vaan sen aito aliavaruus. Banachin avaruuden L9(A) kanssa isometrisena j(L7(A))
kuitenkin on téydellinen ja siis suljettu (LP(A))*:ssd. Hahnin ja Banachin lauseen
seurauksen 22.3 ja LP—avaruuden refleksiivisyyden nojalla on siis olemassa f €
((LP(A))*)* = (LP(A))™ = LP(A) siten, ettd

f#0,ja
(flz*) =0 Va* € j(LI(A)), eli

/fgdu =0 Vge LiA).

Valitsemalla g kuten edelld saadaan

£ =/\f|qdu= I/fgdu\ —0,

joka on mahdotonta, kun f # 0. O

ERIKOISTAPAUS 24.21. (FRECHET'N JA RIESZIN ESITYSLAUSE)'27. Olkoon
(A, u) mitta-avaruus. Hilbert-avaruuden

L? = L*(A) = L*(A, p)

duaali on se itse.

HUOMAUTUS 24.22. Avaruudet L' ja L eiviit ole tasaisesti konvekseja eiviitk
myoskiin refleksiivisid. Itse asiassahan tiedimme, etti L':n duaali on tosin L,
mutta avaruuden L> duaali on aidosti suurempi kuin L', ellei mitta-avaruus ole
poikkeuksellinen, esimerkiksi vain yksi piste.

Harjoitustehtivid ja huomautuksia lukuun VII

Harjoitustehtivii lukuun VII.
23.1. Todista, ettd topologisten avaruuksien X ja Y tulotopologiassa pitee
VACX,BCY: AxB=AxB.
23.2. Todista lause 23.8, jossa K on topologian 7 kanta avaruudessa X ja
viitetddn, etta
Ky ={KNnY |K €K}

on aliavaruuden Y C X aliavaruustopologian 7y kanta.
23.3. Kuten edellinen tehtévi, mutta olettaen, ettd A on 7 :n alikanta ja véit-
téen, etta
Ay:{AﬂY|A€A}

on 7y :n alikanta.

1270lemme jo luvussa 9 todistaneet timin lauseen mielivaltaisessa Hilbert-avaruuksissa. Nyt
saimme mukavasti sivutuloksena vain L?(A)-version, mutta itse asiassahan jokainen Hilbert-ava-
ruus on isomorfinen L?(u):m kanssa, missd g on lukuméiramitta sen kannassa, joten téméikin
todistus on yleinen.
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23.4. Osoita, ettd topologinen avaruus X on kompakti, jos peitteelld

n

XxY:UAi.

on #érellinen osapeite aina, kun joukot A; ovat tulotopologian kantajoukkoja.
23.5. (jatkoa) Todista, ettéd jos E on seminormijoukkoon N liittyvé lokaali-
konveksi avaruus ja F' sen vektorialiavaruus, niin seminormien p € N rajoittumat
aliavaruuteen F' méédritteleviit siithen aliavaruustopologian.
23.6. Viimeistele lauseen 23.20 todistus perustelemalla, miksi ettd Banachin
avaruuden F alkiot ovat duaalin E** alkioiksi tulkittuina jatkuvia w*-mielessi.

24.1. Todista lause 24.16, jonka mukaan kuvaus z* — y* : (z|y*) = (x|z*) —
i(ix|z*) on isometrinen reaalilineaarinen isomorfismi Lg(Eg,R) — L¢(E,C) eli
(ERr)* — E*, missd E on kompleksikertoiminen normiavaruus ja Fr sama avaruus
tulkittuna R-normiavaruudeksi.

Kertaa lopuksi, miten samojen periaatteita kiytettiin Banachin erottelulauseen
21.11 todistuksessa.

24.2. Osoita, ettd luvussa 22 kisitelty heikko suppeneminen on sama asia kuin
suppeneminen heikon topologian w = o (E, E*) mielessi.

24.3. Olkoot F ja F' Banachin avaruuksia. Varustamme tuloavaruuden F x F'
kohdan 17.1 sopimuksesta poiketen ekvivalentilla normilla

Iz )l = Nzl + llylle

Kun (f*,¢*) € E* x F*, asetamme

(f97) (2, y) = f(2) + 97 ().

Niytéd. ettd (F x F)* = E* x F* yo. samastuksella ja ettd (E x F)*:n operaatto-
rinormi on

(5 g™ = max{[[ £, llg™[]3-

24.4. (jatkoa) Olkoot E ja F Banachin avaruuksia. Osoita, ettd jos E ja F
ovat refleksiivisié, niin myos E x F' on refleksiivinen.

24.5. Olkoot E ja F' normiavaruuksia ja 7T lineaarikuvaus £ — F'. Varustetaan
E heikolla topologialla o(FE, E*). Osoita oikeaksi tai védriiksi, ettd T on jatkuva
origossa, jos ja vain jos on olemassa y,...,y, € E* = B(FE,K) siten, etti T on
rajoitettu joukossa By, .., = {z € E | [(z|y;)| <1 jokaiselle j =1,...n}.

24.6. Todista apulause 24.5.(A-2), jonka mukaan konveksin joukon w*-sulkeuma
on konveksi. Ohje: Sovita luvun VI huomautuksissa esiintyvé todistus lauseen
tilanteeseen. Katso lopuksi tdménkin luvun huomautuksia.

24.7. Todista méiritelméssa 24.9 esiintyvit ehdot keskenédin yhtépitaviksi.

24.8. Osoita, ettd ¢>° on isometrinen L°°[0, 1]:n jonkin suljetun aliavaruuden
kanssa, eli on olemassa upotus J : ¢>*° — L*°[0,1]. Vihje: valitse esimerkiksi
J(ek)zx[#l], k=1,2,...

E+1'k

24.9. Niytd, ettd vektorien e = (0,...,0,1,0,...) jono (ex)ren ei suppene

heikosti avaruudessa ¢!. Ohje: Testaamalla vektorilla f* € ¢y C £ = (£1)*
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huomaat, ettd jos e, — =z, niin x = 0. Vertaa lopuksi myos tapaukseen /P, kun
1 <p<oo.

24.10. Osoita, ettd £P on separoituva, kun 1 < p < oc.

24.11. Osoita, etté jos normiavaruuden duaali £* on separoituva, niin myos itse
avaruus E on separoituva.

24.12. Osoita, ettd £°° ei ole separoituva.

24.13. Milld p:n arvoilla Sobolevin avaruus W1 (Ja, b[) on tasaisesti konveksi?

Huomautuksia lukuun VII.

Tulotopologian vaihtoehto Kéyttamidmme lisiksi on olemassa toinenkin —
paljon harvemmin esiintyvd — luonnollinen topologia tuloavaruudelle. Siin& kan-
naksi otetaan kaikki avoimien joukkojen tulot.

Lokaalikonveksin avaruuden (E*, w(E*, E)) duaali on edelld harjoitusteh-
tévinid todistetun apulauseen 24.5 (A-1) mukaan F. Léhes samalla vaivalla saa
todistettua, etté yleensékin ns. separoituvan duaaliparin (E, F') avaruuteen E tuot-
tamassa lokaalikonveksissa topologiassa o(F, F) on E:n duaali tasan F. Tissd
duaalipar: tarkoittaa vektoriavaruusparia, jossa on mééritelty bilineaarikuvaus b :
E x F — K ja separoituvuus merkitsee, etté jos b(z,y) = 0 kaikille y, niin x = 0.
E:n yleistetty heikko topologia o(F, F') méérdytyy seminormeista p,(x) = |b(z,y)|.

w*-tiheyslauseen 24.5 todistus Hirzebruchin ja Scharlaun tyyliin on kom-
mentoitu pois, koska olen valinnut toisen todistuksen. Koodi on tallessa.

Sobolev-versio. Lebesguen avaruuksien tasaisesta konveksiudesta seuraa, ettd
myos Sobolevin avaruudet ovat tasaisesti konvekseja ja siis refleksiivisd, kun 1 <
p < 0o0. Sobolevin avaruuden duaali ei kuitenkaan ole Sobolevin avaruus. Heikko
suppeneminen Sobolevin avaruudessa on onneksi kuitenkin juuri sitd mita kiytettiin
heikon derivaatan mééritelméssa.

Radon-Nikodymin lauseen rooli. Mittateoriassa ja etenkin todenn#koi-
syysteoriassa tirked Radon-Nikodymin lauseRadon, Johann'?® voidaan todistaa
Fréchet'n ja Rieszin esityslauseen avulla. Radon-Nikodymin lauseen avulla voi puo-
lestaan todistaa LP-avaruuksien refleksiivisyyden (1 < p < oo) vetoamatta tasaiseen
konveksisuuteen.'? Taustalla on syvillinen yhteys.

Banachin ja Tarskin paradoksi. Banachin ja Tarskin paradoksina tunnettut
ilmiot liittyvit valinta-aksioomaan, jota kisittelemme liitteessd. Selked ja viihdyt-
tévi esitys paradoksista on kirjassa [SW].

Hyvi lukija. Kirjoita tekijéille muitakin parannusehdotuksia lukuun VII.

128 JoHANN RADON 1887-1956, Itévalta. OTTON MARCIN NIKODYM 1887-1974, Ukraina ja USA
129Kjinnostunut lukija saattaa kaivella vaikka Yosidan [Y], §II1.8 ja §IV.9 tai Wernerin [W]
kirjaa kummankin seikan selvittdmiseksi.
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VIII OPERAATTORITEORIAN PERUSTEET

Koettaessamme yleistéid hermiittisen operaattorin diagonalisointimenettelyé &i-
rellisesti direttoméadn ulotteisuuteen olemme huomanneet, etti ominaisarvoihin
perustuva teoria on riittdmé&ton. Esimerkki 10.33 hermiittisestd operaattorista,
jolla ei ole ominaisvektoreita, antaa ajattelemisen aihetta. Siksi téssd luvussa ote-
taan ominaisarvon liséiksi kéiyttoon sitéd yleisempi spektraaliarvon kisite, joka yhtyy
ominaisarvoon &direllisulotteisessa tapauksessa.

Seuraavassa K = C.

25. Normialgebrat ja spektri

25.1. Operaattorin ominaisarvot ja spektraaliarvot.

MAARITELMA 25.1. Olkoon H Hilbertin avaruus. Luku A € K on operaat-
torin T € B(H) spektraaliarvo, jos T — Al ei ole renkaan B(H) kiiéntyvd alkio,
toisin sanoen jos operaattorilla 7" — Al ei ole jatkuvaa kdénteiskuvausta H — H.
Operaattorin spektraaliarvojen joukko on sen spektri Sp(1"). Spektriin Sp(7T') kuu-
lumattomia lukuja sanotaan operaattorin 1" sddanndllisiksi arvoikst.

HuomauTUus 25.2. Avoimen kuvauksen lause takaa, ettd jos T'— AI on bijektio,
niin sen kidnteiskuvaus on paitsi tietenkin lineaarinen myos jatkuva, siis Banach-
algebran B(H) alkio. Luvun A kuuluminen operaattorin 7' spektriin merkitsee
siis yksinkertaisesti sitd, ettd T' — Al ei ole bijektio H — H. Luku A kuuluu siis
spektriin Sp(7'), kun operaattorilta T'— AI puuttuu injektiivisyys tai surjektiivisuus
tai molemmat. Injektiivisyyden puuttuminen merkitsee, ettd ydin Ker(7T' — AI) on
epétriviaali, toisin sanoen on olemassa x € H ~\ {0} siten, ettd Tax — Az = 0, eli
ettd A on operaattorin 1" ominaisarvo ja x sen ominaisvektori. Ominaisarvot ovat
siis erikoistapauksia spektraaliarvoista. Operaattorin 7' ominaisarvojen joukkoa
sanotaan toisinaan sen pistespektriksi.

ESIMERKKI 25.3. Kun Hilbertin avaruus H on n-ulotteinen, niin lineaarial-
gebran dimensiolauseen mukaan injektiivisyys, surjektiivisuus ja kiddntyvyys ovat
yhtépitévid asioita operaattorille T' € B(H), joten &irellisulotteisessa avaruudessa
kaikki spektraaliarvot ovat ominaisarvoja.

ESIMERKKI 25.4. A#retonulotteisessa tapauksessa pistespektri ja spektri ovat
eri asioita. Esimerkiksi 0 on oikeanpuoleisen siirto-operaattorin S : 2 — (2 :
(ay,az2,a3,...) — (0,a1,as,...) spektraaliarvo mutta ei ominaisarvo. Hieman mut-
kikkaaman esimerkin antaa operaattori

T: L?[0,1] — L?[0,1] : Tf(z) = xf(x),

jolla ei ole ominaisarvoja, mutta jolle jokainen A € [0, 1] on spektraaliarvo.
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25.2. Spektri Banach-algebrassa.

Operaattorialgebran B(F) alkiolle voi méiritelld spektrin myos silloin, kun E
ei ole Hilbertin avaruus, vaan esimerkiksi Banachin avaruus. Vaikka olemme en-
sisijaisesti kiinnostuneita Hilbertin avaruuden operaattoreista, yhdenmukaistamme
kisittelyd madrittelemilld spektrin kiisitteen mielivaltaisen K-kertoimisen normial-
gebran alkiolle.

MAARITELMA 25.5.

(1) K-Algebra eli K-Algebra (A, +,0,-) on rengas (A,+,0), joka samalla on
vektoriavaruus (A, +, -), ja jossa kaikilla alkioilla T, S € A ja luvuilla A € K
patee

AN (ToS)=A-T)oS=To(A-5).

On syytd huomata, ettd médritelméssé selvyyden vuoksi esiintyneet kerto-
laskujen merkit o ja - jitetéddn algebroissakin yleensd merkitsemé&tta.

(2) Normialgebra on algebra, joka samalla on normiavaruus, ja jossa kaikilla
T,S € A piitee tulon jatkuvuuden ilmaiseva epéyhtilo

TSI < ITIS] -

Jos normialgebra on varustettu ykkosalkiolla I, niin vaaditaan liséiksi, etté
i) = 1.

(3) Banach-algebra on tiydellinen normialgebra.

(4) Ykkosellisen algebran alkio on kddntyvd, eli sdinndllinen, jos silld on ole-
massa kiinteisalkio renkaan mielessé. Kadntyvit alkiot muodostavat ker-
tolaskun suhteen ryhmén, jota merkitdin GL(A).

(5) Alkiot T, S € A kommutoivat keskenéddn, jos T'S = ST. Algebra, jossa
kaikki alkiot kommutoivat keskenéén, on kommutatiivinen algebra.

ESIMERKKI 25.6.
a) Jatkuvien funktioiden muodostamassa sup-normilla varustetussa kommutatii-
visessa, ykkosellisesséi Banach-algebrassa

C= (C([CL?b])?(C)? H ’ HOO)

kidntyvid alkioita ovat kaikkialla nollasta eroavat funktiot. Algebralla C on kai-
kista polynomeista muodostuva epiitéiydellinen normialialgebra A, joka Weierstras-
sin approksimatiolauseen mukaan on tihed. Algebran A ainoat kddntyvit alkiot
ovat nollasta eroavat vakiofunktiot.

b) Banachin avaruuden E jatkuvat lineaarikuvaukset itselleen eli operaattorit
muodostavat operaattorinormilla varustettuina ykkosellisen Banach-algebran, ope-
raattorialgebran B(E). Renkaan kertolaskutoimituksena on tisséd kuvausten yhdis-
tdminen ja kdintyviad alkioita ovat avoimen kuvauksen lauseen takia kaikki bijek-
tiiviset operaattorit.

c) Adrellisulotteinen versio operaattorialgebrasta on matriisialgebra L(n) =
M (n x n), jonka kiddntyvien alkioiden ryhmé#é merkitdin GL(n). (Ks. 10.05.)

Voimme yleistidé operaattorin spektraaliarvon kisitteen ykkoselld varustetun al-
gebran alkiolle.
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MAARITELMA 25.7. Luku A € K on ykkoselld varustetun Banach-algebran al-
kion T € A sddnnéllinen arvo, jos on olemassa kiinteisalkio (T — AI)~! € A.
Muuten A on T:n spektraaliarvo. Télloin siis T'— Al ei ole algebran A:ssa kddntyvi.
Spektraaliarvojen joukko on T':n spektri Sp(T).

n

Vaikka merkinté ei sitd kerro, spektri riippuu alkion T liséiksi algebrasta A ja
tietenkin kunnasta K, joka seuraavissa tarkasteluissa tosin koko ajan on C.

25.3. Carl Neumannin sarja.

Kompleksisen Banach-algebran alkion spektri on epityhji, kompakti joukko.
Timé asia ei ole aivan villittomisti ilmeinen. Adsrellisulotteisessa tapauksessa
spektri on tosin helppo huomata #irelliseksi joukoksi, mutta sen epétyhjyys on
yvhtapitéiva algebran peruslauseen kanssa, silld matriisin 7' ominaisarvon 16ytiami-
nen tapahtuu ratkaisemalla algebrallinen yhtéls det(7" — AI) = 0. Joudumme siis
ilmeisesti valttaméatta kiyttamaian kompleksilukuja koskevia tietoja. Samaan suun-
taan viittaa seuraava yksinkertainen lause, jonka avulla osoitamme, etti spektri on
suljettu joukko.

LAUSE 25.8 (CARL NEUMANNIN SARJA). Olkoon A Banach-algebra, T € A ja
T < 1. Silloin I —T on kddntyvd.

TobpisTus. Lause on todistettu harjoitustehtévinad 6.18. Ideana on, ettd ta-
vallisen geometrisen lukusarjan summa on muotoa » .- a" = (1 — «)~ !, kun
la] < 1 ja ettéd tdmé onnistuu yhté lailla Banach-algebrassa. Normialgebrassahan
sarja > ||T™|| suppenee, kun ||T|| < 1, ja Banachin avaruudessa sarja suppe-
nee, jos sen termien normeista muodostettu sarja suppenee, toisin sanoen itsei-

nen suppeneminen takaa sarjan suppenemisen. Suora lasku osoittaa lopuksi, etté
(I-T) Zzozo ™ =1= (ZZOZO ") (I —1T), joten ZZOZO ™ =(1-T)"t. O

Carl Neumannin sarja suppenee avaruuden B(H) avoimessa pallossa B(I, 1), jo-
ten identtinen kuvaus I on kidntyvien alkioiden ryhmén GL(.A) siséipiste. Titd hy-
vitksikéyttiden on vaivatonta todistaa, ettd muutkin kédntyviit alkiot ovat GL(.A):n
siséipisteitd (vrt. harjoitustehtévi 6.19.).

Téstd saadaan seuraavat seuraukset:

(1) Banach-algebran kiiéintyvien alkioiden ryhm#d GL.A) on avoin joukko ja
kiasntymédttomien alkioiden joukko on siis suljettu.
(2) Jokaisen alkion T' € A spektri on suljettu joukko.

Carl Neumannin sarjaan perustuvat myos seuraavien kappaleiden lauseet spekt-
rin olemuksesta.

25.4. Liouvillen lause.

MAARITELMA 25.9 (ANALYYTTISET FUNKTIOT). Kompleksifunktion analyyt-
tisyyden eli holomorfisuuden kisitteen voi helposti yleistidi vektoriarvoiselle funk-
tiolle f : C — FE, missd E on kompleksikertoiminen Banachin avaruus, esimerkiksi
E = B(H): Funktio f : U — E on analyyttinen avoimessa joukossa U C C, jos silld
on derivaatta kaikissa U:n pisteissd. Derivaatta f'(zo) mééritelldéin aivan samalla
tavalla kuin kompleksiarvoisessa tapauksessa.

Differentiaalilaskenta voi hyvin yleistdd #ddretonulotteiseen avaruuteen, mutta
pysyiksemme spektriasiassa todistamme seuravassa vain tédssé vilittomésti tarvit-
tavat differentiaalilaskennan kaavat.
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LAUSE 25.10. (LINEAARIKUVAUKSEN KETJUSAANTO). Jos U C C on avoin,
f U — E on analyyttinen ja T : E — F on jatkuva ja lineaarinen, niin myds
Tof:U— F on analyyttinen ja (T o f) =T o f.

PERUSTELU.
i TUED = TUG) _ oy S =10 gy g
z— 2o Z— 2 Z—20 Z— 20

LAUSE 25.11 (KAANTEISALKION MUODOSTAMISEN KETJUSAANTO). Olkoon A
Banach-algebra.

1

(1) Kddnteisalkion muodostaminen k : x — x~' on homeomorfismi kddntyvien

alkioiden ryhmdltd GLA) itselleen.
(2) Jos U C C on avoin ja f : U — A on analyyttinen, niin myds

g=kofiar fla)

on analyyttinen ja sen derivaatta on

—f(a) 7 (@) fla) ™t

Q\
—
L
[
|
=N
S
N—r
-
—
L
=S
S
N—
Il

PERUSTELU. (1) Carl Neumannin sarjan avulla helppo todistaa. (2) Myos kééin-
teisen derivaatan laskeminen perustuu Carl Neumannin sarjan kiyttoon, mutta vie
muutaman rivin lisdd tilaa.!3? O

LAUSE 25.12 (LIOUVILLEN LAUSE)!. Olkoon E Banachin avaruus. Analyyt-

tinen, rajoitettu funktio f : C — E on vakio.

TobisTus. Lause palautuu tavallisen kompleksiarvoisen funktion Liouwillen lau-
seeseen tarkastelemalla kompleksiarvoisia funktioita y o f : z — (f(2)|y), missd
y € E*. Namihéin ovat ketjusddnnon 25.10. mukaan analyyttisid koko tasossa ja
sitdpaitsi tietenkin rajoitettuja, siis tavallisen Liouvillen lauseen mukaan vakioita
jokainen. Kaikilla z1, zo € C onsiis (f(2z1)]y) = (f(22)|y). Siis (f(z1)—f(22)]y) =0
kaikilla y € E*. Hahn-Banachin lauseen seurauksena tieddmme, ettd jokaisella
nollasta eroavalla vektorilla 2 € E on olemassa y € E*, jolla (x|y) # 0. Siis

f(z1) = f(z2). O
25.5. Spektrin perusominaisuudet — kompakti ja epétyhji.

LAUSE 25.13. Kompleksikertoimisen Banach-algebran A alkion T spektri Sp(T') C
C on epdtyhjd, kompakti lukujoukko. Lisdksi

Sp(T) < B(O, [[T])-

PERUSTELU. Totesimme jo, ettid spektri on suljettu. Lisiksi (Al —T") on kéiéin-
tyvé silloin ja vain silloin, kun (I — %T) on kidntyvi, eli Carl Neumannin sarjan

130K okeile itse tai katso esim. [Di], jossa on enemménkin derivointia Banachin avaruuksissa
tai [M] jossa on s. 143 lyhyt todistus.
131 JosepH LIOUVILLE 1809-1882, Ranska.
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perusteella ainakin silloin, kun |[A| > ||T'||. Spektrin epétyhjyys on hiukan syvilli-
sempi asia ja perustuu Liouvillen lauseeseen: Jos operaattorin 1" spektri olisi tyhjé,
niin kuvaus X — (T'— XI)~! olisi midritelty ja analyyttinen koko tasossa C. Lisiksi
se olisi rajoitettu, silla A\ — ||(T" — AI)~!|| olisi jatkuva ja ympyrin Be(0, 2T ul-
kopuolella rajoitettu, siis rajoitettu kaikialla. Liouvillen mukaan se siis olisi vakio,
miké on selviisti epédtosi. [

n

Spektri on siis epétyhjd nimenomaan siksi, ettd kuntana on K = C. Jopa reaali-
sessa matriisialgebrassa M (2 x 2) on alkioita, joiden spektri on tyhji — esimerkiksi
melkein kaikki tason kierrot.

25.6. Spektraalikuvauslause.
LAUSE 25.14 (SPEKTRAALIKUVAUSLAUSE POLYNOMILLE). Olkoon A Banach-
algebra ja p tavallinen C—polynoms
p(z) =ag+a1z+...a,2". ay, #0,n > 1.
Olkoon edelleen T € A. Tidlloin alkion
p(T)=a+a1T+...a,T" €A
spektri on

Sp(p(T)) = {p(\) | A € Sp(T)}.

Tobistus. Olkoon p € C. On osoitettava, ettd alkio p(T) — pul on kddntyvi
algebrassa A tasan silloin, kun g = p()), missd A € Sp(7T). Hajotetaan algebran
peruslauseen avulla polynomi p(z) — u tuloksi

p(z) —p=apn(z—21)...(z — zn),
jolloin p = p(A) tasan silloin, kun A on jokin luvuista 21, ..., z,. Lisiksi
p(T) — pul = an(T — 1) ... (T — 2,1),

joten riittdd todistaa, ettd tdmé tulo on kiddntyva tasan silloin, kun jokainen tekijé
(T — 2z, 1) on kiiéintyvd. Tamén ehdon riittdvyys on selvid, silld kiddntyvien alkioiden
tulo on aina ki#intyvd. Jos taas oletetaan, ettd tulo on kidntyvi, niin ainakin
ensimmaéinen tekijd on kédntyvi, onhan silloin

an(T —211) .. (T — 2,1) (p(T) — )~ ' = 1I.

Toisaalta tekijéit (T — z,) kommutoivat keskenéén, joten miké tahansa niistd voi-
daan siirtdsd ensimméiseksi. [J

LAUSE 25.15 (%) (SPEKTRAALIKUVAUSLAUSE ANALYYTTISELLE FUNKTIOLLE).
Edellisen lauseen vdite pitee, vaikka f ei olistkaan polynomsi, kunhan on olemassa
avoin lukujoukko Q) C C, jossa f on analyyttinen ja joka sisdltid T :n spektrin.

PERUSTELU. Todistuksessa voi kiyttdd esimerkiksi Cauchyn integraalikaavan
Banach-algebraversiota, Dunfordin integraalia'3?

f(T) = L fOWN =T)"tax. O
oN

- 2mi

132NELSON DUNFORD n. 1920-2000?7 USA. Ks. [S] tai [Y]. Cauchyn kaava on mahdollinen
méadritelmé analyyttiselle funktiolle!
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LAUSE 25.16 (%) (SPEKTRAALIKUVAUSLAUSE JATKUVALLE FUNKTIOLLE).
Edellisen lauseen vdite pitee erikoistapauksissa, vaikka f ei olisi analyyttinen, vaan
ainoastaan jatkuva joukossa Sp(T). Oletukseksi riittid ainakin, etti algebrana on
B(H) ja T on hermiittinen.'33

PERUSTELU. Sivuutetaan. Katso kuitenkin huomautuksia luvun lopussa.

26. Projektioiden jirjestys

26.1. Projektiot ja suorat summat.

Geometrisesti helpoiten ymmérrettiavi operaattorityyppi on projektio aliavaruu-
delle. Kertaamme perusteellisesti projektioiden perusominaisuudet kiinnittéden eri-
tyistd huomiota yleisiin lineaarialgebrallisiin eli vinoihin projektioihin.

KERTAUS 26.1. Vektoriavaruuden V aliavaruuksien H ja F' sanotaan muodos-
tavan suoran summan E® F = E+ F = (E'U F), jos ne toteuttavat seuraavat
keskenédn yhtéapitéivit ehdot:

(1) EnF = {0}

(2) Jokaisen vektorin v € E 4 F' hajotelma muotoon v = a + b, missé a € E ja

b € F', on yksikésitteinen.
(3) Nollavektorin 0 € E + F hajotelma muotoon 0 = a + b, misséd a € F ja
b € F, on yksikésitteinen, 0 = 0 + 0.

Vektoriavaruuden operaattori P : V' — V on projektio, jos P2 = P. Seuraava
jo luvussa 9 mainittu lause sanoo, ettd projektio on projektio kuvalleen ytimensa
suuntaan:

LAUSE 26.2. Jos P:V — V on projektio, niin V =Im P @ Ker P.

Ker P X

v

/ MBX

Im P

S

KuvaA 71. PROJEKTIO ALIAVARUUDELLE.

Tobistus. Olkoon =z € V. Selviisti x = a 4+ b, missi a = Pz € P(V) ja
b=x—a¢cKerP. Josx € Ker PNIm P, niin x = Pr=0. U
KERTAUS 26.3. Projektiolla on seuraavanlaiset jatkuvuusominaisuudet.

(1) Normiavaruudessa jatkuvan projektion ydin Ker P = P~1{0} on tietysti
suljettu aliavaruus, samoin siis kuvajoukko Im P = P(H), joka on komple-
mentaarisen projektion I — P ydin.

133 [La]
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(2) Projektio on avoin kuvaus.

(3) P ja I — P ovat jatkuvia joko molemmat tai ei kumpikaan.

(4) Asiretonulotteisessa avaruudessa projektio voi olla epéjatkuva, eiki edes sen
ytimen eikd kuvajoukon tarvitse olla suljettuja aliavaruuksia.

(5) Edes yksiulotteiselle avaruudelle tapahtuvan projektion — oleellisesti li-
neaarimuodon — ei tarvitse olla jatkuva, mutta lineaarimuoto on sentéin
jatkuva jos sen ydin on suljettu. Epéjatkuvan lineaarimuodon ydin on tihei.

(6) Lineaarialgebrallisen suoran summan termien ei siis tarvitse olla suljettuja
aliavaruuksia.

n

HuoMAuTUS 26.4. Projektion kuva-avaruuden vektorit ovat sen ominaisvekto-
reita ominaisarvolla 1 ja ytimen vektorit ominaisvektoreita ominaisarvolla 0. Pro-
jektion ainoat ominaisarvot ovat 0 ja 1. Vastaavat ominaisavaruudet ovat kuva-
avaruus ja ydin.

26.2. Ortoprojektioiden jirjestys.

MAARITELMA 26.5. Sisdtuloavaruuden H ortogonaalinen projektio eli ortopro-
jektio on projektio P : H — H, jonka kuva-avaruus Im P = P(H) ja ydin Ker P
ovat toisilleen ortogonaaliset, toisin sanoen

Im P 1| Ker P,

eli

Ker P

Im P

Kuva 72. ORTOPROJEKTIO SULJETULLE ALIAVARUUDELLE.

HuoMmAuTUs 26.6. Usein ortoprojektiota sanotaan lyhyesti vain projektioksi.
Kahden toisiaan vastaan ortogonaalisen aliavaruuden suoraa summaa merkitdin

1
tiaydellisesti A @ B, joten ortoprojektiolle P piitee

1
H=ImP ¢ Ker P.

Ortoprojektion ydin ja kuva-avaruus ovat toistensa ortogonaaliset komplementit ja
siten varmasti molemmat suljettuja aliavaruuksia.
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LAUSE 26.7. Sisdtuloavaruuden H nollasta eroavalle projektiolle P seuraavat
ehdot ovat keskenddn yhtdpitdvid:

(1) P on ortogonaaliprojektio.
(2) P on hermiittinen, ts. (x|Py) = (Px|y) Vz,y € H.
(3) P =P~
(4) [|P] =1.
(5) P on normaali, ts. PP* = P*P
(6) P on 7positiivinen”, ts. (x|Px) >0 Vx € H.

Tobistus. (1) = (2): Jos oletamme, ettd Im P L Ker P, niin hajotelmista
r=a+bjay=c+de H=1ImP & Ker P saadaan kaikille x jay € H

(z|Py) = (a + b|P(c+ d)) = (ale) + (ble) = (ale) = (alc) + (ald) = (Pxly).
~— ~—~——
0 0
(2) = (1): Jos P : H — H on hermiittinen ja Pz = 0, niin kaikilla y € H on
(z|Py) = (Pzly) = (0|y) = 0, joten Im P L Ker P.
(2) & (3) seuraa adjungatin mééritelmasta.
Muut kohdat jé#viat harjoitustehtaviksi. [
ESIMERKKI 26.8. Kerrataan esimerkki 10.33: Olkoon H = L?[0,1] ja 0 <t < 1.

Kuvaus
Ty:H—H:f—=Tf=[ Xpou

on ortoprojektio.

Kuva 73. PROJEKTIO FUNKTIOAVARUUDESSA.

KERTAUS 26.9.

(1) Hilbertin avaruuden projektiolause sanoo, ettd jokaiselle suljetulle aliava-
ruudelle A C H on olemassa ortogonaaliprojektio, joka kuvaa pisteen x € H
lihimmaéksi pisteekseen aliavaruudella A. Projektion voi kirjoittaa nikyviin
valitsemalla aliavaruudelle ortonormaalin kannan K4 ja laajentamalla sen
koko avaruuden ortonormaaliksi kannaksi K4 U K 4., jolloin H = A® A+,
eli jokainen vektori x on muotoa

xr = Z (x]e)e + Z (x]e)e,

ecKa eeKAL
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ja Px saadaan yksinkertaisesti jattamaélla téstd esityksestd jalkimméinen
termi pois.

(2) Edellinen esimerkki on Hilbert-avaruudessa ainoa: Jokainen ortoprojektio
liittaa pisteeseen x € H kuvajoukon Im P ldhimmén pisteen.

n

Hilbertin avaruuden ortoprojektio médraytyy téysin kuva-avaruudestaan. Jokai-
nen suljettu aliavaruus on jonkin ortoprojektion kuva-avaruus, joten ortoprojektiot
vastaavat suljettuja aliavaruuksia yksi yhteen. Kahden suljetun aliavaruuden leik-
kaus ja suora summa ovat suljettuja aliavaruuksia. Luettelelemme seuraavassa,
mitéd kuva-avaruuksien inkluusio merkitsee niité vastaaville projektioille. Peruste-
lut jaavat lukijan mietittaviksi.

MAARITELMA 26.10. Olkoot P ja @) ortoprojektiot aliavaruuksille Fp ja Fg.

(1) On helppoa todeta, ettd PQ on ortoprojektio jos ja vain jos P ja @ kom-
mutoivat, ts. PQ) = QP. Tialloin

Im (PQ) =Im (QP) = FpN Fg.

Ker P
E X
F
: \E;QX 1R
7 ' px
Ker Q

Kuva 74. KOMMUTOIVAT ORTOPROJEKTIOT.

(2) Sanomme, ettd P ja @ ovat toisilleen ortogonaaliset ortoporojektiot, mikili
ne toteuttavat seuraavat keskenédin yhtéapitavit ehdot:
i) Fp L Fg, ts. (Px|Qy) =0Vz € H.
ii) PQ = 0.
ii) QP = 0.
P + @ on ortoprojektio.

)
iii)
iv)

)

1
v) Im(P+ Q) = Fp & Fp.

e
Px =
£75 b

R

Kuva 75. ORTOGONAALISTEN PROJEKTIOIDEN SUMMA.
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(3) Merkitsemme
P<Q,

mikili seuraavat yhtépitédvit ehdot toteutuvat:
i) Fp C FQ

ii) PQ = P.

iii) QP = P.

iv) @ — P on ortoprojektio.
) [Pz]| < [|Qz|| VzeH

v

Relaatio P < @ on ortoprojektioille jérjestys, joka on sama asia kuin niiden
kuva-avaruuksien joukko-opillinen inkluusio. Erityisesti jokainen ortoprojektio on
suurempi kuin nollaprojektio, siis tdssid mielessé positiivinen. Nollakuvaus on siis
pienin ortoprojektio ja identtinen kuvaus on suurin ortoprojektio.

X
Px .
T~ P
/;_ Qx
FQ_P

Kuva 76. P < Q.

HuomAuTUS 26.11. Projektioiden jirjestysrelaatio voidaan yleistdd koskemaan
myos muita hermiittisid operaattoreita kuin projektioita. Palaamme tdhén erittédin
tarkedsn nakokohtaan seuraavassa luvussa.

27. Hermiittisten operaattorien ominaisuuksia

27.1. Yleisid ominaisuuksia.
Olemme méiritelleet hermiittisen operaattorin luvussa 10. Kertaamme mééri-
telmén ja tdydennimme tietojamme. Seuraavassa kuntana on C.

KERTAUS 27.1.

(1) Operaattori A on hermiittinen, jos A = A* eli (Ax|y) = (z|Ay) Vz,y € H.
Tamé on kompleksisessa avaruudessa yhtépitédvid sen kanssa, ettd (Az|x) €
R kaikilla x € H.

(2) Hermiittiset operaattorit muodostavat B(H ):n reaalisen vektorialiavaruu-
den, mutta eiviit kompleksista aliavaruutta, eihin edes il ole hermiittinen
operaattori.

(3) Hermiittiset operaattorit eivit muodosta renkaan (B(H),+,o) alirengasta,
silla:

(4) Jos A ja B ovat hermiittisi&, niin AB on hermiittinen aina ja vain, kun
AB = BA.
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(5) Hermiittiset operaattorit muodostavat B(H):n suljetun joukon, siis tdydel-
lisen metrisen aliavaruuden, onhan niiden joukko pisteen 0 alkukuva jatku-
vassa kuvauksessa B(H) — B(H) : T — T — T*.

(6) Jokainen T' € B(H) voidaan yksikisitteiselld tavalla hajottaa muotoon T' =
A+1iB, missi A ja B ovat hermiittisié, nimittéin reaaliosaansa A = %(T* +
T) ja imaginaariosaansa B = (T* —T). Liséksi T on normaali, eli TT™* =
T*T, jos ja vain jos AB = BA. Tietysti jokainen hermiittinen ja myos
jokainen unitaarinen operaattori U on normaali, onhan UU* =1 = U*U.

n

Seuraava lause on periaatteessa lineaarialgebrasta tuttu. Tarkoituksenamme on
pian todistaa, ettd koko spektri on reaalinen.

LAUSE 27.2. Olkoon A € B(H) hermiittinen. A:n ominaisarvot ovat reaalisia
ja eri ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ortogonaalisia.

TobDIsTUS. Perustelu voidaan kopioida &direllisulotteisesta tapauksesta. Ker-
taamme sen. Olkoon Az = Az, missi x # 0. Nyt

R > (Azlz) = (Azlz) = Az,

joten ainakin A on reaaliluku. Olkoon lisdksi Ax = py, missd y # 0 ja A # p. On
osoitettava, etté (x|y) = 0. Koska A on reaalinen, on

(= AN (zly) = (pzly) — (z|\y) = (Azly) — (z|Ay) = (Az|y) — (Az|y) =0. O

27.2. Hermiittisen operaattorin normin kaava.

Seuraavassa kohdassa esiteltévi lause on edellisié vaikeampi todistaa, mutta tar-
vitsemme aivan pian sitd tietoa, ettd jos A on hermiittinen ja (Ax|z) = 0 kaikille
x € H, niin A = 0.

LAUSE 27.3. Olkoon A € B(H) hermiittinen. Télldin
|Al = sup |(Az|z)].

l|z][=1
Erityisesti A = 0, jos jokainen (Az|x) on 0.

TobisTus. Merkitdain normiehdokasta Na = sup), =1 [(Az|z)|, jolloin kaikilla
x € H:
|(Az]2)] < Nal|lz||?

ja viite on Ny = ||A||. Milld tahansa operaattorilla on tietenkin yksikkoépallon vek-
toreille x € H voimassa Cauchyn, Schwarzin ja Bunjakovskin epéyhtélostd saatava

|(Azfa)] < || Azl ||z]| < Al |z]* = Al
ja siis
Na < |[A].-

Kéaédnteinen puoli on varsinainen véite ja sen todistus vaatii hermiittisyyden kéiyt-
tod. Kaikilla u,z € H pétee

(A(u+ 2)|u + 2) = (Auju) + ((Au\z) + (Az]u)) + (Az|2)
(A(u — 2)|u — 2) = (Auju) — ((Au|z) + (Az|u)) + (Az|2)
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Erotuksesta ja hermiittisyysehdosta (z|Au) = (Az|u) saadaan
(Aulz) + (z|Au) = L ((A(u+ 2)|u+ 2) — (A(u — 2)|u — 2)).

Oikea puoli sopii yhteen N 4:n mééritelmén kanssa, ja saamme arvion

[(Aulz) + (2]Au)| = 3] ((A(u + 2)|u+ 2) = (A(u — 2)|u — 2)]
< 5l((A(u + 2)|u+2)| + 51(A(u — 2)|u — 2)|
< gNallu+2|* + 5Nalu — 2|
= Nag(llu+ 2] + flu — 2%)
= Na ([ull® +[l=1*).

missd on lopuksi kiytetty suunnikassaéantod.
Olkoon = € H. Osoitamme, ettd ||Az| < Nal|z|. Voimme olettaa, ettéd = # 0.
Epiyhtilo seuraa edelldolevasta arviosta, kun valitaan

[Az]| . IEdl
U= ja  z=Ax ,
| [ Az]|
jolloin
(Aulz) + (2] Au) = 2] Az[|*  ja
[ull® + ||2[” = 2| Az]| [|«]. D

27.3. Hermiittisten operaattoreiden jérjestys.
Nyt yleistéimme projektioiden jérjestysrelaation koskemaan myds muita hermiit-
tisid operaattoreita kuin projektioita: Operaattori T" on positiivinen, jos

(Tz|z) >0 Vxe H.

Vastaavasti mééritellddn negatitvinen operaattori. Koska positiivi- ja negatiiviluvut
ovat reaalisia, niin positiiviset ja negatiiviset operaattorit ovat siis hermiittisié.

Jos T ja S ovat hermiittisié operaattoreita ja S—T on positiivinen, niin merkitéén
T < S. Niin méaritellaan hermiittisten operaattoreiden jdrjestys.

LAUSE 27.5. Relaatio T' < S on hermiittisten operaattorien joukossa jdirjestys-
relaatio. Erityisesti nollasta eroava operaattori T ei lauseen 27.3 mukaan voi olla
sekd posititvinen ettd negatiivinen.

TobisTus. Harjoitustehtdva. [

LAUSE 27.6.

(1) Jos A, B ja C ovat hermiittisii ja A < B, niin A+ C < B+ C.
(2) Jos A, B ovat hermiittisii, A € Ry ja A < B, niin AA < AB.
(3) Jos A on hermiittinen, niin A% > 0.

TobisTus. Harjoitustehtéva. [
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LAUSE 27.7. Jos A on hermiittinen, niin
[Al] = max{|ml, [M]},
missd m = inf|, =1 (Az|z) ja M = sup, = (Az|z), jolloin siis kaikilla x € H
(malz) < (Aalz) < (Malz), el
ml <A< MI.

n

TobIsTuS. Seuraa heti hermiittisen operaattorin normin lausekkeesta. [
27.4. Hermiittisen operaattorin spektrin reaalisuus.

LAUSE 27.8. Hermiittisen operaattorin A kaikki spektraaliarvot ovat reaalilu-
kuja.

TobisTus. Tieddmme jo, ettd hermiittisen operaattorin A ominaisarvot ovat
reaalisia. Todistamme véitteen nyt muille spektraaliarvoille. Jaamme todistuksen
kolmeen vaiheeseen todistamalla seuraavat viitteet, joilla itselldéinkin on merki-
tysté.

1. Olkoon X € C mikd luku tahansa, niin joka tapauksesa
N
H =Ker(A—X) @& Im(A— ).

Erityisesti, jos Ker(A — AI) = {0}, niin Im (A — X\I) = H, toisin sanoen, jos A —
Al on ingektio, niin se ei tosin vdlttdmdttd ole surjektio, kuten ddrellisulotteisessa
tapauksessa, mutta kuvajoukko on joka tapauksessa ainakin tihed.

PERUSTELU KOHDALLE 1. Jos A ei ole reaalinen, niin silloin se ei ainakaan ole
ominaisarvo, vaan Ker(A — AI) = {0}. Olipa siis A reaalinen tai ei, niin varmasti
Ker(A — M) = Ker(A — A\I). Todistamme, ettd!34

S I
H =Ker(A—XI) & Im (A — \).
Ainakin B
Ker(A — M) L Im (A — AI),

silld jos © € Ker(A —AXI) jay € Im (A — M), eli (A— M)z =0jay = (Az — \2)
jollekin z € H, niin

(zly) = (z[(A = AD)z) = ((A = Al)z|z) = 0.
Sisétulon jatkuvuuden takia siis myos
Ker(A — M) L Im (A — \I).

B I
Pitéd vield néyttad, ettd suljettu aliavaruus Ker (A— A1) @Im (A — M) on koko H.
Suljettu aliavaruus on koko H, jos sen ortogonaalinen komplementti on {0}. Siksi

N —
riittdd niyttdd, ettd (Ker(A — A1) @ Im (A — )\I))L = {0}. Olkoon

r L (Ker(A — X) @ Im (A — AT)).

Silloin z L Ker(A — M) ja 2 L Im (A — XI)). Erityisesti siis kaikille 2 € H on
(z|(A — M)z) = ((A — X)z|z) = 0, joten x € Ker(A — XI). Tisti seuraa, etti
x =0, silld x | Ker(A— \I).

134Varo: ylleviivaus tarkoittaa vililld sulkeumaa, vilills kompleksikonjugointia.
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2. Seuraavat ehdot ovat kukin yhtdpitivid sen kanssa, ettd kompleksiluku X\ ei

kuulu spektriin Sp(A):
(1) A — X on kidntyvi renkaassa B(H).
(2) On olemassa positiiviluku €, jolla YV € H . |[(A — X)x|| > ¢||z||.
(3) inf”m”:l ||(A — )\I)IH > 0.
(4) Ei ole olemassa sellaista jonoa yksikkovektoreita x, € H, joilla ||Ax, —

Ay | — 0.

PERUSTELU KOHDALLE 2. Ehto (1) on spektrin mééritelmd. Ehdot (2), (3)
ja (4) ovat tietenkin kesken#én yhtépitivid ja (2) seuraa heti ehdosta (1). J&i
todistettavaksi, ettd (1) seuraa ehdosta (2).

Oletuksen (2) nojalla (A — AI) on luonnollisestikin injektio ja (A —AI)~! jatkuva
médrittelyjoukossaan Im (A — AJ). Riittéd4 siis todistaa, ettd (A — AI) on surjektio,
eli ettd Im (A—A\I) = H. Totesimme jo kohdassa 1, ettd Im (A— AI) on tihed, joten
riittéd todistaa, ettd se on suljettu. Olkoon y, — y suppeneva jono sen alkioita.
Jokainen y,, on muotoa y, = (A — AI)z,. Oletuksesta (2) seuraa, ettd jono x,, on
Cauchy, joten silld on raja-arvo x € H. Selvisti y = (A — A )(z) € Im (A — \I).

3. Olkoon A\ = p + iv € C siten, etti v # 0. Tdllgin X ¢ Sp(A) eli on olemassa
(A= XI)~Y € B(H). Tdamd on varsinainen vditteemme.

PERUSTELU KOHDALLE 3. Vetoamme edellisen kohdan ehtoon (2). Olkoon z €
H. Osoitetaan, etté
izl < (A = Ax|].

Merkitéén lyhyesti y = (A — Al )x. Nyt on tietenkin

(ylx) = (Az|z) — A(z]z) ja

(zly) = (ylz) = (Az|z) — M(x|z).
Erotus antaa

(zly) — (ylo) = (A = N)(z|z) = 2vi]|z|?,  joten
@) + 112)] > (ely) — (l2)] = A= X |(zl)] = [2villlo]* = 20| |2]?  ja sis
2| Iyl = 2|(zly) = [(z|y)| + |(y]z)| = 2|v||=]>.

Niinpd |v|||z| < ||y|| = [[(A — AD)z||, ja viite seuraa. O

SEURAUS 27.9. Spektrin maksimi ja minimi ovat hermiittisen operaattorin “yld-
ja alaraja”, toisin sanoen maxSp(A) = M = sup|, =1 (Az|z) ja minSp(A) =m =
iIlf”m”:l (A$|I)

TobisTus. Osoitetaan ensin, ettéd Sp(A) C [m, M]. Olkoon A > M. Silloin
—((A=AM)z|z) = —(Az[z) + Az|z) = (A = M)(z|z)
ja siis

(A = M)|[z]]* < [((A = AD)z|2)| < [(A = AD)a]|[|=]].
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Néin ollen (A—M)||z|| < ||(A—AI)z||, eikd X voi lauseen 27.6 todistuksen vaiheen 2.
kriteerin (2) mukaan kuulua spektriin. Samalla tavalla tarkastetaan, ettd mikéiddn
A < m ei ole spektraaliarvo.

Osoitamme seuraavaksi saman todistuksen kohdan (4) vilttdméttomyyspuoleen
vetoamalla, ettd A:n alaraja m ja yldraja M kuuluvat spektriin Sp(A). Valitaan
jono ykkosen pituisia vektoreita x,, jolla

n

M — (Azy|zy,) = 0, \, 0.

Osoitetaan, ettd tdmé jono kelpaa kohdassa (4) mainituksi. Lauseen 27.5 mukaan
|A|| = max{|m|,|M|}. Olkoon ~ > ||A||. T&ll6in operaattorin A + I alaraja on
m+ v > 0 ja yldraja on M + v = ||A + vI||, erityisesti siis

[(A+ D)z, | < M+ 7.
Kaiken kaikkiaan:

| Az, — Man2 = [(A+~D)z, — (M +’7)35nH2
= [(A+vDzn|* + (M + ) ||lzn|® = 2(M +7) (A + y])2p|2))
< (M +7)? 4+ (M +7)? = 2(M +7)(M =6, +7)

— 0,

joten M € Sp(A). Vastaavalla tavalla todistetaan, ettd m € Sp(A). O

LAuse 27.10 (Juno NIEMELA 2001). Hermiittisen operaattorin A spektri si-
sdltdd kaikki joukon {(Az|z) | ||z| = 1} kasautumispisteet.

TobisTus. Kuten lause 27.7. O

Harjoitustehtévié ja huomautuksia lukuun VIII

Harjoitustehtédvii lukuun VIII.

25.1. Todista esimerkin 25.4 viitteet: a) 0 on siirto-operaattorin S : £2 — (2 :
(ay,az2,as,...) — (0,a1,as,...) spektraali- mutta ei ominaisarvo.

b) Operaattorilla

T: L*[0,1] — L?[0,1] : Tf(z) = xf(x),

ei ole ominaisarvoja, mutta jokainen A € [0, 1] on sen spektraaliarvo.
25.2. Olkoon A Banach-algebra ja T' € A kiidntyvi. Todista, ettéi

Sp(T™) = (A | A € Sp(T)}.
25.3. (jatkoa) Olkoon A Banach-algebra ja T' € A siten, ettd [|T]] = [T~ = 1.

Todista, etti kaikilla T:n spektraaliarvoilla on itseisarvo 1.

26.1. Viimeistele lauseen 26.7 todistus osoittamalla kaikki projektion ortogo-
naalisuuden takaavat ehdot yhtépitaviksi keskend#in. Ohje: Huomautuksen 10.27
mukaan normaalilla operaattorilla pitee Ker T'= Ker T* = T'(H)* = T*(H)*.
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26.2. M#aras esimerkisséd 26.8 ortoprojektion 7; komplementaarinen projektio,
ydin ja kuva seké tutki onko kuvaus ¢t — T} jatkuva R — B(H).

26.3. Onko esimerkissé 26.8 kuvaus ¢ — T} kasvava R — B(H)?

26.4. Perustele médritelméssa 26.10 esiintyvit véitteet.

27.1. Todista lause 27.5, jonka mukaan relaatio 7' < S on hermiittisille operaat-
toreille jirjestysrelaatio

27.2. Todista lause 27.6, jonka mukaan

(1) Jos A, B ja C ovat hermiittisi ja A < B, niin A+ C < B+ C.
(2) Jos A, B ovat hermiittisié, A € Ry ja A < B, niin AA < A\B.
(3) Jos A on hermiittinen, niin A% > 0.

27.3. Lauseen 27.8 todistuksen kohdan 2. mukaan A kuuluu hermiittisen ope-
raattorin spektriin Sp(A), mikéli inf|, =1 ||(A — Al)z|| > 0. Osoita, etté témé ehto
on myos valttamé&ton.

27.4. Todista lause 27.10.

Huomautuksia lukuun VIII.
Vaihtoehtoinen todistus lauseelle 27.3.

Tobistus. Olkoon a > 0 ja x € H. Merkitdin y = ax + % jaz = ar — %
Laskemalla voi todeta, etté
A|Tz|® = (Ty|y) - (Tz] 2)
< M|ly||* + M]|z])*
Tx|?
= 2M (o?||z|* + H 2” ).
o
Erityisesti valitsemalla a = /172l saadaan |Tz|| < M||x||, joten ||T|| < M. Toi-

fl]]
sensuuntainen epéyhtilo on triviaali. [

Spektraalikuvauslauseesta. Yksi tapa todistaa spektraalikuvauslause jatku-
valle funktiolle on seuraavanlainen: Maédritelldin ensin f(7") jatkuvalle kuvauk-
selle f € C(Sp(T)): Kuvaus ¢ : {R-polynomit} — B(H) : p — p(T) on sel-
vistikin algebrahomomorfismi. Se on itse asiassa myos jatkuva, kun lihtopuo-
lella kiytetéddin sup-normia yli kompaktin joukon [—m, M], missd m = inf Sp(7T")
ja M = supSp(T).13° Siksi ¢ voidaan jatkaa kuvaukseksi tiydentymien vilille:
¢ : C([m, M]) = {R-polynomit} — B(H). Néin on médritelty f(T') = ¢(f).

Kuvaus ¢ : C(|m, M]) — B(H) on algebrahomomorfismi, mutta ei injektio eiké
surjektio. Se voidaan kuitenkin korjata isomorfismiksi: Kuvajoukko on ilmiselvisti

joukko {p(T") | p on R-polynomi}, joka on suljettu ja kommutatiivinen alialgebra
B(H):ssa. Valitaan tdmé uudeksi kuvajoukoksi. Injektiivisyyden puute (Esimerkki:
T projektio ja p(x) = 22 — z) korjataan pienentdmélld vili [m, M| joukoksi Z(T) =

135Todistamme luvussa 27, ettd hermiittisen operaattorin spektri on reaalinen ja siséltyy vé-
liin [m, M]. Jatkuvuustodistuksessa kiytetéién reaalisen polynomin lausumista tulona reaalisista
1. tai 2. asteen termeistd ja lisdksi tarvitaan myohemmin esitettdvidd Rieszin lausetta 29.21 ”po-
sitiivisuuden” periytymisestd kommutoivien operaattorien tulolle.
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{r € [m,M]| f(T) =0 = f(z) = 0}. Osoittautuu, ettd Z(T) = Sp(T). Néin
saadaan lopulta isometrinen algebraisomorfismi

234

n

¢ :C(Sp(T)) — {p(T) | p on R-polynomi}.

Spektraalikuvauslauseen viite on nyt ilmeinen, silld spektri siilyy algebraisomor-
fismissa ja jatkuva funktio f(xz) — A on kddntyvé tésmilleen silloin, kun silld ei ole
nollakohtaa méirittelyjoukossaan, joka téssd on Sp(7), eli kun A ¢ f(Sp(T)).
Jatkuvan funktion spektraalikuvauslauseen voi todistaa myts vetoamalla itsead-
jungoidun operaattorin spektraali-integraaliesitykseen (Ks. luku X) tai ns. Gelfan-
din teoriaan.'3°
Hyva lukija. Kirjoita tekijille parannusehdotuksia lukuun VIII.

136TsrATL, MOISEEVIC GELFAND 1913-7 Ukraina. Lisitietoja teoriasta: [N].
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IX KOMPAKTIT OPERAATTORIT

28. Kompaktin operaattorin spektri

28.1. Kompaktin operaattorin méiiritelmai.

Olemme luvussa 18.2. jo maédritelleet kompaktin operaattorin ja todistaneet
erdiden integraalioperaattoreiden olevan kompakteja. Nyt on tarkoituksenamme
todistaa kompaktien hermiittisten operaattorien spektraalilause, joka sanoo, ettd
téllaisen operaattorin T': H — H voi lausua diagonaalimuodossa jonkin ortonor-
maalin kannan (f;);c; suhteen

T = Z)‘fz(x‘fz)fz
=1

Kompaktien operaattoreiden perusominaisuudet ovat riippumattomia sisédtu-
losta. Siksi tarkastelemme tilannetta aluksi yleisessd Banachin avaruudessa. Tita
selvipiirteistd asiakokonaisuutta sanotaan toisinaan Fredholmin, Rieszin ja Schau-

derin teoriaksi tai lyhemmin Rieszin teoriaksi.'>”

MAARITELMA 28.1. Banachin avaruuksien vilinen lineaarikuvaus 7' € B(E, F)
on kompakti operaattori, jos se toteuttaa jonkin seuraavista keskenién yhtéapitéivisté
ehdoista:

(1) Yksikkopallon kuva on relatiivikompakti, ts. T(Bg) C F on kompakti.
(2) Yksikkopallon kuva on prekompakti, ts. yksikkopallon kuva voidaan kaikilla
e > 0 peittdd ddrellisen monella e—séteiseelld pallolla.

T(B) C B(vi,e)U---U B(vp,€).

(3) Jos (z;)$2, on jono yksikkopallossa B, niin jonolla (Tx;)$°, on F:ssé sup-
peneva 0sajono.

HuoMm 28.2. (EHTOJEN YHTAPITAVYYS). Pééttely on aika helppo, kunhan
muistamme luvusta 19 pari tietoa metristen avaruuksien topologiasta:

a) Metrisen avaruuden joukko on kompakti aina ja vain ollessaan jonokompakti.

b) Tdydellisen metrisen avaruuden joukko on relatiivikompakti tasan ollessaan
prekompakti. Namé kompaktiuskisitteet ovat siis tédydellisessé metrisessid avaruu-
dessa — erityisesti Banachin avaruudessa — samat.

137 JuLiusz PAWEL SCHAUDER 1899-1943, Ukraina. Teorian peruskirja on [Ri].
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ESIMERKKI 28.3. Operaattori

T:02—0*: (al,ag,ag,...)H(O,a— =, —=...)

on kompakti.

HuomaAuTUs 28.4. Koska #irellisulotteisessa avaruudessa jokainen rajoitettu
joukko on relatiivikompakti, niin jokainen &irellisulotteinen eli dérellisasteinen ope-
raattori on kompakti lineaarikuvaus.

Toisaalta Rieszin lause 6.15 sanoo, etté diretonulotteisen avaruuden yksikkopallo
ei voi olla relatiivikompakti. Siksi kompakti lineaarikuvaus ei koskaan ole avoin
kuvaus, ellei maaliavaruus ole #érellisulotteinen. Siten esimerkiksi ortoprojektio
ddretonulotteiselle aliavaruudelle ei ole kompakti operaattori. Mikéédn muukaan -
retonulotteisten Banachin avaruuksien vélinen surjektiivinen operaattori ei voi olla
kompakti. Erityisesti déretonulotteisessa avaruudessa kompaktilla operaattorilla ei
ole kidnteiskuvausta.

EsiMERKKI 28.5. Kompaktit operaattorit muodostavat suljetun operaattori-
tdeaalin:

(1) Kahden kompaktin operaattorin summa on kompakti.

(2) Kompaktin operaattorin 7" monikerta AT (A € C) on kompakti.

(3) Jos edes toinen operaattoreista 7' ja S on kompakti, niin 7'0 S on kompakti.

(4) Kompaktien operaattorien joukko K(E, F') C B(E, F') on suljettu (operaat-
torinormin mielessi).

Lisiiksi kompakteilla operaattoreilla on ominaisuudet

(4) Asrellisasteiset operaattorit ovat kompakteja.
(5) Kompaktin operaattorin 7' : E' — F rajoittuma suljettuun (!) aliavaruuteen
F C FE on kompakti operaattori F' — T'(F).

PERUSTELU. Harjoitustehtéviksi sopivia. Relatiivikompaktin joukon kuva jat-
kuvassa lineaarikuvauksessa on relatiivikompakti! [J

28.2. Kompaktit diagonaalioperaattorit Hilbertin avaruudessa.

Tarkoituksenamme on yrittdd diagonalisoida hermiittinen, kompakti operaat-
tori. Siksi kannattaa katsoa tarkkaan tavoitetta, hermiittistd diagonaalioperaatto-
ria kompleksikertoimisessa Hilbertin avaruudessa:

ESIMERKKI 28.6. Olkoon A = (\,,)52; lukujono ja (e;);en Hilbertin avaruuden
ortonormaali kanta.
Yleistetty diagonaalioperaattori (vrt. luku 10)

T)\: €T = Z)\Z(ﬂel)ez

1=1

on hyvin mééritelty ja kompakti aina ja vain, kun A € ¢g eli A\,, — 0.
Kompakti diagonaalioperaattori T, on hermiittinen aina ja vain, kun luvut \;
ovat reaalilukuja.
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LAUSE 28.7. Kompaktin diagonaalioperaattorin Ty kertoimet \ ovat sen omi-
naisarvot ja kantavektorit ovat vastaavia ominaisvektoreita.

PERUSTELU. Ratkaistaan ominaisarvoyhtilo

Ax =Tz
Z)\ xle;)e; = Z)\ (z|e;)e;
0= (A=X\)(zles)e;

Koska ominaisvektoriksi ei kelpaa nollavektori, niin viimeisen rivin viite on mah-
dollinen ainoastaan, kun A on jokin luvuista A; ja (z]e;) = 0 kaikilla niilld j, joilla
A#EAN O

ESIMERKKI 28.8. Kompaktilla diagonaalioperaatorilla T’ voi olla spektriin kuu-

luva luku, joka ei ole ominaisarvo. Diagonaalioperaattorin 7’ spektriin kuuluu ni-
mittdin luku 0, mutta se ei ole ominaisarvo, ellei jokin luvuista A; satu olemaan

0.

PERUSTELU. Ominaisarvot méiréittiin jo edelld. Ne ovat luvut A;. On siis vain
todistettava, ettd (T — 0)~! = T—!. Tams tiedetisinkin kohdasta 28.4. [

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd hermiittisen kompaktin operaattorin diagona-
lisoituvuus on kaikkea muuta kuin itsestédéin selvéd.

ESIMERKKI 28.9. Esimerkki lineaarikuvauksesta, joka on hermiittinen ja kom-
pakti, vaikka ei siltd heti ndytd: Olkoon K : [0,1] x [0,1] — C jatkuva kuvaus,
jolla on symmetriaominaisuus K(z,y) = K(y,x)Vx,y € [0,1]. Integraaliytimeen K
liittyvd integraalioperaattori.

Tk : L?[0,1] — L?[0,1]
Ticf(z / K (a0 f(¢) dt

on kompakti ja hermiittinen.

PERUSTELU. Operaattorin kompaktius on todistettu kohdassa 18.8/9 ja seuraa
Ascolin ja Arzelan lauseesta. Hermiittisyyden toteaminen on harjoitustehtévé.

28.3. Yleisen kompaktin operaattorin Riesz-hajotelma.
Kokoamme seuraavaan lauseeseen Rieszin teorian pédtuloksen — selostuksen
kompaktin operaattorin rakenteesta.

MAARITELMA 28.10. Normiavaruuden E aliavaruuksien E; ja Fs C E suora
summa on topologinen suora summa, mikili se toteuttaa seuraavat keskenéin yh-
tapitéavit ehdot:

(1) Projektio p; : By @ E5 — Ej on jatkuva.
(2) Projektio ps : Ey & E5 — E5 on jatkuva.
(3) Kuvaus F1 @ Fy — FEq1 X Fy : 21 @ 22 — (21,22) on homeomorfismi.
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Esimerkiksi Hilbert-avaruuden aliavaruuksien ortogonaalinen suora summa on
topologinen suora summa. Toisaalta avaruuden jako suoraksi summaksi hyperta-
sosta ja suorasta on topologinen suora summa, jos ja vain jos hypertaso on suljettu.
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LAUSE 28.11 (KOMPAKTIN OPERAATTORIN HAJOTELMA). Olkoon E ddretonu-
lotteinen kompleksikertoiminen normiavaruus ja T : E — E kompakti operaattori.

(1) Jokaista nollasta eroavaa ominaisarvoa \ kohti on olemassa E:n hajotelma
topologiseksi suoraksi summaksi

E=ENa®N(\)

siten, ettd
i) E(\) on suljettu ja N(\) perditi ddrellisulotteinen.
it) E(N) ja N(X) ovat T:n invariantteja aliavaruuksia, toisin sanoen
T(E\N) C E\) jaT(N(M\) C N(A).
i) (M —T) :n rajoittuma E(X) — E(X) on kddntyvd
i) (A —T)" :n rajoittuma N (\) — N(X) on nollakuvaus jollakin n € N.
Pienin tillainen luku n = n(\) on nimeltidn A:n kertaluku.
(2) Ominaisarvon X # 0 ominaisavaruus Ex = {x € E | Tx = Aa} sisdltyy
invarianttiin alicvaruuteen N(X) ja on siis ddrellisulotteinen.
(3) Kohdan (1) hajotelma on yksikdisitteinen.
(4) T:n spektri on joko ddrellinen joukko, johon kuuluu 0, tai nollaa kohti sup-
peneva jono.
(5) Kaikki spektraaliarvot, paitsi mahdollisesti 0, ovat ominaisarvoja.
(6) Joko 0 on spektraaliarvo tai sitten koko avaruus E on ddrellisulotteinen.
(7) Jos X ja u ovat nollasta eroavia eri ominaisarvoja, niin N(u) C E(X).

Seuraavat lauseet ovat askelet, joiden kautta edellinen todistetaan.

LEmMMA 28.12. (F. RIESZIN LEMMA) Olkoon E normiavaruus ja T € B(E).
Merkitiin S = I —T. Olkoot edelleen M C L C FE suljettuja aliavaruuksia ja
S(L) C M. Tidlloin on olemassa piste a € L . M, jolla on ominaisuudet

(1) flafl < 1.

(2) Kaikillam € M on ||[Ta—Tm| > 3.

Tobistus. Olkoon b € L ~ M, jolloin § = d(b, M) > 0. Valitaan y € M siten,

ettd ||b — y|| < 26 ja asetetaan a = HZ:ZII' Tamé kelpaa, silld tietenkin ||a|| = 1, ja

jos z € M, niin [la — 2| > 3.

Kuva 77. RIESZIN LEMMAN TODISTUS.
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Jokaiselle m € M pitee siis |[Ta —Tm| = la — (m — Sa— Sz)|| > 3. O

eM

LAause 28.13. Olkoon E normiavaruus ja T : E — E kompakti operaattor:.
Merkitsemme S = I —T. Tilldin

(1) dim(Ker S) < oc.

(2) S(E) on suljettu aliavaruus.

(3) codim S(E) < oo, ts. E = (S(E)U{x1,...,zm}) joillekin z1,...,xmy € E.
(4) Jos Ker S = {0}, niin S on homeomorfismi E — S(E).

Tobistus. ([Di] mukaan)

(1) Operaattorin S ydin muodostuu tasan niistéi vektoreista x € E, joilla pé-
tee Tx = x. Identtinen kuvaus Ker S — Ker S on siten kompaktin operaattorin
rajoittumana suljettuun aliavaruuteen itsekin kompakti, joten Ker S on #érellisu-
lotteinen. o

(2) Olkoon y € S(FE). Valitaan jono (z,),eny C E siten, ettd Sz, — y. On
kaksi mahdollisuutta: jono on joko rajoitettu tai rajoittamaton. Jos (z,)nen on
rajoitettu, niin operaattorin 7' kompaktiuden nojalla kuvajonolla (T'x,,),en C T(E)
on suppeneva osajono, ja siirtymélld siihen voimme olettaa, ettd Tx, — b € F,
jolloin x,, = T'z,,+Sx,, — b+vy, jasiis jatkuvuuden nojalla S(b+y) = lim,, Sx,, = v,
jolloin y € S(FE), kuten pitdd todistaa.

Jos taas jono (z,)nen €l ole rajoitettu, niin voi kuitenkin kdydd niin, ettd sen
pisteet x,, pysyvit ytimen Ker S tuntumassa siind mielessé, ettd jono d(z,, Ker S)
on rajoitettu. Tilloin valitaan pisteet y,, € Kers siten, ettd |x, — yn|l pysyy
rajoitettuna ja sovelletaan dskeistd pédttelyd jonon x,, sijasta rajoitettuun jonoon
Tpn — Yn. Nytkin y € S(E).

Voimme siis olettaa, ettei jono z,, eikd edes sen mikd#dn osajono pysy ytimen
Ker S, tuntumassa, vaan lim,, d(z,, Ker S) = oco. Merkitdin z,, = m, jolloin
d(zn,KerS) = 1 ja voidaan valita pisteet y, € Ker S siten, ettd ||z, — yn| < 2.
Osoitamme, ettd néin ei voi kiiydd, vaan jonolla s, = 2z, — y, on ristiriitaisia
ominaisuuksia. Ainakin d(s,,KerS) = 1 ja selviisti jono s, on rajoitettu, joten
operaattorin T' kompaktiuden nojalla voimme siirtysd osajonoon, jolla T's,, — a €
E. Toisaalta Ss, = S(zn — yn) = Sz, = % — 0, koska Sz, — y ja
d(z,,KerS) — co. Mutta T'+S = I, joten s,, = T's,, +Ss,, — a. Téstd seuraa etti
Sa = lim,, Ss, = 0, mikd on mahdotonta, silli d(a,Ker S) = lim,, d(s,,Ker.S) =
lim,, 1 = 1. Viimeksi tutkittu tapaus ei siis esiinny.

(3) Jos olisi codim S(E) = oo, niin voitaisiin valita vektorit a,, € E siten, ettd
aina

Am+1 §é Vin = <S(E> U {alv s ’am}>

Kohdan (2) mukaan S(E) ja siis myos V,, olisi suljettu. Lemman 28.12 mukaan
olisi olemassa pisteet b, € V;, \ V,,_1, joilla [|b,|| < 1 ja ||[Tb, — Tb;|| > 3 kaikilla
j < n —1. Néin jono (Tb,),cn olisi kasautumispisteetén, mikd on mahdotonta,
kun 7" on kompakti operaattori.

(4) Homeomorfisuus todistetaan niilld oletuksin néyttamilli, ettéd jokaisen sul-
jetun joukon A C F kuva S(A) C E on suljettu. Tam& todistetaan kuten kohta
(2), mutta korvaten E:n joukolla A ja Ker S:n joukolla {0}. O
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SEURAUS 28.14. Jos T on kompakti operaattori ja S = I —T, nitn S on injektio
aina ja vain ollessaan kidntyvd. T:n nollasta eroavat (!) spektraaliarvot ovat siis
0minaisarvoja.

n

Esimerkin 28.8. operaattori osoittaa, ettd nolla voi olla kompaktin operaattorin
spektraaliarvo olematta ominaisarvo.

LAUSE 28.15 (JATKOA 28.13:LLE). Olkoot vielikin T : E — E kompakti ja
S =1-T. Merkitidn lisiksi kuvauksen S = I — T iteroituja kuvajoukkoja :

EO = E7
E1 = S(Eo) =Im S,
By := S(E,) = S*(E),

ja toiselta puolen S:n iteroituja ytimié

NO = {0},
N; == S7H{0} = Ker S,
Ny := S (Ny) = Ker $?

Talloin
(5) (Ngk)ren on nouseva jono ddrellisulotteisia suljettuja aliavaruuksia.
(6) (Ek)ken on laskeva jono kodimensioltaan ddrellisid suljettuja aliavaruuksia.
(7) Jono (Ny) pidttyy. On siis olemassa luku n = min{k € N | Nj11 = Ni},
jolloin Nyy1 = N, Vk > n.
(8) Jono (Ey) pidttyy. On siis olemassa m = min{k € N | Ej;1 = E}}, jolloin
Ek+1 = Ek Vk Z m.
) m<mn.
) E = E, ® N, topologisena suorana summana.
) Rajoittuma S ‘En: FE, — FE, on homeomorfismi.
)

(
(1
(1
(12) Erityisesti, jos S on injektio, niin S on kddntyvd ja siis 1 ¢ SpT. Luku 1
kuuluu siis spektriin SpT ainoastaan, jos 1 on ominaisarvo.

TobpisTus. (5) ja (6) Médritelmén mukaan S =1 —T ja S™ = So---0.5, joten
yleensd ei tietenkisin ole S™ = I — T™, mutta kuitenkin S™ = I — T, joillekin
kompakteille operaattorille 7,,. Tam# on helppo tarkistaa induktiolla: S™*+! =
(I-T,)o(I—-T)=1-1T,—T+T,oT. Viitteet seuraavat siis lauseesta 28.13.

(7) Maéritelmén mukaan Ny = {0} ja N1 = S™1(NVy), jolloin erityisesti kaikilla
k péteviit inkluusiot S(Ng41) C Ni ja Ngy1 DO Ng. Antiteesi: kaikilla & on liséksi
Niy1 # N. Télloin voidaan lemman 28.12 mukaan valita ykkosen pituiset vektorit
Ti+1 € Nip1 N Ny, joilla liséiksi pétee ||Sz,, — Szj|| > % kaikille j < k, miki on
vastoin S:n kompaktiutta.

(8) Kéytdmme taas lemmaa 28.12: Koska S(FEy) C Ejy1, seuraisi vastaole-
tuksesta Ei11 C Fi Vk, ettéd olisi jono yksikkovektoreita xx € Ei ~\ Eyy1, joilla
1Sz, — Szj|| > 1 kaikille j < k vastoin Sn kompaktiutta.
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(9) ja (10) Osoitetaan ensin, ettd N, N E,, = {0}. Olkoon y € N,, N E,,. Silloin
y = S™(x) jollekin z € E ja toisaalta S"y = 0, joten x € Ker §?" = S" = Ker S,
jolloin y = S™x = 0.

Néytetdadn seuraavaksi, ettd m < n. Viite merkitsee samaa kuin E, = E,
ja samaa kuin F,, = F,,. Antiteesi tarkoittaa siis seuraavia asioita: n < m — 1,
E, 2 E,+1 ja E, 2 E,,. Luvun m méiritelmén mukaan F,,_1 2 F,, = E41.
Téssé tilanteessa olisi olemassa z € E,,,_1\E,, C E,\E,,, jolloin Sz € S(E,,_1) =
E,. = En+1 = S(En),elis(z) = s(t) jollekin t € E,,, C E,,. Télloin z—t € Ker S =
Ny C Nyjaz—t € E,, joten z—t € N,NE,, = {0}, eli z = t. Tam4 on mahdotonta,
silld z ¢ E,,, mutta t € F,,.

Pitdd vield ndyttad, ettd £ = E,, & N,, topologisena suorana summana. Olkoon
x € E. Ainakin S"x € E,, = E,, = Epy1 = S(En) = S(E,), joten S"x =
S™y jollekin y € E,. Koska nyt x —y € N, niin z € E, & N,, joka on suora
summa, koska N,, N E,, = {0}. Summa on topologinen, eli luonnollinen projektio
p2 : B, ® N, — N, on jatkuva, koska FE, on suljettu ja N, &érellisulotteinen.
(Harjoitustehtévd; ilmio johtuu siité, ettd projektiokuvauksen koordinaatit ovat
lineaarimuotoja, joilla on suljettu ydin, siis jatkuvia.)

(11) Rajoittuma S ‘E on surjektio ja sen ydin on E, NNy C E, NN, = {0},
joten S on bijektio. Avaruus E,, on suljettu, siis Banachin avaruus, ja S jatkuva,
joten avoimen kuvauksen lauseen nojalla S | g, On homeomorfismi F,, — E,.

(12) Erityisesti, jos S on injektio, niin N3 = KerS = {0}, ja n = 0, joten
E = E, {0} ja siis F4 = E. Viite seuraa nyt kohdasta (11). O

LAUSEEN 28.11 TODISTUS.

(5) Olkoon A # 0. Sovelletaan lausetta 28.15. (12) operaattoriin £ huomaten,
ettda T — A = X (£ — I). Kohta (5) on todistettu.

(1) ja (2) Jos A on nollasta eroava ominaisarvo, niin hajotelman F = E(A)®&N(X)
olemassaolo ja ominaisuudet saadaan jilleen soveltamalla lauseen 28.15 ao. kohtia
operaattoriin % Samalla huomataan, etti ominaisavaruus F) on operaattorille %
avaruus Ny C N, = N(]).

(3) On osoitettava hajotelman E = E(\) @ N(A) yksikésitteisyys. Olkoon F =
E* @ N* toinen hajotelma, jolla on ominaisuudet i) — iv). Merkitdén S =T — A\I.

Jokainen x € FE, erityisesti jokainen x € N* on muotoa r = y + z, missi y €
E()\), z € N(\). Koska hajotelmalla £ = E* & N* on ominaisuus iv), on olemassa
luku h > n, jolla Sz = 0, jolloin myss S"y = 0, koska z € N(\) = Sz =0.
Koska rajoittuma S” |E(>\ on homeomorfismi F(\) — E(A), niiny = 0eliz € N()).
Siis N* C N(A). Koska viite ja oletus ovat symmetriset, on siis N* = N()).

Osoitetaan vield, ettd E* = FE(A). Olkoon nyt x € E* hajotettuna muotoon
x =y+z missi y € E(N), z € N(A\). Koska S"(z) = 0, on S"x = S"y =
S(S"1y) € S(E(N)). Siis S"(E*) C S(E())). Oletuksen iii) nojalla S on surjektio
E* — E*, joten E* C S(E())). Toisensuuntainen inkluusio osoitetaan samalla
tavalla.

(4) Todistetaan, ettd kompaktin operaattorin spektri on joko #érellinen tai nol-
laan suppeneva jono. Merkitdin rajoittumia 7' |E(/\): Ty jaT |N()\): Ts.

Koska N(A) on dérellisulotteinen ja (7% — AI)™ = 0, eli kuvaus T5 — A\l on idem-
potentti lineaarikuvaus, niin lineaarialgebran mukaan on olemassa N(\):n kanta,
jossa matriisi Mat(7: — AI)™ on alakolmiomatriisi, jonka diagonaalilla on pelkkii
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nollia. Tisséd kannassa jokaista kuvausta To — (I, misséd ( € C, esittdd muuten
sama matriisi, mutta diagonalilla on luvut A — ¢, joten determinantista nikee, etté
Ty — (I on kddntyvid tasan silloin, kun ¢ # A.

Todistetaan seuraavaksi, ettd puolestaan T3 — (I on kéiéintyvé, kunhan | — A| on
tarpeeksi pieni, mutta ei nolla. Merkitdin S =T — Al

n

Ty —(I=54M\—-0)I

Tieddmme jo kohdasta (1) iii), ettd Sy on kidntyvi, erityisesti sen kidnteiskuvaus
on jatkuva lineaarikuvaus, joten kaikilla z € F(\) on

[S1z]| = ef|]l,

missé ¢ = ||S7 1|71 Jos nyt ¢ # 0 ja T) — (I on kiiéntyméiton, niin ¢ on kompaktin
(!) operaattorin 77 : E1 — FEj nollasta eroava spektraaliarvo, siis jo todistetun koh-
dan (5) mukaan ominaisarvo. Toisin sanoen on olemassa vastaava ominaisvektori
x € FEq, jolla siis Thx = (x, jolloin edellisen arvion mukaan

€= Al llzll = [IS1z]] = ef|]

Téméhéin on mahdotonta, jos | —A| < ¢, silld ominaisvektorit ovat nollasta eroavia.

Kaiken kaikkiaan koko T" — (I on kiddntyvé, kunhan ¢ # 0, ( # A ja [( — A < c.
Ominaisarvon A # 0 ympéristossé ei siis ole muita spektraaliarvoja. Spektri on siis
numeroituva. Tieddimme luvusta 25.5, ettd spektri on kompakti'38, joten se on joko
ddrellinen tai sen ainoa kasaantumispiste on 0, jolloin se voidaan jirjestdd nollaan
suppenevaksi jonoksi.

(6) Jos E on diretonulotteinen, niin kompakti operaattori T': E — FE ei voi olla
kddntyvé, joten 0 on sen spektraaliarvo.

(7) Olkoon p € SpT luvuista A ja 0 eroava. Lausutaan tutkittava vektori = €
N (p) muodossa x =y + z, missé y € E(\) ja z € N(A). Totesimme edelld kohdan
(4) todistuksessa alakolmiomatriisin determinantin avulla, ettd kun g # A, niin
operaattorin S = T'— ul rajoittuma R = (T — ul) |N()\) on homeomorfismi N(\) —
N (M), erityisesti siis S"z € N () kaikilla n € N. Koska (T'— A )(F(\)) C F()),
niin myds S = T — A + (u — A\)I on kuvaus F(\) — F()), ja siis S"y € F(\)
kaikilla n € N. Toisaalta S"z = 0 jollakin h € N, koska x € N(u1). Siis 0 = Shx =
Shy 4+ Shz, missia Shy € F(\) ja S"2 € N()\). Koska E = F()\) @ N()), on siis
Shy = Shz = 0. Jalkimmaéisesti seuraa viitteemme z = 0, koska S:n rajoittuma on
homeomorfismi N(\) — N(A). O

HuomauTUs 28.16. Jos normiavaruus E on tdydellinen, siis Banachin avaruus,
niin lauseen 28.11 tilanteessa kuvaus ¢ + (T — ¢I)~! on tietenkin analyyttinen
eli holomorfinen joukossa C ~. SpT'. Silld on napa jokaisen nollasta eroavan omi-
naisarvon A kohdalla ja ettd navan kertaluku on lauseessa esiintyvd ominaisarvon
kertaluku n = n(A). Avaruuden N(A) dimensio on nimeltéin operaattorin 7' omi-
naisarvon A geometrinen kertaluku ja avaruuden E()) kodimensio on operaattorin T
ominaisarvon \ algebrallinen kertaluku. N&m# ovat samat ainoastaan, kun n(\) =
1, Banach-tapauksessa siis, kun napa on yksinkertainen.

138 Tyss4, tilantessa suora todistuskin olisi jo helppo. HT.
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Normiavaruuden kompaktilla operaattorilla ja sen jatkolla tdydentymén kom-
paktiksi operaattoriksi on sama spektri ja nollasta eroavilla ominaisarvoilla samat
kertaluvut ja avaruudet N(\) ja E(A).

PERUSTELU. Sivuutamme todistuksen, vaikka se ei ole kovin vaikea. Ks. esim.
[Di] tai [W].

28.4. Hermiittisen kompaktin operaattorin diagonalisointi.

Banachin avaruuden kompakti operaattori on edelld sanotun mukaan ominai-
suuksiltaan jossakin méédrin dérellisulotteisen kaltainen. Palaamme alkuperéiseen
ongelmaamme — diagonalisoimaan Hilbert-avaruuden kompaktia operaattoria.

Kompaktin operaattorin spektraalihajotelma on hermiittisessé tapauksessa odo-
tetun kaltainen:

LAUSE 28.17. (HERMIITTISEN, KOMPAKTIN OPERAATTORIN SPEKTRAALIE-
SITYS). Olkoon T kompakti, hermiittinen, ddreténulotteinen. Silloin T:n spektri
muodostuu luvusta nolla ja sen lisiksi nollaan suppenevasta jonosta reaalisia omi-
naisarvoja (A1, A2, Az, ...). Niihin liittyy sellainen ortonormaali jono ominaisvek-
toreita (x1,x9,x3,...), ettd T:lld on kehitelmd

Tx—Z)\kaHa:k iT:ﬂxk
k=1

Téaydentimdlld tamd ominaisvektorijono koko avaruuden ortonormaaliksi kannaksi
saadaan sits T diagonalisorduksz.

SEURAUS 28.18. Olkoon T kompakti ja hermiittinen, mutta ei identtisesti 0.
Silloin silld on sellainen ominaisarvo \, ettd |\ = ||T||, ja on olemassa vastaava
ominaisvektor: x € H, jolle

[zl =1 ja
(T | z)| = [IT]|

PERUSTELU. Yhdistele lauseet 27.2. ja 28.17. [

Luvussa X kerrotaan, miltd hermiittinen operaattori ndyttad ilman kompakti-
suusoletusta.

Harjoitustehtévii ja huomautuksia lukuun IX

Harjoitustehtévid lukuun IX.
28.1 Verifioi kohta 28.5:

Kahden kompaktin operaattorin summa on kompakti.

Kompaktin operaattorin monikerta on kompakti.

Jos toinen operaattoreista T ja S on kompakti, niin 7" o S on kompakti.
Kompaktien operaattorien joukko KC(E, F') C B(E, F') on suljettu.
Adirellisasteiset operaattorit ovat kompakteja.

Kompaktin operaattorin rajoittuma suljettuun aliavaruuteen on kompakti
operaattori F' — T(F).

(1
(2
(3
(4
(5
(6

S N N N N
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28.2 Verifioi kohta 28.9 osoittamalla, ettd jatkuvaan saymmetriseen integraaliy-
timeen
K :[0,1] x [0,1] — R liittyvéi integraalioperaattori Tk : L%[0,1] — L?[0,1] :
Tk f(x) = fol K (z,t)f(t) dt on hermiittinen.

28.3 Todista lauseen 28.15 kohta (10).

28.4 Perustele huomautus 28.16 etsimélli kirjallisuudesta lisétietoja.

n

Huomautuksia lukuun IX.

Taysjatkuvat operaattorit. Kompakti operaattori 7' kuvaa jokaisen heikosti
suppenevan jonon (z,)neN normin mielessd suppenevaksi jonoksi. Syy téhén on se,
ettd heikosti suppeneva jono on heikosti rajoitettu eli lauseen 22.15 mukaan normin
mielessd rajoitettu. Jos E on Hilbertin avaruus tai muuten vain refleksiivinen, niin
Alaoglun lauseen avulla voi todeta, ettd tdmé on myos riittéavid kompaktisuudelle.
Kompaktien operaattorien teoria yleistyy kuitenkin helposti Banach-, jopa lokaali-
konvekseihin avaruuksiin yleensé. Télloin em. ehto ei ole riittévi, vaan joudutaan
tekeméin ero kompaktien ja em. ehdon toteuttavien, eli tdysjatkuvien operaattorien
valilla.

Rieszin teorian yleistys. Rieszin teoria pitee lihes sellaisenaan lokaalikon-
veksin topologisen vektoriavaruuden kompaktille operaattorille 7.

Hyvi lukija. Kirjoita tekijille parannusehdotuksia lukuun IX.
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X SPEKTRAALI-INTEGRAALIT

29. Hermiittisen operaattorin spektraaliesitys

29.1. Pastuloksen esittely.

Oletamme, ettd K = C. Seuraavassa diagonalisoidaan mielivaltainen hermiit-
tinen operaattori A € B(H). Adrellisulotteisesta ja kompaktistakin tapauksesta
tunnetun summamuotoisen esityksen tilalle tulee integraalimuotoinen esitys.

Ennen yksityiskohtaisia konstruktioita ja todistuksia esitimme piitulokset ja
joitakin erikoistapauksia:

MAARITELMA 29.1. Spektraaliparvi eli ykkdsoperaattorin hajotelma E on ku-
vaus, joka liittéé jokaiseen viliin |—oo, A[ C R tai yhtélailla jokaiseen lukuun A € R
ortoprojektion E(] — oo, A\[) = E, siten, ettd

(1) E on kasvava: A < p = Ey <E,.

(2) E on vasemmalta vahvasti*3® eli pisteittiin jatkuva: kaikilla z € H pitee
A— p— = Exz — E,x.

(3) E:n kasvu tapahtuu kompaktissa joukossa'??: On olemassa m, M € R siten,
ettda E,,, =0 ja Ey = 1.

Spektraaliparven kasvavuus merkitsee, ettd kun A\ < p, niin péteviit seuraavat
keskend#n yhtépitavit asiat:
Z) EA < E,u;
i) Ve € H: (Exzlz) < (Eyz|z).
iii) EAE, = E,.
Z"U) EuE)\ = E)\.
v) Im (Ey) CIm (E,).
vi) Ker(E,) C Ker(E)).
vii) ||Exz|| < ||Euz|| Vze H
viii) Ex — E,, on ortoprojektio.

ESIMERKKI 29.2. Kuvaus A — E,, missi Ey € B(L?[0,1]) : f — X[ f, on
spektraaliparvi.

Miirittelemme seuraavassa jatkuvan funktion integraalin spektraaliparven suh-
teen. Samalla tulee miéritellyksi operaattoriarvoinen mitta.

139Vahva konvergenssi on vahvempi kuin heikko mutta heikompi kuin normikonvergenssi.
1400\ garitelmé vaihtelee hieman eri yhteyksissd. Toisinaan hyviksytésin parvia, joilla kompak-
tiusehdon tilalla on vain 4oo:ssd raja-arvot 0 ja I.
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Menettelymme on analoginen Riemann-Stieltjes-integraalin*' muodostamiselle
eli sille tavalle, jolla todennikoisyyslaskennassa on tapana rakentaa reaaliakselille
todennékoisyysmitta, kun tiedossa on siihen liittyvé kertyméfunktio.

n

MAARITELMA 29.3. Olkoon f : [m, M] — C funktio ja E : R — B(H) spekt-

raaliparvi. Integraali
My

S = f(A) dE

m
madritelladn seuraavien vaiheiden kautta:

(1) Laajennetaan f joukkoon [m,oo[ asettamalla f(x) = f(M), kun = > M.
(2) Madritellddn rajoitetulle osavilille [, B[C [m, co| mitta asettamalla

B([a. 8]) = B(] — o0, 8]) — B(] - 00, a]) = Es — Ea.

E([«, £[) on ortoprojektio. Erilliset vilit antavat ortogonaaliset kuvajoukot.
(3) Méaritelldén vélin [m, M + €] jakoon

J:m=X <M< < A\,=M+¢

ja pisteisiin & € [A\g—_1, Ag[ liittyvd ”Riemannin ja Stieltjesin summa”
Sy =Y FEEe-1,Ar]).
k=1

(4) Sanotaan, etté f on integroituva spektraaliparven E suhteen, ja operaattori

S = fer f(A) dEy on sen integraali, mikéli jakoa tihennettdessid S; — S
positiiviluvun ¢ ja pisteiden & valinnasta riippumatta, eli kun kaikillan > 0
on olemassa § > 0 siten, etti

n

S =3 FEE(Ae—1, M)

k=1

<7

positiiviluvun € ja pisteiden & valinnasta riippumatta, kunhan jaon J: m =
Ao < A1 < -+ < Ay = M + ¢ jokainen osavili on pituudeltaan enintéén 9.

HuomAuTUuUs 29.4.

(1) Jos f on integroituva, niin jakoa tihennettdessé

> @ ((2[Bry) — (2[Ex,y) — (2]Sy)
k=1

kaikilla z € H.
(2) Jos f on reaaliarvoinen, niin integraali S on hermiittinen operaattori.
(3) Pian todistetaan, etté jokainen jatkuva f on integroituva.

141[A].
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ESIMERKKI 29.5. a) Adrellisulotteisen avaruuden diagonaalisen operaattorin voi
lausua funktion f(z) = x integraalina sopivan spektraaliparven suhteen. Esimer-
kiksi matriisia

2 0 0
0 3 0
0 0 4
vastaava operaattori on
My

A= AdEj,
missé
0, kun A <2
(z|ler)er = (21,0,0), kun 2 < A <3
(zler)er + (zlea)es = (x1,22,0), kun 3 < XA <4

Z?Zl(x\ej)ej =z, kun 4 < A

E)\{L‘ =

Se, ettd integraalin voi myos ilmaista tavalliseen tapaan summana

A=

J

3

(-lej)es,
=1
liittyy siihen, etté tdlla operaattorilla ei ole muita spektraaliarvoja kuin kolme omi-
naisarvoaan.

b) Adretonulotteisessa tapauksessa spektraaliarvoja voi toisaalta olla vaikka ko-
konainen vili, eiki niiden tarvitse olla ominaisarvoja. Spektri on kuitenkin kom-
pakti ja hermiittisen operaattorin spektraaliarvot ovat kaikki reaalisia. Esimerkin
29.2 spektraaliparvi kiy niytteeksi tistid. Operaattorin

T :L?0,1] — L?[0,1] : Tf(x) = zf(z)

voi lausua integraalina

1y
T:/ AE),
0

EX(f) =T\(f) = fxpon-

misséi

Tamén luvun padlause sanoo, ettd mikd tahansa hermiittinen operaattori ”dia-
gonalisoituu” integraalimielessa.

LAUSE 29.6. Olkoon A € B(H) hermiittinen operaattori. Silloin on olemassa
spektraaliparvi E, jolla on seuraavat ominaisuudet:
(1) m ja M ovat operaattorin A ala- ja yliraja, eli joukon {(z|Az) | v € H}
mfimum ja supremum.

© ;
A= / ' AdE,.

m
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A:n spektraaliparvelta voidaan lisiksi vaatia ominaisuudet, jotka samalla tekevit
sitd yksikdsitteisen.

n

(3) Ex kommutoi jokaisen sellaisen operaattorin kanssa, joka kommutoi A:n
kanssa: Jos B € B(H) ja AB = BA, niin ExB = BE,.
(4) Kaikilla p € R ja x € H on olemassa oikeanpuoleinen raja-arvo

lim E,zx.
A—pu+

PERUSTELU. Todistamme tidmén viitteen vaiheittain.

LAUSE 29.7. a) Integraali ff* f(A) dEy on luonnollisesti lineaarinen integroi-
tavan funktion suhteen:

My n n My
/ Zakfk()\) dEA = Zak/ fk:<)\) dE)\.
k=1

b) Jos A= [M* XdE,, niin

¢) Yleisemminkin kaikille polynomeille f pitee

My

f(A) = f(A) dE.

m

PERUSTELU. Lineaarisuus on ilmeinen asia. Todistamme viitteen b) ja us-
komme, ettd c¢) voidaan todistaa samaan tyyliin. Olkoon 1 > ¢ > 0. Valitaan
niin tihed jako, etté siitéd alkaen

[4- > 6B <o
k=1

jolloin tietysti
n 2
(A= aEw-1 D) | <62
k=1

ts.
H — A? + (2A2 — 2142”:5143]3([)%_1,)\].3[)) + (Zn:ng([)‘k—h)\kD>2H < 52
k=1 k=1

eli

|24(a- ing([Ak_l, ) —l—((i{kE([)\k_h)\kD)Z - A7) <o
k=1 | k=1

N

I="—lI<2llAll6
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Koska operattorit E([Ax—1, Ax[) ovat ortoprojektioita ortogonaalisille aliavaruuk-

sille, ja siis E([Ak—17 /\k[)E([)\l—la )\l D = 5klE([)\k—17 )\k[), niin

(Do &R AD) = EBw 1 .
k=1 k=1

Niisté havainnoista ensimmaéinen viite seuraakin, ja korkeammille potensseille tu-
loksen antaa sama péittely ja induktio.

29.2. Jatkuvan funktion integroituvuus spektraaliparven suhteen.

LAUSE 29.8. Olkoon f : R — R jatkuva, f(x) = f(m) kaikille x < m ja
f(x) = f(M) kaikilla x > M. Tdlloin f on integroituva vdlilla [m, M| kasvavan
spektraaliparven Ey suhteen.

TobisTus. Palautamme mieleen, etté

(1) Spektraaliparvi E liittéé jokaiseen A € R ortoprojektion Ej siten, ettd E
on kasvava ja vasemmalta pisteittdin jatkuva.
(2) E,,=0jaEy =1.
(3) On merkitty E([a, 5]) = Eg — E,, jolloin kukin E([a, 8[) on ortoprojektio,
ja erilliset vilit antavat toisiaan vastaan ortogonaaliset projektiot.
(4) S5 =3kt F(ER)E(Ae—1, Ak[)-
Viitdmme, ettd jokainen jatkuva f on integroituva spektraaliparven E suhteen, eli
ettd on olemassa S € B(H) siten, ettd jakoa J tihennettdessid S; — S, jolloin
erityisesti kaikilla x € H

D SE)@B(N—1, Au)y) = (2]S5y) — (2]Sy).
k=1

P#ittely on aivan sama kuin todistettaessa jatkuvan reaalifunktion f Riemann-
integroituvuutta yli kompaktin viilin [m, M +¢]: Olkoon n > 0. Koska f on jatkuva
ja kompaktin vélin [m, M] ulkopuolella jatkettu vakioksi, niin fon tasaisesti jatkuva.
Valitaan ¢ > 0 siten, ettd

[f(2) = fFy)l <,

kunhan |z — y| < 6. Olkoot J; ja Jo kaksi vilin [m, M + ¢] jakoa, joilla kummal-
lakin kaikki osavilit ovat lyhempid kuin 6. Koska B(H) on tdydellinen, niin riittas
osoittaa, ettid vastaaville summille pétee

|51 — Saf <7

vilipisteiden £ valinnasta riippumatta. Siirtyméilld tarvittaessa tarkastelemaan yh-
distelméjakoa J; U Jy voimme olettaa, ettd J; C Jo ja numeroida jakopisteet

m:>\0<)\0,0<)\071<---<)\07n0
=\ <)\1’0<)\171 <"'<)\1,n1
:/\2</\270<>\271 <“‘<>\2,n2

=\, =M +¢.
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Summaan S liittyvit vélipisteet

&k € [Ar—1, Ak

ja summaan Ss liittyvit vilipisteet
ki € Mb—1,j—1, Me—1,5[C [Ae—1, Ak

Koska jaon Jy vilit [Ag_1, A\x[ ovat lyhempid kuin 7, on jokainen

& — &k,jl <
Summat ovat
S1 =Y FIEENe-1. M) = D F(&) D B(Pro1j-1, Me—1,40)
k=1 k=1 j=1
ja Sz = k) E([Ae—15-1, AMe—1,50),
k=1 j—1

joten niiden erotus on

S1— S8 => 3" (f(&) = f(&,)) B(Ae-1-1, Me-1,5])

k=1 j=1
Koska projektiot E([Ax_1,—1,Ak—1,j[) ovat ortogonaalisia, on siis kaikilla z € H

2

1Sy = Sa)zl* = D (f(&) = (&) B(Ak—1-1, Ar—1 )z

k=1j=1

=357 £ — FERD N E(M e jo1s Aemr g Dl

k=1 j=1

n ng
< Z Z S| E([Me—t,j—1, Me—1,5 )|
k=1j=1

n ng

= 52 Z Z | E(Ae—1,5-1, Me—1,5 [)5’5"2

k=1j=1
< &%||z]?.

Siis ||S1 — S2|| < 0 riippumatta luvusta ¢ ja jakopisteistd . Jatkuva funktio on
siis integroituva. [J



