
ILMAINEN MAINOSKAPPALE
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Esipuhe

Eukleideen (n. 325 - 265 e.Kr.) Alkeet oli kahdentuhannen vuoden
ajan mallina matemaattiselle täsmällisyydelle ja yleensäkin matemaat-
tiselle ajattelulle. Siksi sitä käytettiin myös näiden taitojen opettami-
sen välineenä, vaikka Alkeita ei ole tarkoitettu oppikirjaksi eikä varsin-
kaan nuortenkirjaksi. 1800-luvulla lukuihin liittyvä matematiikka ohit-
ti geometrian täsmällisyydessä. Kun Eukleides menetti asemansa ylei-
senä ajattelun mallina, Alkeet vähitellen syrjäytyi kanonisen koulu-
kirjan roolista. Tilalle tulleissa kirjoissa otettiin enemmän tai vähem-
män onnistuneesti huomioon joko koululaisen vähittäinen oppiminen tai
matematiikassa tapahtunut kehitys, joissain tapauksissa molemmat nä-
kökohdat. Pisimpään Eukleideen kirja säilytti asemansa vanhoillisissa
Englannissa ja Ruotsissa — sekä Suomessa. Mårten Strömerin (1707-
1770) kohtalaisen tarkka ruotsinkielinen käännös [?] oli täällä käytös-
sä pitkälti yli vuosisadan. (M. Strömer: 6 ensimmäistä kirjaa 1744,
koko teos 1748, yhteensä ainakin 15 painosta, joista yksi Kuopios-
sa 1846 ja viimeisin 1884.) Kun suomenkielinen lukio-opetus aloitet-
tiin Jyväskylässä 1858, alettiin tarvita suomenkielisiä oppikirjoja. Strö-
merin ruotsinnosta oli jo kahdesti aikaisemmin alettu kääntää suo-
meksi. D. E. D. Europaeus [?] oli kääntänyt Alkeiden ensimmäisen
kirjan 1847. Käännös on nähtävissä osoitteessa http://koulut.etela-
karjala.fi/savilu/Europaeus/oppikirja/etusivu.htm . Seuraavana vuonna
oli ilmestynyt piirilääkäri Wolmar Schildt-Kilpisen [?] kääntämänä Al-
keiden neljä ensimmäistä lukua, mutta suomenkielinen matemaattinen
sanasto oli vielä kovin vakiintumatonta ja Kilpinen oli liiankin innokas
keksimään uudissanoja. (Onnistuneita ovat mm. tiede, taide, jalkine ja
päätelmä.) Niinpä Kuopion kymnaasin lehtori Peter (Pekka) Aschan [?]
käänsikin Jyväskylän Lyseon tarpeisiin kokonaan uudelleen neljä ensim-
mäistä kirjaa ja niiden lisäksi vielä viidennen ja kuudennen, kaiken kaik-
kiaan koko tasogeometrian. Näin oli suomennettu puolet Alkeista. Kirja
ilmestyi 1859 — tasan 150 vuotta sitten.
On kohtalon ivaa, että Eukleideen tasogeometria ilmestyi suomek-
si juuri, kun se oli jäämässä pois koulukirjakäytöstä Suomessakin.
Aschan tosin puolusti kirjaa julkisesti mutta taipui sitten ja suo-
mensi korvaavan, alkujaan tanskalaisperäisen oppikirjan, ”Mundtin
Eukleideen” [?] (C.E. Mundt: Laerebog i den elementaire Plangeo-
metrie, 1838, ruotsintanut ja osin mukaillut J. E. Bergroth nimellä
Elementarkurs i plana geometrin af C.E. Mundt, Helsingissä 1865.),
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josta sitten tuli geometrian perusoppikirja useimpiin alkuaikojen suo-
menkielisiin oppikouluihin.
Aschanin käännöksen kohtaloksi tuli siten jonkinasteinen unohdus —
ainakaan siitä ei tullut sellaista suurlevikkistä menestysteosta, joka
Eukleideen Alkeet on maailmalla muuten ollut. Täydellisiä Eukleideen
Alkeita ei vieläkään ole saatavilla suomeksi, eikä tasogeometrian osuut-
takaan ole käännetty uudelleen Aschanin jälkeen. Suomessa käytetty-
jen geometrian oppikirjojen historiaa on selvitetty Aatu Nykäsen väi-
töskirjassa [?] vuodelta 1945, joka on edelleen kirjastoissa hyvin saata-
vissa.
Alkeet ei ole geometrian alkeisoppikirja eikä sovi koulukirjaksi, mutta
siihen kannattaa kuitenkin tutustua, sillä matematiikan yleinen esi-
tystapa ja teorian rakenne käsitteineen, todistuksineen, aksioomineen,
määritelmineen ja teoreemoineen on pitkälti peräisin tästä teoksesta
ja säilynyt periaatteessa samanlaisena. Juuri geometria tarjoaa erin-
omaisen mahdollisuuden harjoitella sekä uskottavien että yllättäväl-
tä tuntuvien väitteiden todistamista ja ymmärtämistä. Epäeuklidisen
geometrian olemassaolo vain lisää motivaatiota tuntea ja ymmärtää
myös klassista teoriaa.
Käsillä oleva teos esittää Eukleideen tasogeometrian kaikkine yksi-
tyiskohtineen, mutta ei aivan sanatarkasti. Näissä kansissa on jopa
kaksikin eri versiota, eikä kumpikaan ole tarkka käännös. Aivan
tarkkaa käännöstä ei edes ole mahdollista tehdä. Eukleideen itsensä
kirjoittamat käsikirjoitukset ovat tietenkin kadonneet jo kauan sit-
ten ja tietomme niistä perustuvat säilyneisiin kopioihin, ties kuinka
moneen kertaan jäljennettyihin. Alkuperäisten rekonstruoimiseksi
on nähty vaivaa jo vuosisatojen ajan. 1800-luvulla käsikirjoitus-
ten vertailuun perustuva filologinen tutkimus nousi kukoistukseen
Euroopassa ja vuosisadan vaihteessa tanskalainen Johan Ludwig
Heiberg julkaisi sana sanalta huolellisesti läpi mietityn Eukleides
-edition. 1900 -luvun alkupuolella englantilainen Sir Thomas Little
Heath täydensi Heibergin tutkimuksia ja kirjoitti Eukleideen Al-
keista englanninkielisen version, jota yleensä pidetään parhaana
laitoksena. Kun viittaan ”Eukleideen alkuperäistekstiin” tai ”käsi-
kirjoituksiin” tai lyhyesti vain ”Eukleideeseen itseensä”, tarkoitan
Heathin kirjaa. En kuitenkaan ole kääntänyt Heathin editiota suo-
meksi, vielä vähemmän etsinyt tieteen toistaiseksi viimeistä sanaa
siitä mikä todistus on todella peräisin Eukleideelta itseltään ja mikä ei.

Kuten kirjaa selaava heti huomaa, olen valokopioinut ja julkaissut
uudelleen Aschanin suomennoksen sellaisenaan. Fraktuurakirjasimiin
tottuu yhtä nopeasti kuin vieraaseen käsialaan; harjoitusmateriaaliksi
olen kopioinut alkuperäisen esipuheen ja alkulauseen antiikvakirjasi-
min.
Aschanin teksti on ”tarkka käännös”, tosin ei tietenkään Heathin kriit-
tisestä versiosta, vaan Strömerin laitoksesta, jota vielä 1800-luvulla
käytettiin kouluissa. Aschanin teksti poikkeaa kyllä monin paikoin
teoksesta, josta se on suomennettu. Käytössäni on ollut Strömerin kirja
vuodelta 1813, joten osa huomaamistani eroista voi olla peräisin myö-
hempiin painoksiin tehdyistä muutoksista. Paikoitellen Aschan kuiten-
kin kertoo tehneensä muutoksen itse. Hän on kirjoittanut sekaan omia
kommenttejaan, jotka ovat erityisen mielenkiintoisia siksi, että niistä
heijastuu, miten geometriaa on ymmärretty oikein ja väärin ja mihin
sitä on ajateltu tarvittavan. Lukemalla Aschanin tekstiä saa välitöntä
tuntumaa siihen, millaiseksi asiaksi matematiikka on mielletty kulttuu-
rissa, josta omamme on parissa vuosisadassa muovautunut.
Tarkoituksenani ei kuitenkaan ole vain tuoda vanhaa tekstiä uudelleen
painettavaksi, vaan ennen kaikkea saada Eukleideen Alkeiden tunne-
tuin osa kohtuullisen helposti luettavaan muotoon. Siksi olen myös kir-
joittanut lähes kaiken uudelleen nykysuomeksi käyttäen moderneja kä-
sitteitä, usein myös lyhennettyjä ilmaisuja ja merkintöjä. Samalla olen
vertaillut käännöstä ja Eukleideen alkutekstejä koettaen päätellä miten
kirja ymmärrettiin siihen aikaan, kun sitä käytettiin koulussa. Kirjoit-
taessani en voinut olla ihailematta muinaisten kreikkalaisten korkeaa
tieteen tasoa – enkä myöskään sitä kehitystä, jonka tuloksena nykyisin
on kohtuullisella vaivannäöllä mahdollista ymmärtää syvällisesti, mitä
he oikeastaan keksivätkään.
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Alkuperäinen esipuhe

Jo on yksitoista wuotta kulunut siitä, kuin äitin kieltämme rakas-
tawa, opiltansa ja kunnoltansa jalo maamies, herra lääkitystieteen
tohtori W. Kilpinen, Suomalaisen Kirjallisuuden Seuran kustan-
nuksella ensin julkaisi suomeksi kääntämänsä ”Neljä ensimmäistä
kirjaa ynnä viidennen määritykset Eukleideen Alkeista mit-
taustieteessä.” Tämä käännös, ehkä ensimmäisiä kokeita suomen
kielen käyttämiseen suuretieteellisissä tutkistelemisissa, onnistui-
kin niin hywin, että se huoli, joka vielä näkyy pimittävän yleisön
tarkkaamista, kohta häwisi asian laitaa ymmärtäwistä lukijoista,
nimittäin että nämä aineet olisivat aivan outoja ja korkeita suo-
meksi esitellä, koska kieli muka ei wielä olisi kyllin taiwutettu niitä
selittämään. Mutta ettei kuitenkaan suuretieteellisiä kirjoja enem-
mältä ole präntin kautta tullut julkisuuteen, sen on waikuttanut, ei
suomen kielen suotta soimattu kykenemättömyys, waan sama syy,
joka on estänyt kirjallisuutemme rikastumista useammista muista-
kin tieteen haaroista, se syy nimittäin, etteiwät tämmöisiä kirjoja
oppimattomat Suomalaiset ole paljon kaiwanneet, eikä edes siwis-
tyneempi herras-sääty, jonka suurempi muukalais-ruotsinkieliseen
pukuunsa tottunut oppi ei itsessänsä tuntenut halua kääntymään
suomalaiseen kirjallisuuteen, jota pidettiin wähä-arvoisena. Ja kuin
niistä ei ole ollut erinomaista puutosta, niin harwat mitättömään
kirjantekoon owat ryhtyneet, ehkä useampi tätä kyllä owat har-
rastelleet; sillä suosittelematon lempi kylmenee hiljanki. Nytpä jo
ajat ovat entisistä muuttuneet siihen määrään, ettei enään tulla
toimeen ainoasti suomen kielen suosittelemisessä, waan sitä jo
todella aletan waatia itsekultakin julkisissa wirantoimituksissa,
sekä kouluissakin, ja se on siis, ehkä wielä ruotsin kielen rinnalla,
woittanut luonnollisen oikeutensa, olla wälikappaleena yhteisissä
keskustelemisissa, ja opin sanansaattajana suomalaiselle nuori-
solle. Tämä suomen kielen arvon ja oikeuksien myönnyttäminen
matkaansaatti myös wiime kuluneinea aikoina, että selwä suo-
malainen oppilaitos perustettiin Jywäskylän kaupunkiin, kaikille
maamiehille suurimmaksi iloksi ja ihanimmaksi toiwoksi. Ja onkin
koulu jo Lokakuun ensimmäisenä päiwänä alkawa työnsä, niinkuin
se jo sitä ennen on warustettu opettajilla ja tarpeellisilla opetus
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kaluilla. Ainoasti suomalainen oppikirjasto on osin wielä hätäwarai-
nen, sillä kirjoja ei kaswa kuin sieniä lämpimän sateen jälestä, waan
aikaa woittain niitä kyllä tehdään hywiäkin ja huonommat parai-
ten parannellaan käytettäissä. Alkuperänä tähän teokseen on saman
suomenkielisen koulun tarwe, joka, herra tohtori Kilpiseltä esitelty,
Suomalaisen Kirjallisuuden Seuralta on allekirjoitetulle uskottu täy-
tettäwäksi. Olen epäilemättä käynytkin työhön siinä wakuutuksessa,
että, kuin on paljon yhtaikaa ja kiiruulla tehtäwänä, myös kehnom-
mankin apu on otollinen.
Mutta tosin ei taitaisi olla ylenpalttista sanella moniahta sana itses-
tä kirjastani ja mikä sitä kirjoittaissa on pidetty päätarkoituksena ja
silmämääränä. Se minun aina oli muistettawa, että kirja piti tehtä-
män semmoinen, että se kelpaisi nuorempienkin koululaisten käsiin
pantawaksi ja siis olisi yksinkertaisesti esitelty, juuri poikalapsien tie-
don ja taidon mukaan. Tämän syyn kautta täytyi mun ensi alusta
hyljätä Kilpiseltä ja muilta käytetyt suuretieteelliset merkit, joiden
selittäminen alkawaisille tekee melkein yhtä paljo waiwaa, kuin si-
sältä lukeminen. Toiseksi oliwat sekä kaikki määritykset tarkemmin
rajoitettawat, tiedesanain joukosta sopiwimmat walittawat ja niiden
merkitykset wissisti määrättäwät, että erinomattain esittelöiden to-
distukset niin saannetawat, että selwästi nähtäisi, mikä pitäisi toteen
täytettämän ja miten niiden totuus polwi polwelta seuraisi todeksi
tunnetuista lauseista. Mitä wiime mainittuihin tulee, niin herra Kil-
pisen kirja todistuksiensa puolesta on mitä parhaita löytää taitaa,
ja sen lauseet selwästi, lyhykäisesti ja kaikin puolin tyydyttäwästi
eteen asetetut. Sitä olenkin seurannut, jos kohta en sanasta sanaan,
kaikissa, missä en ole nähnä etuisemmaksi tykkänään poiketa toiselle
polulle. Ne muistutukset ja lisäykset, jotka siellä täällä owat tekstiin
liitetyt, toiwomme puolustawan paikkansa, koska ne taikka yksinker-
taisesti selittäwät sisälläpitojen oikeata ymmärrystä ja järjestystä,
taikka esittelewät tärkeitä totuuksia ja muita nuorison älyn ja järjen
teroituksen aineita.
Näillä johde-sanoilla jätän uskalluksella kirjani yleisön tutkittawaksi.
Kuopiossa 20:nä päiwänä Syyskuuta 1858.

Pekka Aschan.
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Alkuperäinen alkulause

Mittaustiede on tieto suuruuksista, joiden rajat owat awaruudessa
ja joiden tunnusmerkkinä owat itse awaruuden ominaisuudet, nimit-
täin ulottuwaisuus pituudelle, leweydelle ja sywyydelle. Mittaustiede
tutkii näitä suuruuksia taikka erittäin, taikka toinen toiseensa wer-
rattuina, mittailee ja määräilee niitä kaikin puolin, sillä tuottaaksen-
sa niistä täydellisen tiedon. Tätä tehdessä seuraa hän tarkkaa järjes-
tystä, alkaa määräämällä, mitä milläkin ymmärretään ja kuinka sitä
toisesta eroittamalla nimitetään, edespanee, mitä siitä jo taidetaan
itsestänsä tietää, ja tehden itseselwät tiedot perustuksiksi, päättää
kaikella todella, mitä näistä taitaa seurata. Siis ei mittaustiede ole
perustuksetta, sen täytyy alusta pitää wakaana totena yhtä ja toista,
josta sitten wetää wastaansanomattomia seurauksia. Sen wisseys riip-
puu kokonansa perusteiksi pannuista totuuksista. Jos owat semmoi-
sia, joita suotta epäilemättä woidaan myönnyttää ihmisjärjen mukai-
siksi, niin mittaustieteellä on kaikki se wisseys, kuin häneltä taide-
taan waatia. Mutta koska erityisiä perustuslauseita woidaan walita,
ja näistä myöskin eritawalla seurauksia wetää, niin nähdään, että ko-
ko tieteen järjestys taitaa monella tawalla luonnistua. Tässä kirjassa
seuraamme Euklidestäa, se on samoille perustuksille, kuin hän raken-
si kirjansa, juurtuwat tässäkin kaikki totuudet. Ainoasti pienempiä
muutoksia ja lisäyksiä, kirjan omituisen tarkoituksen mukaan, olen
katsonut luwallisiksi, wanhan mestarin arwoa wähentämättä.
aEuklideksestä on aiwan wähän tietoja jälellä. Sen waan tiedämme, että hän
300 wuotta ennen Kristusta eleskeli Alexandria nimisessä kaupungissa Egyptin
maalla, kuningasten Ptolemaios Lagin ja Ptolemaios Soterin aikoina, jakaen erin-
omaisella nerolla opetusta mittaustieteessä. Hänen ahkeralta kädeltä on meillä
wielä useampia jäänneitä, jotka ylistäwät tekiäänsä, muiden seassa 15 kirjaa mit-
tautieteen alkeita. Näistä owat tässä kuusi ensimmäistä suomeksi käännetty. Se
kirja olikin ensimäinen tieteelliesti järjestynyt teos mittaustieteestä, josta tekiätä
on kunnia-nimellä alettu sanoa Mittaustieteen isäksi.
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Tässä kirjassa käytetyitä merkkiä ja miten niitä sanoissa
äännetään.

= yhtä suuri kuin.
> suurempi kuin.
< wähempi kuin.
∞ jonkun mukainen. (Nyk. yhdenmuotoinen.)
∞= jonkun mukainen ja yhtä suuri, se on yhteellinen. (Nyk.
yhtenevä(inen).)
+ lisätty sillä suuruudella, joka seuraa merkkiä.
− wähennety seuraawalla.
× kerrottu seuraawalla.
: jaettu seuraawalla.
] kulman merkki.
⊥ kohtisuorassa edellinen jälkimmäistä wasten.
4 kolmikulman merkki.
� neliön merkki.
◦ ′ ′′ graadia (astetta), minuuttia ja sekuntia.
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Ensimmäinen kirja

1.2. Määritelmiä. Toisin kuin nykyisessä matemaattisessa tyylis-
sä on tapana, Eukleides listaa kussakin kirjassa eli luvussa käyttämänsä
määritelmät asianomaisen kirjan alkuun. Siksi etenkin ensimmäisen kir-
jan määritelmien luettelo on pitkä. Alla esitetyt määritelmät ovat hy-
vinkin tarkasti Eukleideen alkuperäiset, mutta kaikki muistutukset ovat
Aschanin tekemiä tai ainakin valitsemia — pitkää traditiota noudattaen.
Noudatan itsekin samaa traditiota kommentoimalla sekä Eukleidesta että
käännöksiä. Olen muotoillut määritelmät hieman uudemmalle suomenkie-
lelle ja kirjoittanut perään huomioni näillä pienillä kirjasimilla.

(1) Piste on se, jossa ei ole osia.

(2) Viiva on pituus leveydettä.
Ainoat Alkeissa esiintyvät viivat ovat suora ja ympyrä osineen, vaikka
Eukleides on varmasti tuntenut paljon muitakin käyriä.

(3) Viivan päät ovat pisteitä.
Pisteen määritelmiä on kaksi. Tämän jälkimmäisen, historiallisesti ilmei-
sesti vanhemman, variantteihin Eukleides joutuu turvautumaan teoriaa
rakentaessaan — yleensähän pisteitä saadaan kahden suoran tai ympy-
rän leikkauspisteinä. Vertaa määritelmään 6, jossa kuvataan tasokuvion
reunat viivoiksi. Avaruusgeometriassa kappaleen reuna on pinta. Ajatus
ulotteisuuksien hierarkiasta elää modernissa dimensioteoriassa.

(4) Suora viiva eli jana tai suora on sellainen viiva, joka kulkee
mutkittelematta alku- ja loppupisteensä välillä.

Eukleideen alkuperäinen määritelmä on hieman erilainen, lyhyt ja tulkin-
nanvarainen eikä mainitse päätepisteitä.
Suoraa viivaa voi postulaatin (2) mukaan nimenomaan jatkaa tarpeen
mukaan kumpaankin suuntaan kuinka pitkälle tahansa, joten tässä tu-
lee todella määritellyksi sekä suora että jana. Käytän tarpeen mukaan
kumpaakin sanaa.
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Aschan mainitsee ilman perusteluja monenlaisia tähän määritelmään kuu-
lumattomia suoran viivan ominaisuuksia, kuten että kahden pisteen kaut-
ta kulkee vain yksi suora, että janalla on pituus ja että jana on kahden
pisteen välinen lyhin tie. Hän määrittelee myös omatoimisesti, että muu
kuin suora viiva on käyrä (wäärä) ja piirtää kuvan.

(5) Pinta on se, jolla on ainoastaan pituutta ja leveyttä.
Viivat ja pinnat ovat toisaalta havainnollisia asioita, toisaalta teoreettisia.
Aschan on tästä opetuksen ongelmasta tietoinen ja kuvailee Strömeriä
laajemmin pinnan ulotteisuuksia parhaansa mukaan korostaen toisaalta
myös pinnan abstraktia luonnetta.

(6) Pinnalla on reunaviivat , joiden yli se ei ylety.
Vertaa määritelmään 3.

(7) Pintaa sanotaan tasoksi , jos se sisältää kaikensuuntaisia suo-
ria.

Eukleideen määritelmä sisältää ajatuksen, että taso sisältää kokonaan jo-
kaisen sellaisen suoran, joka kulkee ainakin kahden siihen kuuluvan pis-
teen kautta. Aschan määrittelee lisäksi omin päin, että muu pinta kuin
taso on kaareva. Hän määrittelee ja kuvailee tässä kohdassa Eukleidees-
ta tietoisesti poiketen myös kappaleen käsitteen. Aschanin kirjassa ei ole
mukana Eukleideen Alkeiden avaruusgeometriaosaa, vaan tässä kohdassa
kyse on sinänsä ihan viisaasta myönnytyksestä käytännön tarpeille.
”Kappaleiden reunat ovat pintoja”. Tämäntapaiset lausahdukset olivat
vielä 1800-luvun puolivälissä ”totta” ja ”selviä” useimpien matemaatikoi-
denkin mielestä. Vasta analyysin täsmentyminen ja siis esim. Cauchyn
ja Weierstrassin opetukset ja ”patologiset” vastaesimerkit toivat yleisem-
pään tietoisuuteen, että asiassa on ongelmia. Eukleides ei sano mitään
näin epämääräistä.

(8) Jos kaksi saman tason viivaa kohtaavat toisensa, niin niiden
väliin jäävää aluetta sanotaan tasokulmaksi .
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Kulman, etenkin käyräviivaisen, käsite on vaikea asia. Monien muiden
tavoin myös Aschan poikkeaa tässä Eukleideesta, joka määrittelee kulman
em. viivojen väliseksi kaltevuudeksi. Omana kommenttinaan Aschan lisää,
että viivoja itseänsä sanotaan kulman kyljiksi ja yhteistä pistettä sen
kärjeksi .
Kulman määritteleminen näin johtaa siihen, että ”oikokulmaa”ja sitä suu-
rempia kulmia ei ole olemassa, ei tietenkään myöskään negatiivisia kul-
mia. Kuitenkin on järkevää sanoa esimerkiksi, että ”kaksi tylppää kulmaa
ovat yhteensä enemmän kuin kaksi suoraa kulma”. Näin Eukleides menet-
teleekin.

(9) Kulmaa, jonka rajaavat suorat viivat, sanotaan suoraviivai-
seksi kulmaksi .

Käyräviivaisten kulmien yhtäsuuruus ja suorakulmaisuus pitäisi jossain
määritellä, mutta asia on hankala eivätkä käyräviivaisia kulmia koskevat
päättelyt oikein toimikaan, vaikka myöhemmin ainoa käsiteltävä käyrä
viiva on ympyrä. Aschan vetoaa raja-arvon kaltaiseen havaintoon: ”Wää-
räwiiwaista kulmaa määrätään niinkuin juoksisiwat wiiwat suoraan sitä
suuntaa, jota toinen toisestansa erotessa alkavat lähetä.” Aschanin ku-
vaus kulmien merkitsemistavoista on viehättävä: ”. . . Wälistä kirjoitetaan
kulman kainaloon joku pieni kirjain, jolla kulmaa nimitetään.” Aschan sa-
maistaa kulman ja sen suuruuden. Näemme pian, että Eukleides on paljon
varovaisempi.

(10) Jos suora viiva (puolisuora) leikkaa toista suoraa siten, että
kummallakin puolen on yhtä suuret kulmat, niin sanotaan,
että nuo kulmat ovat suoria kulmia ja suorat toistensa nor-
maaleja.

Tässä kohdassa Aschan määrittelee samalla vieruskulman, suple-
menttikulman eli täytekulman käsitteen. Lisäksi hän ottaa muitta
mutkitta käyttöön astemitan. Tämä on käytännön sovelluksien kannalta
ihan järkevää, mutta kulmien ja muiden suuruuksien samaistaminen
mittalukuihin tekee melkein mahdottomaksi ymmärtää Eukleideen
2. kirjassa esitettävää geometrista algebraa ja 5. kirjassa esitettä-
vää suhdeoppia, joissa ideana on nimenomaan tulla toimeen ilman
numeroita — erityisesti ilman irrationaalilukuja. Aschan sen enempää
kuin Eukleideskaan ei kerro suoraan, millä ehdolla kaksi kulmaa ovat yhtä
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suuret tai millä ehdolla kulma on toista suurempi. Aksioomissa yhtä- ja
erisuuruuden ominaisuuksia kyllä käsitellään. Sen sijaan Eukleides todis-
taa kohdassa 1.11 huolellisesti, että suora kulma on olemassa.

(11) Suoraa kulmaa suurempi kulma on tylppä kulma.
(12) Suoraa kulmaa pienempi kulma on terävä kulma.
(13) Tason suorat ovat yhdensuuntaiset, jos niillä ei ole yhteisiä

pisteitä, vaan ne ovat aina yhtä kaukana toisistaan.
Tämä on Aschanin määritelmä. Eukleides määrittelee yhdensuuntaisuu-
den vasta määritelmässä (23). Eukleideen vanhemmassa numeroinnissa
määritelmä (13) sanoo hämärästi suunnilleen, että reuna on sama kuin
ääri. Olennaisempaa kuin ero numeroinnissa on, että Aschanin määritel-
män osa, jossa sanotaan suorien ”juoksevan aina yhtä kaukana toisistansa”
ei esiinny Eukleideella lainkaan, vaan euklidisessa geometriassa tämä etäi-
syysominaisuus on yhdensuuntaisuusaksiooman avulla todistettava lause.
Hyperbolisessa epäeuklidisessa geometriassa (jossa muut aksioomat ovat
samat kuin euklidisessa mutta yhdensuuntaisuusaksiooma oletetaan vää-
räksi) yhdensuuntaisten suorien etäisyysominaisuus ei päde. Kummassa-
kaan teoriassa se ei missään tapauksessa kuulu määritelmään.

(14) Kuvio on reunoin rajoitettu tila.
Eukleides on juuri ottanut käyttöön reuna-käsitteen ja määrittelee nyt
sen avulla kaikenulotteiset rajoitetut kuviot, siis niin kappaleet kuin ta-
sokuviotkin, mutta ei hyväksy ”rajoittamattomia kuvioita”, kuten puoli-
tasoa tai kulman aukeamaa. Aschanilla on mielessä vain tasogeometria.
Hän ilmoittaakin kommentissaan, mitä hän tarkoittaa tasogeometrialla ja
alkeisgeometrialla, jonka hän rajaa opiksi seuraavissa kohdissa määritel-
tävistä kuvioista.

(15) Ympyrä on sellaisen viivan rajoittama kuvio, että kaikki
janat samasta kuvion sisällä olevasta pisteestä reunaviivalle
(eli ympyrän kehälle) ovat yhtä pitkät.

(16) Mainittu piste on ympyrän keskipiste.
Aschan on lisännyt määritelmään, että janat keskipisteestä kehälle ovat
säteitä ja kehän osat ovat kaaria.



11

Käytän viivojen suuruudesta sanontaa ”janan pituus”. Aschan seuraa us-
kollisemmin Eukleidesta, joka puhuu vain ”suorien viivojen suuruudesta”,
mikä on sikäli tyylikästä, että kaikenlaisille suureille yhteiset aksioomat-
kin puhuvat nimenomaan vain ”suuruudesta”.

(17) Halkaisija on suora viiva, joka kulkee keskipisteen kautta ja
jonka päät ovat ympyrän kehällä. Halkaisija leikkaa ympy-
rän tasan kahtia.

Huomautus, jonka mukaan halkaisija leikkaa ympyrän tasan kahtia, on
Eukleideen tekstistä ja sitä tarvitaan seuraavassa kohdassa perustelemaan
puoliympyrän nimi. Eukleides ei todista tätä väitettä, jonka kerrotaan
olevan yksi Thaleen muotoilemista viidestä vanhimmasta teoreemasta.a

Aschan lisää Eukleideen määritelmän alkuun, että kaaren molempia päitä
yhdistävää suoraa viivaa sanotaan jänteeksi ja määrittelee sitten halkai-
sijan ”keskinavatse” kulkevana jänteenä.

(18) Puoliympyrä on kuvio, jota rajoittavat ympyrän halkaisija
ja puoli kehää.

(19) Ympyrän lohko eli segmentti on jänteen ja kaaren rajoitta-
ma tila.

Aschan korostaa, että jänteen kummallekin puolelle muodostuu segment-
ti, joka siis voi olla puoliympyrää suurempikin. Eukleideella yleisen seg-
mentin määritelmä ei ole tässä paikassa, vaan vasta kolmannessa kirjassa,
koska sitä tarvitaan vasta siellä. Aschankin kiinnittää huomiota siihen,
että kolmannessa kirjassa palataan tutkimaan ympyrää ja erityisesti, että
siellä määritellään ympyrän leikkale eli sektori.

(20) Suoraviivaisia kuvioita rajoittavat suorat viivat, joiden lu-
kumäärän mukaan puhutaan kolmikulmioista, nelikulmiois-
ta tai monikulmioista.

aMuut neljä ovat tasakylkisen kolmion kantakulmien samuus, ristikulmalause,
yhtenevyyslause KSK ja kehäkulmalause puoliympyrän tapauksessa.
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Aschan määrittelee saman tien monikulmion sivut, jotka yhdessä muodos-
tavat piirin. Lisäksi hän mainitsee, että sivuja ja kulmia on yhtä monta.
Näin on syytä tehdä suomennettaessa, sillä kreikaksi esimerkiksi kolmi-
kulmiot ovat Eukleideen määritelmään sopivasti nimeltään ”kolmisivuja”
τριπλευρα. Eukleides pitää huolta siitä, että määritelmän monikulmiot
ovat yleisiä, eikä esimerkiksi nelikulmiota sekoiteta neliöön. Seuraavat
määritelmät sisältyvät Eukleideella edelliseen määritelmään (standardi-
numeroinnissa 19), mutta Aschan numeroi ne erikseen.

(21) Kolmisivuinen monikulmio on kolmio.
(22) Nelisivuinen monikulmio on nelikulmio.
(23) Samoin määritellään (useampisivuiset) monikulmiot.

Tässä kohdassa Aschan määrittelee erikseen viisikulmion, kuusikulmion
jne. Lisäksi hän kirjoittaa, että monikulmion lävistäjiä ovat kulmapistei-
den väliset janat, unohtaen sulkea pois sivut. Monikulmio, jonka sivut
ovat yhtä suuria, on tasasivuinen. Monikulmio, jonka kulmat ovat yh-
tä suuria, on tasakulmainen. Monikulmio, joka on sekä tasasivuinen että
tasakulmainen on säännöllinen.

Seuraavatkin määritelmät on paloiteltu ja numeroitu uudelleen. Hakasul-
keissa standardinumerointi.

(24) Erikoistapauksena edellisistä on tasasivuinen kolmio. [20]
(25) Kolmio on tasakylkinen, jos siinä on (ainakin) kaksi yhtä

pitkää sivua. [20]
Tasakylkisessä kolmiossa yhtä pitkät sivut ovat kyljet, kolmas sivu eli kan-
ta on Aschanin kommentissa”asema”, mitä sanaa voi käyttää muustakin
sivusta — etenkin yleisessä kolmiossa.

(26) Muuten kolmio on erisivuinen. [20]
(27) Kolmio on suorakulmainen, jos siinä on (ainakin yksi) suora

kulma. [21]
(28) Kolmio on tylppäkulmainen, jos siinä on (ainakin yksi) tylp-

pä kulma. [21]
(29) Kolmio on teräväkulmainen, jos siinä on pelkästään teräviä

kulmia. [21]
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(30) Tasasivuinen suorakulmainen (kaikki kulmat suoria!) neli-
kulmio on neliö. [22]

(31) Suorakulmioksi sanotaan muuta nelikulmiota, jossa kaikki
kulmat ovat suoria kulmia. [22]

Nykyisin neliö yleensä lasketaan suorakulmioksi, mutta tässä ei.
Aschan sanoo tässä perusteluitta, että suorakulmiossa vastakkaiset sivut
ovat parittain yhtä pitkät.

(32) Vinoneliöksi sanotaan nelikulmiota, jossa kaikki sivut ovat
yhtä pitkiä, mutta eivät kaikki kulmat suoria. [22]

Vinoneliö on siis tämän mukaan tasasivuinen nelikulmio, mutta ei neliö.

(33) Vinokaiteeksi sanotaan nelikulmiota, jossa parittain vastak-
kaiset sivut ja vastakkaiset kulmat ovat yhtä suuret, mutta
joka ei ole suorakulmio eikä vinoneliö. [22]

(34) Trapetsoidiksi eli epäkkääksi sanotaan kaikkia muita neli-
kulmiota. [22]

Aschanin sanat ”vinokaide” ja ”epäkäs” ovat jääneet pois yleisestä käytös-
tä. Tässä kirjassa ainakin vinokaidetta tarvitaan, koska Eukleides ei mää-
ritelmissä mainitse yleistä suunnikastaa, vaan erottelee tässä suorakulmiot
ja vinoneliöt vinokaiteista. Aschan sanoo paremmaksi luokitteluksi sitä,
jossa on mukana suunnikas, ja määritteleekin kommentissaan suunnik-
kaan vaatimalla, että vastakkaiset sivut ovat parittain yhdensuuntaiset
(!) ja puolisuunnikkaan, jossa on yksi pari yhdensuuntaisia sivuja. Tätä
varten hänen on täytynyt poiketa Eukleideen järjestyksestä määrittele-
mällä yhdensuuntaisuus jo edellä. Suunnikkaan Aschan olisi kyllä voinut
määritellä vaatimalla vastakkaisten sivujen olevan parittain yhtä pitkiä,
mutta puolisuunnikkaan määrittely ilman yhdensuuntaisuuden käsitettä
ei onnistuisi.
Puolisuunnikasta sanotaan toisinaan trapetsiksi, mikä on syytä erottaa
täysin epäsäännöllisestä trapetsoidista. Aschanin ”trapezier” on vaaralli-
nen.

aEukleides ottaa suunnikaskäsitteen käyttöön vasta, kun tarvitsee sitä kohdassa
1.34.
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1.3. Vaatimuksia eli postulaatteja. Aristoteleelta peräisin ole-
vassa terminologiassa postulaatit ovat oikeastaan tieteenalakohtaisia ak-
sioomia. Muut aksioomat ovat kaikille tieteille yhteisiä ”yleisiä tosiasioita”.
Eukleideen jaottelu ei kuitenkaan seuraa tätä periaatetta, vaan geometri-
sia aksioomia on kummankin otsikon alla.

Vaaditaan
(1) että voidaan vetää suora viiva mistä pisteestä tahansa mihin

pisteeseen tahansa.
Eukleides ei sano, mutta tarkoittaa, että on olemassa tasan yksi tällainen
suora. Aschan ilmaisee yksikäsitteisyyden vasta aksioomassa (10).

(2) että janaa voi jatkaa kumpaankin suuntaan yli päätepistei-
densä.

(3) että pisteen ympäri voidaan piirtää minkä tahansa toisen
pisteen kautta kulkeva ympyrä.

Näissä Eukleideen postulaateissa on kuvattu viivaimen ja harpin käytön
säännöt konstruktiotehtäviä varten. Eukleideella konstruktioiden tarkoi-
tus ei ole käytännöllinen, kuten voisi luulla, vaan konstruktioiden avulla
todistetaan tutkittavien objektien olevan olemassa. Esimerkiksi suoran
kulman olemassaolo todistetaan konstruoimalla sellainen — määritelmä-
hän sanoo vain, mitä suoralta kulmalta vaaditaan. Vertailun vuoksi voisi
määritellä ”viisiön”viisikulmioksi, jonka jokainen kulma olisi suora. Sellai-
sen konstruointi ei onnistu. Säännöllisen viisikulmion Eukleides konstruoi.
Säännöllisen seitsenkulmion konstruktio on mahdoton tehtävä. Eukleides
ei sitä tiennyt eikä ota kantaa moisen olemassaoloon.
Postulaatti (1) sanoo, että on mahdollista piirtää suora kahden pisteen
kautta; sellainen suora on siis olemassa; pisteiden olemassaoloa Euklei-
des sentään pitää perusoletuksena, jota ei lausu ääneen. Postulaatissa (3)
Aschan mainitsee ”säteen”, mutta ei kerro mitä sillä tarkoittaa. Olen yllä
korjannut postulaatin Eukleideen ja Strömerin antamaan oikeaan muo-
toon. Seuraavat kaksi Eukleideen postulaattia eivät liity konstruktioteh-
täviin vaan todistuksiin. Siksi ne toisinaan listataan aksioomina. Näin
Aschankin menettelee numeroiden ne aksioomiksi (11) ja (12).

(4) että kaikki suorat kulmat ovat yhtä suuria.
(5) että yhdensuuntaisuus- eli paralleeliaksiooma pätee.
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1.4. Aksioomia eli selviöitä.
(1) Saman kanssa yhtä suuret ovat yhtä suuret.

Aschan lisää, että myös keskenään yhtä suurten kanssa yhtä suuret ovat
yhtä suuret. Tämä seuraa kuitenkin edellisestä.

(2) Jos yhtä suuret yhdistetään yhtä suuriin, niin saadaan yhtä
suuret.

Ei kerrota, mitä ”yhdistäminen” on, vaan sanaa pidetään yleiskieleen kuu-
luvana. Vastaava pätee seuraavillekin aksioomille.

(3) Jos yhtä suuret poistetaan yhtä suurista, niin jäännökset
ovat yhtä suuret.

Seuraavat neljä ”aksioomaa” (4)–(7) eivät sano mitään uutta, mutta
Aschan luettelee ne tradition mukaisesti.

(4) Jos eri suuret yhdistetään yhtä suuriin, niin saadaan eri
suuret.

(5) Jos yhtä suuret poistetaan eri suurista, niin jäännökset ovat
eri suuret, suuremmasta jää suurempi.

(6) Jos yhtä suuret kahdennetaan, niin saadaan yhtä suuret.
(7) Jos yhtä suuret puolitetaan, niin saadaan yhtä suuret.
(8) Kuviot, jotka voi siirtää päällekkäin niin, että peittävät ta-

san toisensa, ovat yhtä suuret.
Kuten Aschankin sanoo, on tässä kahdeksannessa aksioomassa kysymys
yhtenevistä eli yhteneväisistä kuvioista. Aksiooma sanoo yhtenevien ku-
vioiden olevan yhtä suuria. Yhtenevyydelle on aikojen kuluessa esitetty
monenlaisia määritelmiä. Yllä olevaan aksioomaan upotettu määritelmä
on siitä huono, että ”päällekkäin siirtäminen”on määrittelemätöntä. Myö-
hemmästä käytöstä, kuten lauseesta 1.9, näkee, että siirtämiseksi hyväk-
sytään tässä myös kiertäminen ja jopa peilaus, määrittelemättömiä kä-
sitteitä kyllä nämäkin. Aschan joutuu selittelemään, ja Eukleides karttaa
siirtämiseen vetoamista, kun hän sen vain voi välttää.
Aksiooma sanoo, että siirrossa janan pituus säilyy, samoin esimerkiksi kul-
man suuruus ja kolmion ala. Toisistaan siirrolla saatavissa eli yhtenevissä
kuvioissa, erityisesti kolmioissa kaikki vastinosat ovat siis yhtä suuret. Ny-
kyisin Eukleideen ”siirtoja” sanotaan tason isometrioiksi ja yleensä todis-
tetaan, että kulman ja pinta-alan säilyminen seuraavat janan pituuksien
eli pisteiden etäisyyksien säilymisestä. (Kulmien osalta tämä on oleellises-
ti yhtenevyyslause SSS eli 1.8).
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Muistutuksessaan Aschan määrittelee tässä kohdassa alusta-
vasti myös ”mukaiset”, nykykielellä yhdenmuotoiset kuviot sa-
nomalla, että ne ovat samanmuotoiset, mutta eivät välttämättä sa-
mankokoiset. Kuten Eukleides myös Aschan lykkää yhdenmuotoisuuden
tarkan määritelmän kuudennen kirjan alkuun, koska siihen tarvitaan
paljon teoriankehittelyä. Pitää ennen kaikkea luoda suhteen käsite, jonka
avulla pystytään osoittamaan esimerkiksi, että kaikenkokoisia annetun
kolmion kanssa yhdenmuotoisia kolmioita on olemassa. Asia ei ole it-
sestään selvä. Hyperbolisessa geometriassa erikokoisia yhdenmuotoisia
kolmioita ei ole ollenkaan, ei liioin pallogeometriassa.
Seuraavat kaksi aksioomaa on antiikin ajoista liitetty Eukleideen luette-
loon, mutta ei ole varmaa, ovatko ne alkuperäisiä.

(9) Kokonainen on osansa suurempi.
Aschan liittää muistutukseensa ”Claviuksen aksiooman”, joka sanoo, että
kokonainen on osiensa summa.

(10) Kaksi suoraa viivaa eivät rajoita kuviota.
Tämä on tapa ilmaista ensimmäisen postulaatin yksikäsitteisyysosa, siis
että kahden eri pisteen kautta kulkee vain yksi suora. Aschan huomaa
tämän, mutta hänen muistutuksensa sanamuoto jättää pimentoon, että
yksikäsitteisyys on aksiooma. Aschanin viimeiset kaksi aksioomaa ovat
Eukleideen neljäs ja viides postulaatti:

(11) Kaikki suorat kulmat ovat yhtä suuret.
(12) Yhdensuuntaisuusaksiooma pätee. (Ks. lause 1.29)

Aksiooma (11) eli Eukleideen 4. postulaatti on tärkeä, koska se tekee mah-
dolliseksi käyttää suoraa kulmaa standardina, siis kulman yksikkönä. Näin
tehdäänkin eikä asteita teoriassa tarvita. Yhdensuuntaisuusaksioomasta
(12) eli Eukleideen 5. postulaatista mainittakoon tässä, että siitä Ströme-
rin ruotsinnoksessa kerrotaan seuraavaa: ”Tätä lausetta ei varmaan voi
myöntää todeksi ilman todistusta. On luultavaa, että Eukleides itse on sen
todistanut, mutta Todistus on kadonnut. Clavius kertoo, sen olleen jossain
arabialaissa käsikirjoituksessa 28. lauseen jälkeen. Mutta koska Clavius ei
itse ole nähnyt tuota käsikirjoitusta, on syytä epäluuloon, etenkin kun to-
distusta ei löydy arabialaisesta käsikirjoituksesta, jota säilytetään Uppsa-
lan kirjastossa. Useimmissa editioissa lause on postulaattien joukossa. . . ”



17

1.5. Lauseet ja tehtävät.
Tehtävä 1.1. On konstruoitava tasasivuinen kolmio, jonka yhtenä
sivuna on annettu jana.

Tehdään konstruktio ”viivoittimella ja harpilla” ja perustellaan, miksi se
toimii. Näin todistetaan mainitun kolmion olemassaolo.

Ratkaisu.

Tehtävän ratkaiseminen alkaa nimeämällä annetut objektit ja sanomal-
la, mitä halutaan. Tämän kohdan Aschan on otsikoinut ”Anomus”. Suo-
mentamisen innossa hän on nimennyt pisteet ainoastaan suomenkielisin
kirjaimin A,E,H, I,K, . . . . Tottuneena tavallisiin aakkosiimme en halua
noudattaa tätä tapaa.

A B

C

Olkoon annettu jana AB. Tehtävänä on siis konstruoida tasasivuinen
kolmio, jossa AB on sivu.

Seuraa konstruktio, jonka Aschan on otsikoinut ”Osoitus”.

Ota A keskipisteeksi ja piirrä ympyrä, jonka kehä kulkee toisen pis-
teen B kautta [Postulaatti 3]. Ota sitten B keskipisteeksi ja piirrä
ympyrä, joka kulkee A:n kautta [Post. 3]. Yhdistä ympyröiden leik-
kauspiste C suorilla viivoilla pisteisiin A ja B [Post. 1].

Lopuksi Eukleides todistaa, että konstruktio antaa halutun kolmion, joka
siis on olemassa.

AB ja AC ovat säteet samasta ympyrästä ja niinimuodoin yhtä suu-
ret [Määr. 15]. Samoin ovat AB ja BC yhtä suuret [Määr. 15]. Koska
AC ja BC ovat saman janan AB kanssa yhtä suuret ovat ne keske-
näänkin yhtä suuret [Aks. 1]. Kaikki kolmion 4ABC sivut ovat siis
yhtä suuret, joten kolmio 4ABC on tasasivuinen [Määr. 23]. On siis
konstruoitu tasasivuinen kolmio, jossa AB on sivu, mitä tehtävässä
vaadittiin.
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Nykymatemaatikon silmään pistää heti, että Eukleideella ei ole
”jatkuvuus-” tai ”täydellisyysaksioomaa”, joka takaisi ympyröiden leik-
kauspisteen olemassaolon. Alkeissa ei itse asiassa ollenkaan ole kohtaa,
jossa kerrottaisiin, millä ehdolla kahdella ympyrällä on yksi, kaksi tai
ei yhtään yhteistä pistettä. (Vrt. 1.22)

Tehtävä 1.2. On konstruoitava annetusta pisteestä alkava jana,
joka on yhtä pitkä kuin annettu jana.

Tehdään jälleen konstruktio ja todistetaan, että se toimii. Eukleides
aloittaa taas ”anomuksella”.

Ratkaisu.

A

B

C

D

E F

Olkoon annettu piste A ja annettu jana BC. Tehtävänä on kon-
struoida A:sta alkava jana, joka on yhtä pitkä kuin BC.
Vedä jana pisteestä A annetun janan päätepisteeseen C [Post. 1]
ja konstruoi tasasivuinen kolmio 4ACD [1.1]. Jatka janoja DA

ja DC janan AC yli puolisuoriksi
−−→
DA ja

−−→
DC. [Post. 2] Ota C

keskipisteeksi ja piirrä ympyrä pisteen B kautta [Post. 3]. Sitten
ota D keskipisteeksi ja piirrä toinen ympyrä sen pisteen E kautta,
joka on puolisuoralla

−−→
DC ja ensimmäisellä ympyrällä [Post. 3].

Etsitty piste F on oleva jälkimmäisen ympyrän ja puolisuoran
−−→
DA

leikkaus, toisin sanoen BC ja AF ovat yhtä suuret. Olen yllä käyttä-
nyt Eukleideesta ja Aschanista poiketen sanaa puolisuora ja vastaavia

merkintöjä toivoen sen helpottavan todistuksen lukemista; ainakin näin
vältyin nimeämästä pari ylimääräistä pistettä.
Konstruktiossa on sellainen puute, että annettu piste A voi sijaita sillä
tavalla suhteessa janaan BC, että pitääkin käyttää puolisuoria

−−→
AD ja−−→

BD — tai jopa alkuperäisiä janoja. Tähän on kiinnitetty huomiota jo
antiikin aikana ja Eukleides on itsekin huomannut asian. Hänen tyy-
liinsä kuuluu esittää tällaisen tapausjaottelun esiintyessä vain yhden,
yleensä vaikeimman tapauksen mukainen todistus. Muiden tapausten
käsittelyn hän jättää lukijalle.

Saman ympyrän säteinä DE ja DF ovat yhtä suuret [Määr. 15].
Kun näistä poistetaan tasasivuisen kolmion 4CAD yhtä suuret
sivut DC ja DA, niin jää yhtä suuret palat AF ja CE [Aks. 3].
Mutta myös CE ja CB ovat saman ympyrän säteinä yhtä suuret
[Määr. 15]. Koska BC ja AF ovat saman kanssa yhtä suuret, ovat
ne myös keskenään yhtä suuret [Aks. 1]. Siis on konstruoitu A:sta
alkava jana AF , joka on yhtä pitkä kuin BC. Tätä tehtävässä
vaadittiin.

Tehtävän 1.2 ratkaiseminen vaikuttaa ensi näkemältä tarpeettomalta,
sanoohan aksiooma 3 suoraan, että pisteen A ympäri voidaan piir-
tää minkäsäteinen ympyrä tahansa. Mutta tämä tarkoittaa tarkkaan
ottaen ainoastaan, että voidaan piirtää ympyrä, jolla on annettu kes-
kipiste ja joka kulkee toisen annetun pisteen kautta. Eukleides ei esi-
tä oletuksena mitään sellaista, minkä pystyy todistamaan, sillä hän
pyrkii minimoimaan aksioomajärjestelmän. Konstruktio osoittaa, et-
tä säde voidaan siirtää uuteen paikkaan olettamatta, että säde säilyy
harpissa, kun se nostetaan irti keskipisteestä. Jatkossa voi tehtävään
1.2 vedoten ajatella, että harpin saa siirtää. Siinä missä tehtävän 1.1
konstruktio sattuu palvelemaan myös vaikka puusepän käytännöllisiä
tarpeita tehtävä 1.2 on pelkästään teoreettinen. Eukleideen kirjan va-
litseminen Jyväskylän lyseoon oppikirjaksi ei Aschanin aikana ollut
sattuma, vaan sisälsi kannanoton teorian puolesta. Lukiossa oli tarkoi-
tus kasvattaa suomenkielistä sivistyneistöä. Toisaalta on kyllä vaikea
uskoa, että lapsen kannattaa aloittaa geometrian opiskelu näinkin sy-
vällisellä pohdinnalla.
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Tehtävä 1.3. On annettu kaksi eripituista janaa. Pitemmästä on
leikattava lyhemmän pituinen jana.

Yksinkertainen konstruktio ja tarkastus perustuvat tehtävään 1.2. Euklei-
des pitää ilmeisenä, että janan H kanssa yhtä pitkä jana AK on lyhempi
kuin jana AE, kun H on lyhempi kuin AE. Vastaava ominaisuus yhtä-
suuruudelle olisi aksiooma 1.

”Leikkaaminen” viittaa siihen, että konstruktion piste K on janalla AE
eli A:n ja E:n välissä. Ilmeisesti tämä johtuu siitä, että AK on lyhempi
kuin jana AE. Tätä ei Eukleides selitä, eikä välissäolosta puhuta muual-
lakaan. Lähimmäs tällaisia tarkasteluja tulee varmaan aksiooma 8, joka
sanoo, että kokonainen on suurempi kuin sen osa. Eukleides ei tässä ve-
toa siihenkään, ja onkin epäilty onko aksiooma 8 ollenkaan alkuperäinen,
vaikka esiintyy kaikissa käsikirjoituksissa.

Lause 1.4. (SKS) Jos kolmiossa ovat kaksi sivua erikseen yhtä suu-
ret kuin kaksi sivua toisessa kolmiossa ja jos lisäksi mainittujen si-
vujen väliset kulmat ovat yhtä suuret kummassakin kolmiossa, niin
kolmiot ovat yhtenevät. Erityisesti kolmannet sivut ovat yhtä pitkät
ja kaikki vastinkulmat yhtä suuret.

Aschan seuraa Eukleidesta tarkasti niin tämän lauseen muotoilussa kuin
sen todistuksessakin. Eukleides kirjoittaa lauseidensa todistukset yhtä
systemaattisesti kuin konstruktiotehtävätkin. Todistuksen rakenteen mal-
liksi käy mikä tahansa niistä, erityisesti tämä ensimmäinen.

A

B
C

D

E
F

Todistus aloitetaan nimeämällä annetut objektit ja sanomalla, mitä halu-
taan todistaa. Nämä kohdat Aschan on otsikoinut ”Ehdotus” ja ”Wäitös”.
Sana ”kanta” esiintyy tästä alkaen Eukleideellakin, vaikka sitä ei ole muo-
dollisesti määritelty — Aschanillahan ”asema” on määritelty.
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Olkoot annetut kolmiot 4ABC ja 4DEF , ja olkoot sivut AB ja
DE yhtä pitkät ja myös sivut AC ja DF keskenään yhtä pitkät ja
olkoot kulmat ]BAC ja ]EDF yhtä suuret. Väitän, että kannat BC
ja EF ovat yhtä suuret, kolmiot 4ABC ja 4DEF ovat yhtenevät
ja loput kulmat ovat parittain yhtä suuret, nimittäin yhtä suurien
sivujen puoleiset, toisin sanoen ]ABC on yhtä suuri kuin ]DEF ja
]ACB on yhtä suuri kuin ]DFE.

Lopuksi esitetään varsinainen päättely, jonka Aschan otsikoi modernisti
sanalla ”Todistus”.

Jos kolmio 4ABC siirretään kolmion 4DEF päälle siten, että piste
A tulee pisteen D päälle ja puolisuora

−→
AB puolisuoralle

−→
DE, niin

piste B osuu pisteen E päälle, koska AB ja DE ovat yhtä pitkät.
Suora viiva AC asettuu myös suoran viivan DF suuntaan, koska
kulmat BAC ja EDF ovat yhtä suuret. Edelleen C osuu pisteeseen
F , koska sivut AC ja DF ovat yhtä pitkät. Kanta BC ja siirretty
EF ovat siis samat ja yhtä pitkät. Kolmiot ovat siis kaikin puolin
yhtenevät, joten vastinkulmatkin ovat samat.

Kanta BC ja siirretty EF ovat samat, koska kaksi pistettä määrää suoran
(ja janan), mikä on ilmaistu aksioomassa 9, johon Eukleides vetoaa.
Eukleideen todistus lauseelle 1.4 on epämääräinen, koska se käyttää ak-
sioomassa 8 mainittua kuvion siirtämisen periaatetta. Jo 1500-luvulla on
kirjoitettu kritiikkiä, jonka mukaan siirtoperiaate olisi hylättävä mm. sen
takia, että sen salliminen tässä ja kieltäminen muualla on epäjohdonmu-
kaista. Esimerkiksi tehtävä 1.2 ratkeaisi helposti, jos sallisimme, että jana
vain yksinkertaisesti ”siirretään” haluttuun kohtaan.
On pedagogisesti onnetonta, että juuri kirjan alussa on epäselviä kohtia.
Siisti ratkaisu lauseen 1.4 todistamisen ongelmiin olisi ottaa se aksioomak-
si. Näin menetellään mm. David Hilbertin aksioomajärjestelmässä 1900-
luvun alkupuolelta.

Lause 1.5. (Thaleen kantakulmalause eli Pappuksen lause)
Tasakylkisessä kolmiossa ovat kannan viereiset kulmat, kantakulmat,
yhtä suuret. Samoin ovat niiden ulkopuoliset kulmat yhtä suuret.

Aschanin käännös seuraa uskollisesti Eukleideen alkuperäistä SKS-
lauseeseen 1.4 perustuvaa todistusta. Hieman nykyaikaistettuna, mutta
muodon säilyttäen Eukleideen todistus etenee seuraavalla tavalla.
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Todistus. Olkoon annettuna tasakylkinen kolmio 4ABC, jossa
sivut AB ja AC ovat yhtä suuret ja olkoot BD ja CE janojen AB ja
AC suoraviivaiset jatkeet [Post. 2]. Väitän, että sisäkulmat ]ABC
ja ]ACB keskenään ja ulkokulmat ]CBD ja ]BCE keskenään ovat
yhtä suuret.

B

B

D

A
A A

C

C

E

F

F

G

G

Valitaan BD:ltä mielivaltainen piste F . On olemassa piste G puo-
lisuoralla

−→
AE siten, että AG ja AF ovat yhtä pitkät [1.3]. Oletuk-

sen mukaan sivut AB ja AC ovat keskenään yhtä pitkät, konstruk-
tion mukaan sivut AF ja AG ovat keskenään yhtä pitkät, ja kulmat
]FAC ja ]GAB ovat peräti samat. Siksi kolmiot 4AFC ja 4AGB
ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevät ja erityisesti kannat FC ja
GB ovat yhtä pitkät ja vastinkulmat ]ACF ja ]ABG sekä ]AFC
ja ]AGB keskenään yhtä suuret [1.4]. Ja koska koko AF ja koko AG
on tehty yhtä suuriksi, ja niissä AB ja AC ovat yhtä suuret, ovat
jäännöspalat BF ja CG nekin yhtä pitkät [Aks. 3]. Kolmiot 4BFC
ja 4CGB ovat siis SKS-lauseen 1.4 nojalla yhtenevät ja erityises-
ti kulmat ]FBC ja ]GCB yhtä suuret [1.4]. Tätä väitettiin. Sisä-
kulmat syntyvät vähentämällä näistä keskenään yhtä suuriksi tode-
tuista kulmista kulmat ]CBG ja ]BCG, nekin samojen yhtenevien
kolmioiden vastinkulmina yhtä suuret [Aks. 3]. �

Aschan nimeää muuten epähuomiossa ”K”:ksi kaksi eri pistettä, ensin
”ehdotuksessa”Eukleideen E:n rooliin ja sitten ”todistuksessa”G:n rooliin.
Kaiken kaikkiaan Aschanin tekstissä kuitenkin on hämmästyttävän vähän
painovirheitä.
Jo antiikin aikana keksittiin helpompi ja ajatukseltaan hienostunut to-
distus tasakylkisen kolmion sisäkulmien yhtäsuuruudelle. Mitään lisäku-
viota ei tarvita. Riittää huomata, että kolmiot 4ABC ja 4ACB ovat
SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevät.
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Seuraus. Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat yhtä suuret.

Seuraus ei esiinny alkuperäisissä käsikirjoituksissa, mutta kylläkin
Strömerillä.

Lause 1.6. (Thaleen käänteinen kantakulmalause) Edellisen
käänteislausekin pätee: Jos kolmion kaksi kulmaa ovat yhtä suuret,
niin kolmio on tasakylkinen ja kulmat ovat sen kantakulmat.

Aschanin todistus on sama kuin Eukleideella, mutta hän on hieman tur-
haan käsitellyt symmetrisen tilanteen molemmat tapaukset.

Todistus.

A

B

C

D

Olkoot kulmat ]ABC ja ]ACB yhtä suuret. Väite on, että sivut
AB ja AC ovat yhtä pitkät. Jos sivut AB ja AC olisivat eri suuret,
niin toinen olisi suurempi, toinen pienempi. Jos vaikkapa AB on suu-
rempi kuten kuvassa, niin valitaan siltä apupiste D siten, että BD ja
AC ovat yhtä pitkät [1.3]. SKS-säännön 1.4 mukaan kolmiot 4DBC
ja 4ACB ovat yhtenevät, sillä kulmat ]DBC = ]ABC ja ]ACB
oletettiin yhtä suuriksi, sivut DB ja AC konstruoitiin yhtä pitkiksi
ja sivut BC ja CB ovat sama. Yhtenevät kolmiot ovat yhtä suuret.
Mutta tässä toinen on toisen osa, siis pienempi [Aks. 9]. Tämä on ris-
tiriitaista, siis mahdotonta. Olettamuksemme sivujen erisuuruudesta
on väärä! �

Aschan kiinnittää muistutuksessaan huomiota siihen, että tässä on ensim-
mäinen epäsuora todistus ja selittää asiaa oppilailleen.

Lause 1.7. Piste määräytyy etäisyydestään kahdesta kiinteästä pis-
teestä ja siitä, kummalla puolella niitä yhdistävää suoraa se sijaitsee.

Tämä kohta on ensi sijassa valmistelua seuraavalle lauseelle, jo-
ka on SSS-yhtenevyyskriteeri. Samalla tulee todistetuksi, että kohdan
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1.1 konstruktio antaa vain kaksi ratkaisua, mikä on sikäli tärkeää, että
Eukleides aina todistaa, että hänen määrittelemänsä objektit ovat ole-
massa ja erottaa, milloin määritelty objekti on yksikäsitteinen ja milloin
taas määritelmä tuottaa yleisemmän käsitteen.a Lauseen 1.1. konstruktio
antaa vain kaksi tulosta siksi, että tarkasteltavana on nimenomaan taso-
geometria — avaruudessahan tulokseksi tulisi kahden pallon leikkauksena
ympyrä. Eukleides korostaa siis tässä, että suora jakaa tason kahteen puo-
leen, mutta ei erikseen kehittele tälle asialle teoriaa. David Hilbert on sata
vuotta sitten täydentänyt aksioomia tältä osin, mutta täydentelyn tarve
ei merkitse Eukleideen tehneen varsinaisia virheitä.
Tässä lauseessa korostuu lisäksi sellainen käytännöllisesti ja teoreettisesti
tärkeä asia, että kolmioista koostuva rakennelma — vaikkapa Eiffel-tornin
kaltainen — on jäykkä.

Todistus.

A
B

C D

A
B

C

D

A
B

C

D

a) b) c)

Oletetaan, että A ja B ovat eri pisteitä ja janat AC ja AD ovat kes-
kenään yhtä pitkät ja myös janat BC ja BD ovat keskenään yhtä
pitkät. Väitetään, että C ja D ovat joko sama piste tai eri puolilla
suoraa AB. Jos ne kuitenkin olisivat eri pisteitä ja samalla puolel-
la, niin piste D olisi joko kolmion 4ABC ulkopuolella, reunalla tai
sisällä, kuten kuvioon on hahmoteltu. Ensimmäisessä tapauksessa
piirretään apuviiva DC (Kuva a)). Koska kolmio 4CAD on tasa-
kylkinen, niin lauseen 1.5 mukaan kantakulmat ]ADC ja ]ACD
ovat yhtä suuret. Vastaavasti ovat ]BDC ja ]BCD keskenään yhtä
suuret. Mutta ]BCD on osa kulmaa ]ACD ja siis pienempi [Aks.
9]. Samoin ]ADC on osa kulmaa ]BDC ja siis pienempi [Aks. 9].
Yhdistelemällä nämä tiedot huomaa aksiooman 1 avulla, että kul-
ma ]ACB on sekä pienempi että suurempi kuin ]BCD, mikä on
mahdotonta. Samaan tyyliin päätellään, että kuvion c) tilanne on

aAristoteles luokittelee määritelmät oleellisesti tämän perusteella.
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mahdoton. Kuvion b) tilanne on mahdoton, koska BD ei voi olla yhtä
pitkän janan BC osa. Samalla tavalla päätellään, että kuvioiden b)
ja c) tilanteet ovat mahdottomia.

Aschanin käännös on jälleen tarkka, jopa sana ”paljo” on alkutekstissä.
Eukleides tosin käsittelee vain yhden tapauksen, kuten minäkin yllä, mut-
ta kahden päätapauksen käsittely on sekin vanhaa perua ja esiintyy Strö-
merin ruotsinnoksessa.

Lause 1.8. (SSS) Jos kahdella kolmiolla on yhtä suuret sivut, kol-
miot ovat yhtenevät.

Todistus.

A

B
C

 

E
 

D

D

E

F

F

G

H

a) b)

Oletetaan, että kolmioista 4ABC ja 4DEF sivut AB ja DE, BC
ja EF sekä CA ja FD ovat parittain yhtä suuret. Väitetään, että
kulmat ]BAC ja ]EDF ovat yhtä suuret, jolloin koko väite seuraa
SKS-kriteeristä 1.4.
Jos kolmio 4ABC siirretään kolmion 4DEF päälle siten, että piste
B tulee pisteeseen E ja sivu BC tulee puolisuoralle

−−→
EF , niin piste C

osuu pisteeseen F , sillä BC ja EF ovat yhtä pitkät.
Piste A kuvautukoon siirrossa (oikeammin isometriassa, ks. aksioo-
man 8 selitykset) pisteeseen G, jonka voimme valita olevan samalla
puolella kantaa EF kuin D (kuva a). Koska etäisyydet ja puoleisuus
säilyvät siirrossa, niin GE on yhtä pitkä kuin AB ja siis oletuksen
ja siirron isometrisuuden nojalla yhtä pitkä kuin DE; samoin GF on
yhtä suuri kuin HF ja G ja D ovat samalla puolella EF :ää. Pisteet
D ja G eivät siis voi olla eri pisteitä [1.7]. Kolmiot ovat yhtenevät ja
siis kaikki vastinosat keskenään yhtä suuret [Aks. 8]. �
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Aksiooman 8 ”siirroiksi” on tässä todistuksessa hyväksyttävä myös suun-
nistuksen kääntävät kuvaukset, kuten peilaus. Muuten piste G kuvautui-
si välttämättä sille kannan EF puolelle, jolla kiertosuunnista A,B,C ja
G,E, F tulee samat.

Toisin kuin Strömerin ruotsinnos Aschanin käännös sisältää toisenkin to-
distuksen, joka on peräisin Bysantista ja välttää lauseen 1.7 käytön, mut-
ta ei siirtoaksioomaa 8, jota käytetään kuten yllä. Lisäksi Aschan esittää
seuraavan kauniin seurauslauseen jättäen sen todistamisen lukijalle.

Seuraus. Jos tasakylkisen kolmion kärjestä vedetään viiva, joka ja-
kaa kannan tasan kahtia, niin se myös jakaa kärkikulman kahteen
yhtä suureen osaan ja on kohtisuorassa kantaa vastaan.

Tehtävä 1.9. Annettu suoraviivainen kulma on puolitettava.

Ratkaisu. Olkoon annettu kulma ]BAC. Tehtävänä on jakaa se
kahteen yhtä suureen osaan.

B D

F

C

E

A

Valitaan mielivaltainen piste D kyljeltä AB. Olkoon E kyljellä AC
siten, että AE ja AD ovat yhtä pitkät [1.3]. Konstruoidaan janalle
DE [Post. 1] tasasivuinen kolmio 4DEF [1.1]. Yhdistetään A ja F .
Todistetaan, että AF jakaa kulman BAC kahteen yhtä suureen osaan
eli että kulmat ]DAF ja ]EAF ovat yhtä suuret. Koska AE ja
AD ovat yhtä pitkät ja myös FE ja FD ovat yhtä pitkät ja AF
on yhteinen kolmioille 4EAF ja 4DAF , nämä kolmiot ovat SKS-
säännön 1.4 mukaan yhtenevät ja siis vastinkulmat ]DAF ja ]EAF
ovat yhtä suuret. �

Eukleides tekee ilmeisesti em. konstruktion hieman toisin kuin yleensä on
tapana välttääkseen jo esitetyn konstruktion toistamisen.
Aschan esittää ilman yksityiskohtaisia todistuksia kaksi ”seurausta”
lauseelle 1.9:
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Seuraus 1. Kulman voi jakaa tasan myös 4, 8, jne. osaan.

Seuraus 2. Jos tasakylkisen kolmion yhtä suurien kylkien välinen
kulma puolitetaan, niin kulman jakava suora leikkaa myös kannan
kahteen yhtä suureen osaan ja on sen normaali.

Seuraukseen 1 Aschan liittää, että kulman jakaminen mielivaltaisen mo-
neen osaan ei ole mahdollista harppi-viivoitinkonstruktiolla. Hän ei esitä
tälle vähäpätöiseltä vaikuttavalle huomautukselleen mitään perustelua ei-
kä erikseen korosta, että jo mielivaltaisen kulman kolmijako oli klassinen
probleema ja että se on mahdoton tehtävä, vaikka tästä syvällisestä kek-
sinnöstä juuri on kysymys.
”Seuraus” 2 ei seuraa siitä, että kulman puolittaminen on mahdollista
[1.9], vaan SKS-lauseesta 1.4. Se on siis väärässä paikassa.

Tehtävä 1.10. Annettu jana on puolitettava.

Ratkaisu. Olkoon annettu jana AB. Tehtävänä on jakaa se kah-
teen yhtä suureen osaan. Konstruoidaan janalle AB kummallekin
puolelle tasasivuinen kolmio [1.1]. Olkoot ne 4ABC ja 4ABD. Lei-
katkoot AB ja CD pisteessä E.
Osoitetaan, että AE ja EB ovat yhtä suuret. Kolmiot 4ACD ja
4BCD ovat SSS-lauseen [1.8] mukaan yhtenevät, erityisesti vastin-
kulmat ]ACD ja ]BCD ovat yhtä suuret. Siis SKS-lauseen 1.4 mu-
kaan kolmiot 4ACE ja 4BCE ovat yhtenevät, erityisesti sivut AE
ja EB ovat yhtä suuret. �

Yllä oleva Aschanin esittämä konstruktio on peräisin Apolloniokselta (n.
245-170 e. Kr.). En tiedä, mistä Aschan on sen löytänyt. Strömer esit-
tää Eukleideen alkuperäisen todistuksen, joka perustuu edellisen lauseen
käyttöön, ei sen todistuksen toistoon. Näin:

A
B

C

D

Konstruoidaan janalle AB tasasivuinen kolmio 4ABC [1.1]. Konstruoi-
daan kulman ]ACB puolittaja [1.9]. Olkoon D puolittajan ja AB:n
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leikkauspiste. AD ja DB ovat yhtä suuret, koska kolmiot 4ACD ja
4BCD ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevät.

Tehtävä 1.11. Annetulla suoralla olevan pisteen kautta on kon-
struoitava normaali.

Ratkaisu. Olkoon C suoralla AB. Tehtävänä on konstruoida suo-
ra, joka kulkee C:n kautta ja on AB:n normaali.
Valitaan suoralta AB jokin C:stä eroava piste D ja sen jälkeen jat-
ketaan janaa DC pisteen C yli janan CD pituuden verran pisteeseen
E [1.3]. Muodostetaan tasasivuinen kolmio 4DEF [1.1].
Osoitetaan, että C:n kautta kulkeva suora CF on AB:n normaali eli,
että vieruskulmat ]DCF ja ]ECF ovat yhtä suuret [Määr. 10].
Kolmiot 4DCF ja 4ECF ovat SSS-lauseen 1.8 mukaan yhtenevät,
erityisesti kulmat ]DCF ja ]ECF ovat yhtä suuret. �

Tehtävän 1.11 konstruktiolla on tietenkin käytännöllinen merkityksensä,
mutta Eukleideen teorian kannalta oleellista on, että se ratkaisee kysy-
myksen suoran kulman olemassaolosta. Olemassaolon ohella kiintoisaa on
yksikäsitteisyys. Aschan huomauttaakin muistutuksessaan, että suorien
kulmien yhtäsuuruusaksiooman [Aks. 11 eli Eukleideen Post. 4] mukaan
on olemassa korkeintaan yksi tehtävän 1.11 ehdot täyttävä suora.

Tehtävä 1.12. Annetun suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta
on konstruoitava normaali suoralle.

Ratkaisu. Olkoon AB suora ja olkoon C sille kuulumaton piste.
On konstruoitava suora, joka kulkee C:n kautta ja leikkaa AB:n suo-
rakulmaisesti.

B

C

GA

D
E F

Valitaan jokin piste D, joka on eri puolella suoraa AB kuin piste
C. On olemassa C-keskinen ympyrä, joka kulkee pisteen D kautta
[Post. 3]. Ympyrä leikkaa suoran AB kahdessa pisteessä — olkoot
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ne E ja F . Olkoon G janan EF keskipiste [1.10]. Väitetään, että
CG on AB:n normaali. FG ja GE ovat yhtä pitkät. CG on yhtei-
nen kolmioille 4CGE ja 4CGF , joiden kannatkin, nimittäin CE ja
CF , ovat yhtä pitkät [Määr. 15]. SSS-yhtenevyyslauseen 1.8 nojalla
kolmiot 4CGE ja 4CGF ovat yhtenevät, joten erityisesti kulmat
]CGE ja ]CGF ovat yhtä suuret. Mutta ne ovat vieruskulmat, jo-
ten ne ovat määritelmän 1.10 mukaan suoria kulmia, toisin sanoen
CG on AB:n normaali. �

Aschanin todistus on jälleen sama kuin Eukleideen esittämä eikä Aschan
kommentoi sitä mitenkään. Mutta tässä todistuksessa on tietenkin saman-
tapainen sanaton jatkuvuusoletus kuin tehtävän 1.1 ratkaisussa: pidetään
selvänä, että ympyrä, jonka keskipiste ja jokin kehäpiste ovat eri puolilla
suoraa AB, leikkaa suoraa — vieläpä kahdesti.
Euklidisen geometrian historiassa tärkein tutkimuskohde on epäilemättä
ollut kysymys, onko yhdensuuntaisuusaksiooma [Aks. 12 eli Post. 5] riip-
pumaton muista aksioomista vai voiko sen todistaa. Yhdensuuntaisuusak-
siooma on yhtäpitävä sellaisen väitteen kanssa, että annetun suoran ul-
kopuolella olevan pisteen kautta on olemassa tasan yksi yhdensuuntainen
suoralle. Käyttämällä edellisiä lauseita 1.12 ja 1.11 voi konstruoida aina-
kin yhden tuollaisen yhdensuuntaisen [1.31], joten yhdensuuntaisuusak-
siooman sisällöksi jää sen yksikäsitteisyys, Playfairin aksiooma.
Lauseen 1.12 sisältö on, että annetun suoran ulkopuolella olevan pisteen
kautta on olemassa normaali suoralle. Analogia yhdensuuntaisuusaksioo-
man kanssa tekee mielenkiintoiseksi kysymyksen, onko tuo normaali yk-
sikäsitteinen vai voisiko niitä olla useampia. Vastaus on, että normaa-
li todella on yksikäsitteinen, mutta Eukleides ei todista sitä vielä tässä
vaan vasta kohdassa 1.17 (Seuraus 4). Heti tähän paikkaan sopivaa to-
distusta kehiteltiin kyllä jo antiikin aikana, mutta sellainen on ilmeisesti
keksitty vasta myöhemmin. Mielenkiintoista on kuitenkin, että normaa-
lin yksikäsitteisyys todistetaan ilman yhdensuuntaisuusaksiooman käyt-
töä. Tämähän merkitsee sitä, että normaali on yksikäsitteinen euklidisen
geometrian lisäksi myös hyperbolisessa geometriassa, jossa Playfairin ak-
siooma ei päde. Sen sijaan pallogeometriassa, jossa suorien roolissa ovat
isoympyrät, voi saman pisteen kautta kulkevia normaaleja olla paljonkin
— esimerkiksi kaikki pohjoisnavan kautta kulkevat isoympyrät ovat päi-
väntasaajan normaaleja.
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Lause 1.13. (Vieruskulmalause) Vieruskulmat voivat molemmat
olla suoria kulmia ja jos eivät ole, niin ne muodostavat joka tapauk-
sessa yhteensä yhtä paljon kuin kaksi suoraa kulmaa.

Muistettakoon, että jo aksioomia asetettaessa on käynyt selväksi, että
”kulmilla yhteensä” tarkoitetaan vierekkäin asettamalla syntyvää kuviota,
ei lukujen yhteenlaskemista. Itse asiassa euklidisessa geometriassa ei ole
ollenkaan puhetta luvuista jonkun ”suureen mittana”. Luonnollisia lukuja
esiintyy kyllä puhuttaessa esimerkiksi annetun janan jatkamisesta vaik-
kapa viisinkertaiseksi tai konstruoitaessa säännöllinen viisikulmio. Vaikka
Aschan käyttää tästä välittämättä mittalukuja monessa kohdin muistu-
tuksissaan, hän yleensä kääntää Eukleidestaan tarkasti. Esimerkiksi seu-
raavassa todistuksessa ei esiinny kulma-asteiden summia.

Palautamme samalla mieleen, että määritelmän [Määr. 8] mukaan kul-
maksi ei kelpaa nollakulma eikä oikokulma (180◦), saati sitä suurempi.
Kulmien ”summaa” ei siis ole olemassa kulmana, jos se ”ylittäisi oikokul-
man”. Tästä aiheutuu mutkikkuutta seuraavaan todistukseen.
Todistus. Tehtävän 1.11 mukaan tutkittavaan pisteeseen A voidaan
piirtää normaali suoralle BC.

A

B

C D

E

Olkoon A suoralla CD ja B sen ulkopuolella, jolloin muodostuu
vieruskulmat ]CAB ja ]BAD. Jos ne ovat yhtä suuret, niin ne ovat
määritelmän 10 mukaan suoria kulmia. Muuten piirretään normaali
AE suoran CD pisteeseen A [1.11], jolloin kulmat ]CAE ja ]EAD
ovat suoria. Kulma ]EAD on sama kuin kulmat ]EAB ja ]BAD
yhteensä. Lisätään kulma ]CAE, jolloin suorat kulmat ]CAE ja
]EAD yhteensä ovat yhtä paljon kuin kolme kulmaa ]CAE, ]EAB
ja ]BAD yhteensä [Aks. 2]. Vastaavasti ]CAE ja ]EAB ovat
yhdessä kulma ]CAB, josta lisäämällä kumpaankin puoleen ]BAD
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saadaan, että kolme kulmaa ]CAE, ]EAB ja ]BAD ovat yhteensä
yhtä paljon kuin kulmat ]CAB ja ]BAD [Aks. 2]. Mutta olemme
todistaneet, että myös ]CAE ja ]EAD ovat yhteensä yhtä pal-
jon kuin nämä kolme kulmaa. Aksiooman 1 nojalla siis vieruskulmat
]CAB ja ]BAD ovat yhteensä yhtä paljon kuin kaksi suoraa kul-
maa ]CAE ja ]EAD. �

Aschan esittää taas todistuksitta kaksi omaa käytännönläheistä seuraus-
lausetta. Ne eivät liene peräisin Eukleideelta, mutta ainakin jälkimmäi-
nen esiintyy jo varhaisissa käsikirjoituksissa. Perinteisesti ne on yleensä
esitetty vasta seurauksina ristikulmalauseesta 1.15.

Seuraus 1. Jos vieruskulmista toinen on suora, niin toinenkin on suora,
jos toinen on tylppä, niin toinen on terävä ja jos toinen on terävä, niin
toinen on tylppä.

Seuraus 2. Jos kaksi suoraa leikkaavat toisensa, niin muodostuvat neljä
kulmaa ovat yhteensä neljä suoraa kulmaa ja jos saman pisteen kautta kulkee
useampia suoria, niin muodostuvat kulmat ovat silloinkin yhteensä neljä
suoraa kulmaa.

Lause 1.14. (Käänteinen vieruskulmalause) Jos kaksi vierek-
käistä kulmaa muodostavat saman kuin kaksi suoraa kulmaa, niin
reunimmaiset sivut muodostavat suoran viivan.

Todistus. Käytämme edellistä lausetta epäsuorassa todistuksessa
seuraavaan tapaan:

A

BC D

E

Oletamme, että C ja D ovat eri puolilla suoraa AB ja kulmat ]ABC
ja ]ABD muodostavat yhteensä kaksi suoraa kulmaa. Väitämme,
että pisteet C, B ja D sisältyvät johonkin suoraan.
Jos ne eivät sisälly mihinkään suoraan, niin valitaan janan CB
jatkolta piste E, jolloin C, B ja E ovat samalla suoralla. Edellisen
lauseen 1.13 mukaan kulmat ]ABC ja ]ABE muodostavat yhteensä
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kaksi suoraa kulmaa, kuten oletuksen mukaan myös kulmat ]ABC
ja ]ABD, siis kumpikin pari yhteensä yhtä paljon [Post. 4 ja Aks.
1]. Vähennetään kummastakin parista ]ABC. Yhtä suurista sama
vähentämällä saatavat jäännökset, siis kulmat ]ABE ja ]ABD ovat
aksiooman (3) mukaan yhtä suuret. Mutta toinen on toisen osa, joten
tilanne on aksiooman (9) mukaan mahdoton. Todistus on valmis! �

Lause 1.15. (Ristikulmalause) Kahden suoran leikkauspisteen
luona vastakkaiset kulmat eli ristikulmat ovat yhtä suuret.

Todistus. Ristikulmalause seuraa vieruskulmalauseesta 1.13 ja
aksioomista (1) ja (3). �

Seuraus. Jos ristikulmista yksi on suora, ovat kolme muutakin suo-
rien leikkauspisteeseen syntynyttä kulmaa suoria kulmia ja suorat siis
toistensa normaaleja.

Seurauslause esiintyy Strömerillä, mutta ei ole peräisin Eukleideelta.

Lause 1.16. (Ulkokulmaepäyhtälö) Kolmion 4(ABC) ulkokul-
ma kohdassa C on suurempi kuin kumpikaan sisäkulmista kohdissa
A ja B.

Todistus.

A

B
C

D

E
F

Olkoon kolmion 4ABC sivu BC jatkettu pisteeseen D. Väitetään,
että kulma ]ACD on suurempi kuin kumpikaan kulmista ]CBA ja
]BAC.
Konstruoidaan apukuvio: E on janan AC keskipiste [1.10]. F on suo-
ralla BE yhtä kaukana E:stä kuin B [1.3].
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Konstruktion mukaan AE on yhtä suuri kuin EC ja BE on yhtä suu-
ri kuin EF . Ristikulmina ]AEB ja ]CEF ovat yhtä suuret [1.15],
joten SKS-säännön 1.4 mukaan kolmiot 4AEB ja 4CEF ovat yhte-
nevät ja erityisesti kulmat ]BAE ja4FCE ovat yhtä suuret. Mutta
]ACD sisältää kulman ]FCE ja on siis aksiooman [Aks. 9] nojalla
suurempi kuin ]ACF ja siis myös suurempi kuin BAE eli ]BAC
[Aks. 1]. Vastaavalla tavalla todistetaan, että ]ACF > ]CBA. �

Aschan alkaa tästä eteenpäin käyttää alussa määrittelemiään symboleja
=, >,<, . . . , ”kun niitä vain hämmennyksettä voidaan pantaa”. Teemme
samoin.

Lause 1.17. Kolmiossa kahden kulman summa on aina alle kaksi
suoraa kulmaa.

Todistus. Edellisessä todistuksessa havaittiin, että ]BAC =
]ECF ja ]ECF < ]ECD, joten ]BCA + ]BAC = ]BCA +
]ECF < ]BCA+ ]ECD = kaksi suoraa kulmaa [1.13]. �

Seuraus 1. Jos yksi kulma kolmiossa on tylppä tai suora, niin toiset
ovat teräviä.

Seuraus 2. Tasasivuisen kolmion kulmat ovat teräviä.

Seuraus 3. Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat teräviä.

Seuraus 4. Suoraa vasten voidaan piirtää vain yksi normaali sen
ulkopuolisesta pisteestä. (Toisin sanoen kolmiossa ei voi olla kahta
suoraa kulmaa.)

Lauseen 1.12 konstruktio antaa suoralle yhden normaalin sen ulkopuo-
lisesta pisteestä. Tässä todistettiin, että muita ei ole, vaan normaali on
yksikäsitteinen.

Aschan on kiinnittänyt huomiota siihen, että Eukleideen yhdensuuntai-
suusaksiooma on oikeastaan käänteistulos lauseelle 1.17. Aksioomahan
sanoo suurin piirtein, että ”jos kahden sisäkulman summa on alle kak-
si suoraa kulmaa, niin muodostuu kolmio”. Siksi Aschan on valinnut
tekstissään juuri tämän kohdan yhdensuuntaisuusaksiooman esittä-
miseen — Eukleideellahan 1. kirjan aksioomat ovat kaikki jo alussa.
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Yhdensuuntaisuusaksioomaa ei toisaalta käytetä vielä seuraavan lauseen
todistuksessa vaan vasta käänteisessä vuorokulmalauseessa 1.29. Teemme
silti kuten Aschan; esitämme yhdensuuntaisuusaksiooman tässä. Aschanin
käännös on uskollinen alkutekstille. Emme toista sitä, vaan lausumme
aksiooman asian nykyaikaisemmin.
Aschan ei korosta yhdensuuntaisuusaksiooman mullistavaa merkitystä,
vaan esittää sen aika lailla vähin äänin. Voisi ajatella, että syynä vähät-
telyyn on, ettei ehkä 1800-luvulla ajateltu muiden kuin filosofien ja mate-
maatikoiden koskaan joutuvan tekemisiin yhdensuuntaisuusaksiooman to-
distusyritysten, niihin kohdistuvien epäilyjen ja viime kädessä epäeuklidi-
sen geometrian kanssa. Strömerin ruotsinnoksessa Eukleideen viides pos-
tulaatti esitetään toisaalta aksioomana, toisaalta todistetaan lähtien vaih-
toehtoisesta ”vaikeuksitta todeksi myönnettävästä” aksioomasta, jonka
mukaan suora, joka leikkaa toisen kahdesta yhdensuuntaisesta myös leik-
kaa toisen. On hyvä muista, että Strömer eli 1700-luvulla, jolloin epäeukli-
dista geometriaa ei ollut olemassa ja geometrian aksioomia pidettiin tosi-
na.

Aksiooma 12 (yhdensuuntaisuusaksiooma eli Eukleideen
viides postulaatti)

A

B C

D

E

Jos suora viiva AB leikkaa kahta muuta suoraa AD ja BE pisteis-
sä A ja B siten, että D ja E ovat samalla puolella AB:tä ja kulmat
]BAD ja ]ABE ovat yhteensä (aidosti!) alle kaksi suoraa kulmaa,
niin suorat AD ja BE leikkaavat toisensa ja leikkauspiste C on sa-
malla puolella AB:tä kuin D ja E.
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Lause 1.18. Kolmiossa on suurempaa sivua vastassa suurempi kul-
ma.

Todistus. Todistus perustuu lauseeseen [1.16]:

A

B
C

D

Jos AC > AB, niin leikataan AC:sta palanen, jolla AD = AB
[1.3]. Kolmion 4BCD sisäkulma ]DCB on pienempi kuin ulkokul-
ma ]ADB [1.16]. Thaleen kantakulmalauseen 1.5 mukaan ]ADB
on yhtä suuri kuin tasakylkisen kolmion 4ABD toinen kantakulma
]ABD, joka on kulman ]ABC osa ja siis sitä pienempi [Aks. 9]. Siis
]DCB on pienempi kuin ]ABC. �

Lause 1.19. Kolmiossa on suurempaa kulmaa vastassa suurempi si-
vu.

Lause 19 sanoo saman asian kuin lause 18 — lauseethan ovat selvästikin
loogisesti ekvivalentit. Tämän on ensimmäisenä sanonut julki vasta De
Morgan 1847 [Formal Logic, s. 25]. Aikojen kuluessa on lauseelle 1.19
keksitty monenlaisia todistuksia, erityisesti myös suora todistus, mutta
Aschan on omaksunut Eukleideen epäsuoran todistuksen. Oma versiomme
on minimalistinen:

Todistus. Seuraa lauseesta 1.18. �

Seuraus 1. Annettua pistettä C lähin kohta D suoralla AB löytyy
tunnetulla projektiolla eli piirtämällä normaali pisteestä tuolle suo-
ralle. Lähin kohta D on siis yksikäsitteinen. Jos suoralla AB piste
F on lähempänä pistettä D kuin piste G, niin CF < CG.

Seuraus 2. Suoralla ja ympyrällä on korkeintaan kaksi yhteistä pis-
tettä.

Seuraukset 1 ja 2 on liitetty Eukleideen tekstiin joskus myöhemmin.
Aschan ei todista niitä, mutta luettelee seurauksen 1 todistukseen tarvit-
tavat lauseet. Esitän oman todistuksen ensimmäiselle. Jälkimmäinenhän
saadaan sitten helposti.



35

Todistus.

A B

C

D EFG

Lauseen 1.12 mukaan on olemassa mainittu normaali ja siis myös leik-
kauspiste D. Jos E on jokin muu suoran AB piste, niin kolmiossa 4EDC
on ]DEC < ]EDC, koska ]EDC on suora ja kolmion kahden kulman
summa on alle kaksi suoraa kulmaa [1.17]. Edellisen lauseen 1.19 nojalla
on siis EC > DC. Jos oletuksen mukaisesti piste F on lähempänä pis-
tettä D kuin piste G, ja samalla puolella D:tä, niin ovat edellä sanotun
mukaisesti ]CGD ja ]CFD teräviä ja erityisesti siis ]CFG terävän kul-
man vieruskulmana tylppä [1.13]. Kolmiossa 4CGF on siis ]G terävä ja
]F tylppä. Siksi edellinen lause soveltuu jälleen ja CF < CG. Lopuksi
huomataan, että kun pisteet E ja F ovat eri puolilla D:tä, mutta yhtä
kaukana, niin kolmiot 4EDC ja 4FDC ovat SKS-säännön 1.4 mukaan
yhtenevät ja siis CE = CF , joten CE < CG. �
Aschan määrittelee seurauksen 1 yhteydessä luonnollisella tavalla pisteen
etäisyyden eli ”wälimatkan” suorasta. Tässä hän on luultavasti ajatellut
oppilaidensa käytännön tarpeita ja siksi tulkinnut, että etäisyys on luku.

Lause 1.20. (Kolmioepäyhtälö) Kolmion sivu on pienempi kuin
kahden muun summa.

Janojen summa on klassisessa geometriassa jana, joka syntyy siirtämällä
ne peräkkäin toistensa jatkoksi. Janojen siirtämisestä puolestaan puhut-
tiin jo Alkeiden ensimmäisissä konstruktiotehtävissä.

Todistus.

A B

C
D

b

c

a

Jatketaan tutkittavan kolmion 4ABC sivu b = AC pisteen C yli
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pituuden a = CB verran pisteeseen D. Tasakylkisen kolmion4BCD
kantakulmat ovat yhtä suuret, joten kolmion 4ABD kulma D on
pienempi kuin kulma B, ja siis lauseen 1.19 nojalla sivu AB eli c on
lyhempi kuin AD, joka on b+ a. �

Aschan kiinnittää huomiota siihen, että kolmioepäyhtälö on sama asia
kuin toinen kolmioepäyhtälö, jonka mukaan kolmiossa jokainen sivu on
suurempi kuin kahden muun erotus.
Kolmioepäyhtälöön liittyy myös Aschanin muistutus, jossa hän korostaa
tuloksen ”itsestäänselvyyttä” vetoamalla aikaisemmin esittämäänsä peri-
aatteeseen, jonka mukaan jana on lyhin tie pisteestä toiseen. Mitään täl-
laista ei tietenkään kuulu Eukleideen systemaattiseen esitykseen, mutta
jo epikurolaisten filosofien tiedetään moittineen aikansa matemaatikoita
siitä, että nämä olivat todistavinaan asian, joka on selviö paitsi ihmiselle
jopa aasillekin, joka kyllä kulkee rehunsa luo suoraan eikä kulman kautta.
Kolmioepäyhtälö on Eukleideen järjestelmässä tärkeä lause, mutta vielä
tärkeämpi se on nykymatematiikan näkökulmasta, sanoohan se, että eukli-
disen ja itse asiassa myös epäeuklidisen geometrian tasopinta on metrinen
avaruus ja siihen voi siis standardimenetelmin ottaa käyttöön jatkuvuu-
den käsitteen. Todistamalla, että suorat ja ympyrät ovat jatkuvia käyriä
voi sitten nykymenetelmin tarkastaa, että ympyrä todella leikkaa suoraa,
jos suoran lähin piste on lähempänä ympyrän keskipistettä kuin ympyrän
kehä. Vastaava pätee kahdelle ympyrälle. Pelkkä kolmioepäyhtälö ei tosin
riitä tällaisen todistuksen pohjaksi - tarvitaan myös täydellisyysaksiooma.

Lause 1.21. Olkoon D kolmion 4ABC sisällä. Tällöin janat AD ja
DB ovat yhteensä vähemmän kuin sivut AC ja CB. Lisäksi kulma
]ADB on suurempi kuin ]ACB.

Todistus.

A B

C
D E

Sivua AD voidaan jatkaa, kunnes se leikkaa sivun BC jossain pis-
teessä E.
Kolmioepäyhtälö takaa, että AE on lyhempi kuin AC ja CE yhteen-
sä. Samoin EB on lyhempi kuin DE ja EB yhteensä.
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Kulmien vertailua koskeva väite havaitaan todeksi käyttämällä ulko-
kulmaepäyhtälöä ensin kolmion 4ACE sisäkulmaan ]C ja ulkokul-
maan ]AEB ja sen jälkeen kolmion 4DBE sisäkulmaan ]DEB =
]AEB ja ulkokulmaan ]ACB. �

Aschan muistuttaa tämänkin tuloksen ”itsestäänselvyydestä’, tällä kertaa
pelkästään havaintoon vetoamalla. On vaikeaa nähdä tällaisen muistutuk-
sen esittämiselle muita syitä kuin pedagoginen virhearvio.

Tehtävä 1.22. (Kolmion konstruktioehto) Kolmioepäyhtälöt
toteuttavista kolmesta janasta voi koota kolmion.

Ratkaisu.

b
c

a
A

BC

Olkoon annettuna kolme janaa a, b ja c, jotka toteuttavat kolmio-
epäyhtälön ehdon. Tehtävänä on siis konstruoida kolmio, jossa BC
on yhtä pitkä kuin a, CA on yhtä pitkä kuin b ja AB on yhtä pitkä
kuin c. Ohje on seuraava: Piirrä pisteestä D alkaen suora ja leikkaa
siitä peräkkäin janat DC, CB ja BE, jotka ovat yhtä suuret kuin ja-
nat a, b ja c [1.3]. Piirrä ympyrä, jonka keskipiste on C ja joka kulkee
D:n kautta ja toinen ympyrä, jonka keskipiste on B ja joka kulkee
E:n kautta [Post. 3]. Yhdistä B ja C ympyröiden leikkauspisteeseen
A.

Todistetaan, että konstruktio antaa halutunlaisen kolmion, jollainen siis
on olemassa.

Ympyrän määritelmän mukaan janat DC ja CA ovat yhtä suuret,
mutta DC = b, joten CA = b [Aks. 1]. Vastaavasti BA = c ja suoraan
konstruktion mukaan CB = a. �
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Jo varhaisissa Eukleides-käsikirjoituksissa, kuten Prokluksen editiossa
vuodelta 450 on huomattu, että Eukleides ei perustele, miksi yllä ole-
van konstruktion ympyrät leikkaavat toisensa jossain pisteessä A. Asiaa
voi parantaa huomaamalla, että kolmioepäyhtälön ehdosta seuraa, että
jälkimmäinen ympyrä leikkaa suoraa DE pisteen E lisäksi myös toisessa
pisteessä, joka on janalla CB ja itse asiassa ensimmäisen ympyrän sisällä.
Piste E puolestaan on sen ulkopuolella. Jos hyväksytään jatkuvuusperi-
aate, jonka mukaan ympyrä leikkaa toista, mikäli sillä on piste sekä toisen
sisä- että ulkopuolella, niin todistus on oleellisesti valmis.

Tehtävä 1.23. Kulma on siirrettävä haluttuun kärkeen siten, että
kylkenä on siitä alkava annettu puolisuora.

Ratkaisu.

A B

C

D

E

F

G

Olkoon annettuna suora AB ja kulma DCE. Pitää konstruoida sel-
lainen piste F , että ]BAF = ]ECD.
Valitaan suoralta AB piste G siten, että AG = CE [1.3]. Sitten
— menetellen kuten edellisessä tehtävässä — konstruoidaan kolmio
4AGF , jossa AG = CE ja GF = ED [1.22]. SSS-lauseen 1.8 mukaan
kolmiot 4AGF ja 4CED ovat yhtenevät, joten myös ]GAF =
]ECD. Tämä onkin väite, sillä kulma ]GAF on sama kuin ]BAF .

�

Aschan esittää seurauksena, että kolmion voi konstruoida, kun on annet-
tuna joko kaksi sivua ja niiden välinen kulma tai kaksi kulmaa ja niiden
välinen sivu.
Eukleides ja Aschan jättävät kumpikin huomiotta, että kulma voidaan
siirtää kummallekin puolelle puolisuoraa. Seuraavan lauseen todistuksessa
on valittava oikein.
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Lause 1.24. Olkoon kolmioissa 4ABC ja 4A′B′C ′ kaksi sivua pa-
rittain yhtä suuret, siis esim. AC = A′C ′ ja BC = B′C ′, mutta
niiden väliset kulmat eri suuret, siis esim. ]ACB > ]A′C ′B′. Täl-
löin suuremman kulman vastainen sivu on suurempi kuin pienemmän
kulman vastainen sivu, siis AB > A′B′.

A B

C

A'

B'

C'

P

Todistus. Siirretään kulma ]ACB kärkeen C ′ siten, että yhtenä
kylkenä on siitä alkava puolisuora

−−→
C ′A′ ja vapaa kylki on samalla

puolella kuin piste B′ [1.23]. Leikataan vapaasta kyljestä janan CB
mittainen pala, jolloin löytyy apupiste P siten, että C ′P = C ′B′ ja
]ACB = ]A′C ′P [1.3]. Nyt kolmiot 4ABC ja 4A′PC ′ ovat SKS-
säännön 1.4 nojalla yhtenevät. Todistus viimeistellään lauseita 1.19,
1.21 ja 1.23 käytellen eri tavoin riippuen siitä, onko B′ samalla vai eri
puolella suoraa AP kuin piste C ′, tai ehkä tuolla suoralla. Jos B′ ja C ′

esimerkiksi ovat eri puolilla, kuten kuvassa, niin ]C ′PB′ > ]A′PB′

ja siis kolmion 4B′C ′P tasakylkisyyden vuoksi ]C ′B′P > ]A′PB′

[1.5]. Niinmuodoin ]A′B′P > ]A′PB′ eli kolmiosta 4A′B′P kulma
]A′B′P on suurempi kuin kulma ]APB′ [Aks. 9]. Lauseen 1.19 mu-
kaan siis A′P > A′B′. Mutta AB = A′P , ja siis AB > A′B′, kuten
väitettiin. Muut tapaukset käsitellään samalla idealla. �

Toisin kuin vanhimmat Eukleides-käsikirjoitukset (ja minä) Aschan esit-
tää koko todistuksen kaikissa tapauksissa. Tapaukset eroavat toisistaan
hiukan; erityisesti kannattaa huomata, että kolmannessa tapauksessa käy-
tetään lauseen 1.19 sijasta lausetta 1.21.
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Lause 1.25. (Käänteinen tulos lauseelle 1.24) Olkoon kolmiois-
sa 4ABC ja 4A′B′C ′ kaksi sivua parittain yhtä suuret, siis esim.
AC = A′C ′ ja BC = B′C ′, mutta kolmannet sivut eri suuret, siis
esim. AB > A′B′. Tällöin tuon sivun vastaiset kulmat ovat eri suuret
samoin päin kuin kulmatkin, siis ]ACB > ]A′C ′B′.

Todistus. Lause 1.25 on loogisesti yhtäpitävä lauseiden 1.4 ja 1.24
konjunktion ”1.4 ja 1.24” kanssa, siis jo todistettu. �

Lause 1.26. (KSK ja KKS) Kaksi kolmiota ovat yhtenevät, jos
niissä on yksi yhteinen sivu ja kaksi yhtä suurta kulmaa siten, että
joko (KSK) sivu on kummassakin kolmiossa mainittujen kulmien vä-
lissä tai (KKS) sivu on kummassakin kolmiossa yhtä suuren kulman
vastapäinen.

Todistus. Tarkastellaan aluksi tilannetta KSK, jossa yhteinen si-
vu on yhteisten kulmien välissä.

A B

C

A' B'

C'
P

Elleivät CB ja C ′B′ ole yhtä pitkät, on toinen niistä pitempi. Olkoon
se esimerkiksi C ′B′. Valitaan C ′:n ja B′:n välistä piste P siten, että
PB′ = CB. Tällöin kolmiot4ABC ja4A′B′P ovat SKS-lauseen 1.4
mukaan yhtenevät, joten ]CAB = ]PA′B′ eli ]C ′A′B′ = ]PA′B′,
mikä on mahdotonta, koska jälkimmäinen on osa edellistä [Aks. 9].
Ristiriita todistaa, että CB ja C ′B′ ovat yhtä pitkät.
Tarkastellaan nyt tilannetta KKS, jossa yhteinen sivu ei ole yhteisten
kulmien välissä, vaan esimerkiksi A-kulmaa vastassa.

A B

C

A' B'

C'

Q
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Jos AB = A′B′, niin kolmiot 4ABC ja 4A′B′C ′ ovat yhtenevät
SKS-lauseen 1.4 nojalla, joten riittää tutkia tapaus, jossa AB 6=
A′B′, esimerkiksi AB > A′B′, kuten kuvassa. Siinä tapauksessa lei-
kataan sivusta A′B′ janan AB pituinen pala B′Q [1.3], jolloin SKS-
lauseen 1.4 nojalla kolmiot4ABC ja4QB′C ′ ovat yhtenevät, erityi-
sesti ]CAB = ]C ′QB′. Mutta oletettiin, että ]CAB = ]C ′A′B′,
joten ]C ′QB′ = ]C ′A′B′, mikä on kolmiossa 4C ′A′Q ulkokulma-
lauseen 1.16 vastaista, siis mahdotonta. �

Olisi houkuttelevaa tyytyä todistamaan lauseesta 1.26 vain toinen puo-
li, esimerkiksi KSK, ja vedota sitten siihen, että kolmion kulmien summa
on aina sama, joten kaikki kulmat tunnetaan, kun kaksi niistä on annet-
tu. Kolmion kulmasummaa ei kuitenkaan ole vielä tässä vaiheessa joh-
dettu, eikä Eukleides sitä halua vielä tehdäkään, sillä kulmasummalause
perustuu yhdensuuntaisuusaksioomaan, jota ei vielä ole käytetty kertaa-
kaan. Eukleideen lauseiden järjestys on valittu siten, että todistetaan ensin
ne, jotka eivät edellytä yhdensuuntaisuusaksiooman voimassaoloa. Näiden
lauseiden muodostamaa kokonaisuutta sanotaan neutraaliksi geometriak-
si , koska se sisältyy niin euklidiseen kuin epäeuklidiseenkin geometriaan.
Lauseen 26 voisi tietenkin todistaa samaan tapaan kuin SKS-lauseen 1.4,
siis ”kolmiota siirtämällä” ja aksioomaan 8 vedoten. Näin Eukleides ei
tee, koska käytössä on parempi todistus. (Vrt. lauseen 1.3 todistuksen
kommentteihin.)
Lause 26 on ilmeisesti jo kauan ennen Eukleidesta ollut egyptiläisten pyra-
midinrakentajien tiedossa ainakin suorakulmaiselle kolmiolle, ja kreikka-
laisista matemaatikoista jo varhaisimman, Thaleen, kerrotaan todistaneen
sen.
Eukleidesta myöhemmissä geometriankirjoissa on tässä kohdassa usein
luettelo kolmioiden yhtenevyyslauseista. Yleensä mukana on myös tapaus
SSK, jossa yhtä suuria ovat kaksi sivua ja toisen vastainen kulma. Tällöin
tosin tarvitaan lisäehto, esimerkiksi sellainen, että toisten yhtä suurien si-
vujen vastaiset kulmat ovat molemmissa kolmioissa terävät, molemmissa
tylpät tai molemmissa suorat. Aschan seuraa Eukleidesta eikä esitä lain-
kaan SSK-sääntöä. Sen sijaan hän esittää lauseen 1.26 seurauksen, jonka
mukaan tasakylkisen kolmion kärjestä kannalle piirretty korkeusjana ja-
kaa sekä kannan että kärkikulman tasan kahtia.
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Lause 1.27. (Vuorokulmalause) Jos oheisessa kuviossa vuorokul-
mat α = ]EFD ja β = ]AEF ovat yhtä suuret, niin suorat s = CD
ja t = AB ovat yhdensuuntaiset, s ‖ t.

s

tA B

C D

E

F

G

Todistus. Jos ei s ‖ t, niin yhdensuuntaisuuden määritelmän 13
mukaan on olemassa niiden leikkauspiste G, joka on jommalla kum-
malla puolella leikkaavaa suoraa FE, esimerkiksi samalla puolella
kuin D, kuten kuvassa. Tällöin syntyy kolmio 4EGF , jossa ulko-
kulma ]AEF on yhtä suuri kuin sisäkulma ]EFG, mikä on vastoin
ulkokulmalausetta 1.16 ja siis mahdotonta. Siis s ‖ t. �

Itse asiassa vuorokulmalause 1.27 ja ulkokulmalause 1.16 ovat loogisesti
yhtäpitävät samaan tapaan kuin mm. lauseet 1.18 ja 1.19 keskenään, joten
uusi todistus on tarpeeton.

Lause 1.28. (Vuorokulmalauseen toisia muotoja)
a) Jos kuvassa kulmien α ja γ summa on kaksi suoraa kulmaa, niin
suorat s ja t ovat yhdensuuntaiset.
b) Jos kuvassa kulmat α ja δ ovat yhtä suuret, niin suorat s ja t ovat
yhdensuuntaiset.

s

t

Todistus. Lause seuraa edellisestä yhdistettynä ristikulmalausee-
seen 1.15 ja vieruskulmalauseeseen 1.13. �
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Vuorokulmalauseesta alkaa Eukleideen 1. kirjan toinen jakso, jossa käsi-
tellään yhdensuuntaisuutta — alkuosassahan pääkohteena olivat kolmiot.
Molemmat asiakokonaisuudet yhdistetään 1. kirjan kolmannessa osassa,
jossa tutkitaan kolmioiden kokoa eli pinta-alaa suunnikkaiden avulla, sel-
vitetään milloin kaksi kolmiota ovat yhtä suuria olematta välttämättä
yhteneviä ja todistetaan lopuksi Pythagoraan lause.
Useiden aikaisempien lauseiden käänteinen muoto oli helppo seuraus al-
kuperäisestä lauseesta, mutta vuorokulmalauseen osalta asia on toisin.
Käänteinen vuorokulmalause 1.29 on itse asiassa riippumaton kaikesta
tähän mennessä todistetusta ja sisällöltään periaatteessa sama asia kuin
yhdensuuntaisuusaksiooma 12 eli Eukleideen 5. postulaatti, joka on esi-
telty lauseen 1.17 yhteydessä.

Lause 1.29. (Käänteinen vuorokulmalause)

s

t
A B

C D

E

F

G

H

Jos s ‖ t, niin α = β, α = δ ja α ja γ ovat yhteensä kaksi suoraa
kulmaa.

Vieruskulmalauseen 1.13 ja ristikulmalauseen 1.15 nojalla riittää tieten-
kin todistaa, että α ja γ ovat yhteensä tasan kaksi suoraa kulmaa. Euklei-
deen yhdensuuntaisuusaksiooman mukaan s ja t leikkaisivat toisensa, jos
α ja γ olisivat yhteensä vähemmän kuin kaksi suoraa kulmaa. Toisaalta
α ja γ eivät ole yhteensä myöskään enemmän kuin kaksi suoraa kulmaa,
sillä silloin niiden vieruskulmat δ ja ε olisivat yhteensä alle kaksi suoraa
kulmaa, jolloin s ja t leikkaisivat toisensa kuitenkin.
Koska yhdensuuntaisuusaksiooma eri muodoissaan on asia, joka erottaa
euklidisen geometrian epäeuklidisesta, korostamme sitä esittämällä kään-
teisen vuorokulmalauseen alkuperäisen todistuksen nykysuomeksi, vaikka
Aschanin käännöskin on hyvä.
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Todistus. Leikatkoon suora EF yhdensuuntaisia suoria AB ja
CD. Väitetään, että vuorokulmat ]AGH ja ]GHD ovat yhtä suu-
ret, kulmat ]EGB ja ]GHD ovat keskenään yhtä suuret ja saman-
puoliset sisäkulmat ]BGH ja ]GHD ovat yhteensä yhtä paljon kuin
kaksi suoraa kulmaa.
Näin on, sillä jos kulmat ]AGH ja ]GHD ovat erisuuret, niin toi-
nen niistä on suurempi. Olkoon ]AGH suurempi. Lisätään kum-
paankin sama kulma ]BGH (ja huomataan, että) kulmat ]AGH
ja ]BGH ovat yhteensä enemmän kuin kulmat ]BGH ja ]GHD.
Mutta ]AGH ja ]BGH ovat (vieruskulmia ja siis) yhteensä kaksi
suoraa kulmaa [1.13], joten ]BGH ja ]GHD ovat yhteensä vähem-
män kuin kaksi suoraa kulmaa. Näin ollen suorat AB ja CD koh-
taavat yhdensuuntaisuusaksiooman nojalla toisensa; mutta ne eivät
voi kohdata toisiaan, koska ne on oletettu yhdensuuntaisiksi. Siksi
kulmat ]AGH ja ]GHD eivät olekaan erisuuret vaan yhtä suuret.
Nyt kulmat AGH ja EGB ovat (ristikulmina) yhtä suuret [1.15],
joten kulma ]EGB on yhtä suuri kuin ]GHD [Aks. 1]. Lisätään
kumpaankin kulma ]BGH (jolloin huomataan, että) kulmat ]EGB
ja ]BGH ovat yhtä suuria kuin kulmat ]BGH ja ]GHD. Mutta
]EGB ja ]BGH ovat (vieruskulmia ja siis) yhteensä kaksi suoraa
kulmaa [1.13]. Siksi ]BGH ja ]GHD ovat yhteensä kaksi suoraa
kulmaa. �

Aschan esittää vuorokulmalauseelle ja käänteiselle vuorokulmalauseelle
neljä seurauslausetta, joita ei ole Eukleideella.

Seuraus 1. Jos suora leikkaa toisen kahdesta yhdensuuntaisesta
suorakulmaisesti, niin se leikkaa toisenkin suorakulmaisesti.

Seuraus 2. Jos kahdelle yhdensuuntaiselle piirretään kummallekin
normaali, niin normaalit ovat keskenään yhdensuuntaiset ja niistä
alkuperäisten suorien väliin jäävät osat ovat yhtä pitkät. Tässä mie-
lessä kaksi yhdensuuntaista suoraa ovat kaikista kohdista yhtä kau-
kana toisistaan.

Aschan väittää virheellisesti, että tämä kohta olisi seuraus vuorokulma-
lauseesta 1.28 eikä lauseesta 1.29. Lisäksi hän on tuskin huomannut esit-
tävänsä tässä lauseena asian, jonka on Eukleideesta poiketen sisällyttä-
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nyt yhdensuuntaisuuden määritelmään. Vastaavia loogisia virheitä on va-
litettavasti nykyisissäkin oppikirjoissa.

Seuraus 3. Annetun suoran ulkopuolisen pisteen kautta kulkee enin-
tään yksi annetun kanssa yhdensuuntainen suora.

Tämä on yhdensuuntaisuusaksiooman tunnetuin esitystapa, Playfairin
aksiooma.

Seuraus 4. Kaksi kulmaa, joiden kyljet ovat yhdensuuntaiset, ovat
yhtä suuret.

Sanomatta jää, että kyseessä voi olla myös annetun vieruskulma.

Lause 1.30. Saman suoran kanssa yhdensuuntaiset suorat ovat kes-
kenäänkin yhdensuuntaiset

Todistus. Väite seuraa vuorokulmalauseesta 1.27 ja sen kääntei-
sestä lauseesta 1.29. �

Sisällöltään lause 1.30 on sama kuin Playfairin aksiooma, sillä se, että
eri suorat s ja r ovat molemmat suoran s suuntaisia, mutta leikkaavat
toisensa jossain pisteessä P , on sama asia kuin että pisteen P kautta
kulkee kaksi suoralle s yhdensuuntaista suoraa, nimittäin t ja r. Lause
1.30 kieltää näistä asiantiloista toisen ja Playfairin aksiooma toisen.

Tehtävä 1.31. On piirrettävä annetun pisteen kautta annetun suo-
ran kanssa yhdensuuntainen suora.

Ratkaisu. Olkoon A annettu piste ja s = BC annettu suora. Teh-
tävänä on löytää A:n kautta kulkeva BC:n suuntainen suora. Vali-
taan suoralta BC mielivaltainen piste D. Siirretään kulma ]ADC
kärkeen A siten, että sivuna on siitä alkava puolisuora

−−→
AD ja vapaa

s

A

B CD

E F

kylki
−→
AE on samalla puolella kuin piste B [1.23]. Jatketaan

−→
AE pis-
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teen A yli suoraksi EF . Nyt vuorokulmat ]EAD ja ]ADC ovat
yhtä suuret, joten vuorokulmalauseen 1.27 nojalla suorat BC ja EF
ovat yhdensuuntaiset. �

Konstruktio ja todistus olisi voitu tehdä jo kohdassa 1.27, jossa on vuoro-
kulmalause, siis ilman yhdensuuntaisuusaksioomaa. Lause esitetään vasta
tässä siitä syystä, että vasta nyt tiedetään käänteisen vuorokulmalauseen
perusteella, että ratkaisu on yksikäsitteinen. Playfairin aksiooma sanoo
tämän eksplisiittisesti.
Aschan esittää seuraavat Eukleideelta löytymättömät tehtävät:

Seuraus 1. Annetun suoran ulkopuolisen pisteen kautta voi kon-
struoida suoran, joka leikkaa annetun suoran annetussa kulmassa.

Seuraus 2. (KKS-konstruktio) Kolmio voidaan konstruoida, kun
tunnetaan kaksi kulmaa ja toisen vastainen sivu; tämähän seuraa
edellisestä seurauksesta.

Lause 1.32. (Kulmasummalause) Kolmion ulkokulma on yhtä
suuri kuin kahden muun kärjen sisäkulmat yhteensä ja kolmion kaik-
kien sisäkulmien summa on kaksi suoraa kulmaa.

A

B
C D

E

Todistus. Tarkastellaan kolmion 4ABC ulkokulmaa ]ACD.
Konstruoidaan pisteen C kautta yhdensuuntainen suoralle AB [1.31].
Käänteisen vuorokulmalauseen 1.29 mukaan vuorokulmat ]BAC ja
]ACE ovat yhtä suuret. Käänteinen vuorokulmalause sanoo myös,
että kulmat ]ABC ja ]ECD ovat keskenään yhtä suuret. Kulmien
]ACE ja ]ECD summa ]ACD on siis yhtä suuri kuin kulmat
]BAC ja ]ABC yhteensä, eli ulkokulma kärjessä C on yhtä suuri
kuin sisäkulmat ]A ja ]B yhteensä, kuten väitettiin. Kulmasum-
maa koskeva väite seuraa tästä ja siitä, että vieruskulmien ]BCA ja
]ACE summa on kaksi suoraa kulmaa [1.13]. �
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Kolmion kulmasumma on ollut käytännössä tiedossa kauan ennen Euklei-
desta, mahdollisesti jo muinaisessa Egyptissä. Eukleideen todistusta tun-
netumpi on Pythagoraan todistus, joka yleensä esitetään geometrian op-
pikirjoissa ja jossa apuviivana on yhden sivun suuntainen, vastakkaisen
kärjen kautta kulkeva suora. Aikojen kuluessa on koetettu keksiä yhden-
suuntaisuuden teoriasta kokonaan riippumattomia todistuksia, mutta sel-
laista ei voi olla olemassa, sillä yhdensuuntaisuusaksiooma on todistetta-
vissa, jos kolmion kulmasumma oletetaan tunnetuksi. Itse asiassa vähem-
pikin riittää: 1800-luvun alussa todistettiin, että jos edes yhden kolmion
kulmasumma on vähintään 180 astetta, niin yhdensuuntaisuusaksiooma
on voimassa.
Aschanin Eukleides-versiossa kulmasummalause korostuu ansionsa mukai-
sesti, sillä siitä esitetään peräti yhdeksän tärkeää seurausta. Todistuksia ei
ole, eikä mikään korollaareista taaskaan esiinny vanhimmissa Eukleides-
käsikirjoituksissa, vaikka ne ovat tietenkin olleet tunnettuja. Viisi ensim-
mäistä ovat Strömerin ruotsinnoksesta. Seuraus 6 liittyy yhteen geomet-
rian historian kuuluisimmista ongelmista: miten voisi jakaa mielivaltaisen
kulman kolmeen yhtä suureen osaan harpilla ja viivoittimella. Seuraus
8 puolestaan liittyy kuvioon, jonka avulla kulmasummalauseen väite on
luultavasti alun perin keksitty suorakulmaisen kolmion tapauksessa. Täs-
sä pisteet B,C ja D ovat samalla A-keskisellä ympyränkehällä ja tilanne
on sama kuin Thaleen lauseessa, jonka mukaan puoliympyrään liittyvä
kehäkulma on suora. Seurauksen 7 kuviota taas käytetään koulukirjoissa
toisinaan Pythagoraan lauseen todistamiseen. Sellainen todistus perus-
tuu kolmioiden yhdenmuotoisuuteen — aiheeseen, jota Eukleides käsitte-
lee vasta Alkeiden 6. kirjassa.

Seuraus 1. Kaikissa kolmioissa on sama kulmien summa.

Seuraus 2. Jos kaksi kulmaa kahdessa kolmiossa ovat yhtä suuret,
on kolmaskin.

Seuraus 3. Suorakulmaisessa kolmiossa terävien kulmien summa
on suora kulma.

Seuraus 4. Jos tasakylkisessä kolmiossa kylkien välinen kulma on
suora kulma, niin kantakulmat ovat kumpikin puolet suorasta kul-
masta (eli 45◦).
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Seuraus 5. Tasasivuisen kolmion kulmat ovat kukin 2
3 suorasta kul-

masta (eli 60◦).

Seuraus 6. Suora kulma osataan jakaa harpilla ja viivoittimella kol-
meen yhtä suureen osaan.

Seuraus 7. Jos suorakulmaisessa kolmiossa piirretään normaali
suorasta kulmasta sen vastakkaiselle sivulle, niin syntyvissä kahdessa
osakolmiossa on yhtä suuret kulmat kuin alkuperäisessä.

A B

C

D

Seuraus 8. Jos tasakylkisen kolmion 4(ABC) kylki jatketaan kär-
jen A yli oman pituutensa verran kohtaan D, niin 4(CBD) on suo-
rakulmainen sillä tavalla, että CD ⊥ BD.

Seuraus 9. n-kulmion kulmien summa on (n−2) kertaa kaksi suoraa
kulmaa.

Lause 1.33. Jos kaksi janaa ovat yhdensuuntaiset (eli yhdensuun-
taisilla suorilla) ja yhtä suuret, niin ovat myös niiden samanpuolisia
päätepisteitä yhdistävät janat yhdensuuntaiset ja yhtä pitkät.

A
B

CD
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Todistus. Olkoot janat AB ja CD yhdensuuntaiset ja yhtä pitkät
ja B ja D eri puolella suoraa AC. Osoitetaan, että AD ‖ BC ja
AD = BC.
Käänteisen vuorokulmalauseen 1.29 nojalla ]BAC = ]ACD, ole-
tettiin AB = CD ja tietenkin on AC = AC. Siksi kolmiot 4ABC
ja 4CDA ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevät ja siis AD = BC
ja lisäksi ]ACD = ]BAC, josta vuorokulmalauseen 1.27 mukaan
seuraa AD ‖ BC. �

Aschan on kirjan alussa määritellyt suunnikkaan nelikulmioksi, jolla on
kaksi paria yhdensuuntaisia sivuja. Hän muistuttaa tässä kohdassa, että
nyt on todistettu, että nelikulmio, jolla on yksi pari yhdensuuntaisia ja
yhtä pitkiä sivuja, on suunnikas.

Lause 1.34. Suunnikkaassa vastakkaiset sivut ja kulmat ovat yhtä
suuret ja lävistäjä jakaa suunnikkaan kahteen yhtenevään osaan.

Todistus.

A B

C D

Suunnikas on määritelty nelikulmioksi, jossa vastakkaiset sivut ovat
yhdensuuntaisia. Olkoon AC suunnikkaan �ABCD lävistäjä. Ole-
tuksesta AB ‖ CD seuraa käänteisen vuorokulmalauseen 1.29 nojal-
la, että ]BAC = ]ACD. Vastaavasti myös ]BCA = ]DAC. Mut-
ta tietenkin AD = DA, joten kolmiot 4ACD ja 4CAB ovat KSK-
lauseen 1.26 mukaan yhtenevät, erityisesti AB = CD, AD = BC
ja ]ABC = ]CDA. Väite ]DAB = ]BCD voidaan todistaa joko
vastaavasti tai huomauttamalla Eukleideen tapaan, että nämä kul-
mat muodostuvat kahdesta osasta, jotka kolmioiden yhtenevyyden
takia ovat parittain yhtä suuret [Aks. 2]. �

Aschan esittää lopuksi pedagogisesti hyvin perustellun muistututuksen:
Edellinen lause pätee kääntäenkin: ”perivastoin on nelikulmio suunnikas,
kunhan sen vastakkaiset sivut tai vastakkaiset kulmat ovat parittain yhtä
suuret”.
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Aschanin käännöksessä seuraa jälleen pitkä rivi omia korollaareja, joista
vain numerot 4 ja 7 on todistettu. Seuraus 7 vaatii erityistä huomiota, on-
han tämä ensimmäinen kerta, kun Aschan mainitsee jonkin kuvion, tässä
neliön, kaksiulotteinen suuruus eli pinta-ala. Todistus on alla nykysuo-
meksi. Kannattaa huomata, että Aschanin kirjaan painettu kuvio, sama
kuin Strömerin laitoksessa, on mittasuhteiltaan harhaanjohtava vaikka ei
virheellinen.

Seuraus 1. Jos suunnikkaassa on yksikin suora kulma, niin se on
suorakulmio.

Seuraus 2. Suunnikkaan lävistäjät puolittavat toisensa.

Seuraus 3. Jos lävistäjän keskipisteen kautta vedetään suora viiva
missä hyvänsä suunnassa, niin se jakaa suunnikkaan kahdeksi yhte-
neväksi monikulmioksi.

Seuraus 4. Suorakulmion lävistäjät ovat yhtä pitkät. Muun suun-
nikkaan lävistäjät ovat eripitkät.

Seuraus 5. Vinoneliön lävistäjät ovat suorassa kulmassa toisiaan
vasten ja puolittavat vinoneliön kulmat.

Seuraus 6. (Suunnikkaiden SKS-lause) Suunnikkaat ovat yhte-
nevät, jos niissä on samoja kaksi sivua ja niiden välinen kulma.

Seuraus 7. a) Neliöt ovat yhtä suuret, jos niissä on yhtä suuret
sivut.
b) Yhtä suurissa neliöissä on yhtä pitkät sivut.

A B

C D

A‘=E B‘

C‘ D‘

F

GH

Todistus. a) Seurauksen 6 mukaan neliöt ovat suorastaan yh-
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tenevät ja siis aksiooman 8 nojalla yhtä suuret, jos niillä on yhtä
suuret sivut. b) Olkoon neliössä �ABCD pienempi sivu kuin ne-
liössä �EFGH. Osoitetaan, että neliö �ABCD on pienempi kuin
neliö �EFGH. Leikataan janalta EF janan AB pituinen osajana
EB′ [1.3]. Merkitään E = A′ ja konstruoidaan neliö �A′B′C ′D′ sa-
malle puolelle suoraa EF , jolla neliö �EFGH on. Koska neliöllä
�A′B′C ′D′ on yhtä pitkä sivu kuin neliöllä �ABCD, nämä neliöt
ovat seurauksen 6 nojalla yhtenevät ja siis yhtä suuret. Mutta neliö
�A′B′C ′D′ on annetun neliön �EFGH osa, siis sitä pienempi. Siis
myös �ABCD on pienempi kuin �EFGH. �

Lause 1.35. Jos kahdella suunnikkaalla on yhteinen sivu ja sen vas-
taiset sivut ovat samalla suoralla, niin suunnikkaat ovat yhtä suuret.

Tässä Eukleides itse ensimmäisen kerran puhuu tasokuvion suuruudesta
eli pinta-alasta. Aikaisemmin esiintyneillä suureilla, siis janan pituudel-
la ja kulmalla ovat yhtenevyys ja yhtäsuuruus sama asia, mutta tässä
tarkasteltavat suunnikkaat eivät ole yhteneviä, vaan muuten vain yhtä
suuria.
Todistuksessa tulee käsiteltäväksi eri tapauksia. Eukleides-
käsikirjoituksissa (ja alla) todistetaan vain hankalin, mutta Aschan
noudattaa myöhempää traditiota käsitellen kaikki.
Todistuksen ideana on paloitella tukittavat yhteneviin osiin. Näin saa-
daankin suunnikkaan alaa ja siten myös sen puolikkaan eli kolmion ko-
koa koskevat tulokset johdettua. Saattaisi kuvitella, että vastaavalla ta-
valla voisi johtaa myös kolmiulotteisen eli avaruusgeometrian kaavoja,
vaikkapa pyramidin tilavuuden. Tässä ei kuitenkaan ole onnistuttu, vaan
1900-luvulla on päinvastoin voitu todistaa, että ei ole olemassa mitään
paloittelu- ja kokoamistapaa, jolla yleisen nelisivuisen pyramidin tilavuus-
kaava voitaisiin johtaa. Avaruusgeometria on siis tässä suhteessa oleelli-
sesti erilaista kuin tasogeometria.

Todistus. Olkoot �ABCD ja �EBCF suunnikkaita, joilla on sa-
ma kanta BC ja joilla AD ja EF ovat samalla (kannan suuntaisella)
suoralla. Osoitetaan, että ne ovat yhtä suuret. Lauseen 1.34 mukaan
sekä AD että EF ovat yhtä pitkiä kuin BC ja siis myös keskenään
yhtä pitkiä. Tästä seuraa, että myös AE = DE, sillä ne saadaan
AD:stä ja EF :stä lisäämällä niihin jana DE. (Kuvan tapaus a)).
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.
A

C

D

B

E FF
G

A

C

D

B

E FA

C

D

B
a) b) c)

Toisaalta myös AB = DC ja lisäksi yhdensuuntaisiin suoriin liitty-
vät vuorokulmat ]EAB ja ]FDC ovat yhtä suuret [1.29]. Siksi kol-
miot 4EAB ja 4FDC ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevät ja
siis yhtä suuret. Poistamalla kummastakin sama kolmio 4DEG saa-
daan yhtä suuret puolisuunnikkaat �ABGD ja �FCGE. Lisäämäl-
lä näihin kumpaankin yhtä suureen kuvioon kolmio 4BCG saadaan
suunnikkaat �ABCD ja �EBCF , jotka siis ovat yhtä suuret. �

Lause 1.36. Suunnikkaat ovat yhtä suuret, jos niillä on pari vastak-
kaisia sivuja samalla suoraparilla ja nämä ovat kummassakin yhtä
pitkiä.

Todistus. Olkoot suunnikkaissa �ABCD ja �EFGH sivut AD
ja EG samalla suoralla ja BC ja FH keskenään samalla suoralla ja
yhtä pitkät. Osoitetaan, että suunnikkaat ovat yhtä suuret. Oletus-
ten ja lauseen 1.34 mukaan AD = BC = FH = EG ja BC ‖ EG,
joten nelikulmio �EBCH on lauseen 1.33 nojalla suunnikas. Koska
suunnikkailla �EBCH ja �ABCD on sama kanta BC ja sen vas-
taiset sivut ovat samalla suoralla AD, suunnikkaat ovat lauseen 1.35
mukaan yhtä suuret. Samoin perustein ovat �EBCH ja �EFGH
yhtä suuret, mistä väite seuraa.

A

C

D

B

E

F

G

H

�
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Lause 1.37. Kolmiot, joiden kanta on sama ja joiden kolmas kulma
on samalla kannan suuntaisella suoralla, ovat yhtä suuret.

Todistus.

A

C

D

B

E F

Olkoot 4ABC ja 4DBC kolmioita siten, että AD ‖ BC. Olkoon
E sivun AC suuntaisen, pisteen B kautta piirretyn suoran ja suoran
AD leikkauspiste ja olkoon F sivun BD suuntaisen, pisteen C kaut-
ta piirretyn suoran ja suoran AD leikkauspiste [1.31]. Lauseen 1.35
mukaan suunnikkaat �EBCA ja �DBCF ovat yhtä suuret. Lauseen
1.34 mukaan kolmio4ABC on puolet suunnikkaasta �EBCA ja kol-
mio 4DBC on puolet suunnikkaasta �DBCF . Siksi ne ovat yhtä
suuret [Aks. 7]. �

Eukleides on luonnollisesti ollut tietoinen kolmion alan lausekkeesta: puo-
li kertaa kanta kertaa korkeus. Tulosta ei Alkeissa muotoilla näin, sillä
esitettävä geometria on riippumaton luvuilla laskemisesta eikä pituuden
yksiköitä tai mittalukuja esiinny. Kolmion alan tunnetun kaavan 1

2ah voisi
kuitenkin ilmaista muodostamalla suorakulmion, jolla on sama kanta kuin
kolmiolla ja puolet sen korkeudesta. Eukleides ei kiirehdi. Itse asiassa hä-
nellä on mielessä laajempi tavoite: muodostetaan neliö, jolla on sama ala
kuin tutkittavalla kolmiolla. Neliöitähän voi luontevasti pitää tasokuvioi-
den suuruuden eli pinta-alan standardivertailukohteina. Tähän traditioon
liittyy kysymys minkä tahansa tasokuvion, erityisesti ympyrän neliöimi-
sestä.
Jo tähän mennessä esitetyillä suunnikkaan ja kolmion aloja koskevilla
lauseilla on tietty pedagogis-yleissivistävä merkitys, johon kiinnitettiin
huomiota jo antiikin aikana. Niistähän käy ilmi, että monikulmion, eri-
tyisesti jo kolmion, ympärysmittaa voi kasvattaa kuinka suureksi tahansa
ilman että kolmion pinta-alaa tarvitsee suurentaa — siirretään vain kär-
keä kauas pitkin kannan suuntaista suoraa. Isäntä, joka kehuu tiluksiensa
olevan niin suuret, että niiden ympäri kävelemiseen kuluu koko päivä, ei
siis ole sanonut mitään maidensa laajuudesta.
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Aschanin kirjassa on tässä kohdassa seuraava korollaari, jonka todistus
hahmotellaan konveksin viisikulmion tapauksessa. Kyseessä on pikemmin-
kin harjoitustehtävä kuin teoreema, joka kyllä sopisi osaksi Eukleideen yl-
lä kuvailtua ”neliöimisohjelmaa”. Eukleides käsittelee monikulmiota koh-
dassa 1.45.

Seuraus. Monikulmiosta pystyy harpilla ja viivoittimella tekemään
kolmion, joka on yhtä suuri.

Ratkaisu.

B

C

E

FG
D

A

Viisikulmiosta ABCDE poistetaan kulma kerrallaan seuraavalla me-
nettelyllä. Aluksi siirretään kärkeä B halkaisijan AC suuntaisesti,
kunnes se on sivulla DC kohdassa F . Sitten toistetaan menettely
esim. siirtämällä E halkaisijan AG suuntaisesti kohtaan G. Lauseen
1.37 mukaan ala ei muutu näissä siirroissa, joten on saatu alkuperäi-
sen viisikulmion kokoinen kolmio 4AGF . �

Lause 1.38. Kolmiot, joiden kannat ovat yhtä pitkät ja samalla suo-
ralla ja joiden kolmas piste on samalla kannan suuntaisella suoralla,
ovat yhtä suuret.

Todistus. Olkoot 4ABC ja 4DEF kolmioita siten, että kannat
BC ja EF ovat yhtä pitkät ja samalla suoralla ja AD ‖ BC.

A

C

D

B E F

G H

Olkoon G sivun AC suuntaisen, pisteen B kautta piirretyn suoran ja
suoran AD leikkauspiste ja olkoon H sivun BE suuntaisen, pisteen
F kautta piirretyn suoran ja suoran AD leikkauspiste [1.31].
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Lauseen 1.36 mukaan suunnikkaat �EBCA ja �DBCF ovat yh-
tä suuret. Lauseen 1.34 mukaan kolmio 4ABC on puolet suun-
nikkaasta �EBCA ja kolmio 4DBC on puolet suunnikkaasta
�DBCF . Siksi ne ovat yhtä suuret [Aks. 7]. �

Aschanin kirjassa on pieni puute: kuviossa kolmioiden kannat on piir-
retty ja myös ajateltu suoraan toistensa jatkoksi.
Esitettävät seuraukset ovat jälleen harjoitustehtävän luontoisia. Seu-
rauksessa 5 on kuitenkin oltava tarkkana ja olen selvyyden vuoksi li-
sännyt tehtävään pari välivaihetta samalla kun olen nykysuomentanut
sen.

Seuraus 1. Kolmion voi jakaa harpilla ja viivoittimella kahdeksi
yhtä suureksi osaksi.

Seuraus 2. Suunnikkaan voi jakaa harpilla ja viivoittimella nel-
jäksi yhtä suureksi kolmioksi.

Seuraus 3. Harpilla ja viivoittimella pystyy tekemään tasakylki-
sen kolmion, joka on yhtä suuri kuin annettu kolmio.

Seuraus 4. Jos kahdella kolmiolla on yksi yhteinen sivu ja li-
säksi yhtä pitkä sivu ja jos eri kolmioissa yhteisen ja yhtä pitkän
sivun väliin jäävien kulmien summa on kaksi suoraa kulmaa, niin
kolmiot ovat yhtä suuret.

A B

C
C'

!
"

Seuraus 5. Jos kahdella kolmiolla on sama korkeus, mutta eri-
pitkä kanta, niin isompaa kantaa vastaa isompi kolmio. Jos isompi
kanta on kaksi kertaa pienemmän kannan kokoinen, niin isompi
kolmio on kaksi kertaa pienemmän kolmion kokoinen. Vastaava
pätee, kun isompi kanta on n kertaa pienemmän kokoinen. Vas-
taavat lauseet pätevät suunnikkaille. (n on tässä luonnollinen lu-
ku.)

Taitava lukija onnistuu melko helposti osoittamaan, että n voi edellä
olla mikä rationaaliluku tahansa. Kokonaan eri ongelma on näyttää, et-
tä seuraus 5 pätee mille tahansa suhdeluvulle n, siis irrationaalisellekin.
Sellaisenaan seuraus 5 vain vihjaisee, että kolmion ala on verrannolli-
nen kannan pituuteen. Suhteen vastatessa irrationaalilukua sanomme,
että kannat ovat yhteismitattomat . Kreikkalaisen matematiikan suur-
saavutus oli yhteismitattoman suhteen tarkka määrittely ja käsittely-
taito. Eukleides omistaa verrannollisuuden teorialle viidennen kirjansa
ja todistaa luvussa 6 ensimmäisenä teoreemana seurauksen 5 väitteen
tapauksessa, jossa kantojen sallitaan olevan yhteismitattomat.

Seuraus 6. Jos useammalla kolmiolla on sama korkeus, niin ne
yhteensä ovat yhtä suuret kuin kolmio, jolla on sama korkeus ja
kantanaan jana, joka on yhtä pitkä kuin annettujen kolmioiden
kannat yhteensä.

Lause 1.39. Jos kahdella yhtä suurella kolmiolla on yhteinen kan-
ta, niin niiden kärjet ovat samalla kannan suuntaisella suoralla tai
eri puolilla kantaa.

Todistus.

A

B C

D
E

Olkoot kolmiot 4ABC ja 4DBC yhtä suuret ja A ja D sa-
malla puolella suoraa BC. Osoitetaan, että AD ‖ BC. Piirre-
tään pisteen A kautta BC:n suuntainen suora [1.31]. Jos ei ole
AD ‖ BC, niin piirretty BC:n suuntainen suora ei ole sama kuin
AD, vaan leikkaa suoran BD jossain pisteessä E, joka ei ole D.
Kolmiot 4ABC ja 4EBC ovat lauseen 1.37 nojalla yhtä suu-
ret, sillä AE ‖ BC. Oletettiin, että 4ABC ja 4DBC ovat yhtä
suuret, joten 4EBC ja 4DBC ovat yhtä suuret. Mutta tämä on
mahdotonta, koska toinen on toisen osa. Siis AD ‖ BC. �
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Kirjoittamani todistus eroaa jonkin verran alkuperäisestä, mm. viimei-
nen lause ”Siis AD ‖ BC” korvaa pitemmän perustelun. Aschan kääntää
Eukleidesta sanatarkasti ja huomaamme hänen olettavan, että E on ja-
nalla BD eli B:n ja D:n välissä, jolloin nimenomaan 4EBC on 4DBC:n
osa. Vaihtoehto, jossa E on janan BD jatkeella D:n takana, kuitataan to-
distuksen lopussa hieman hämärällä päättelyllä: ”Sentähden suorat AE
ja BC eivät voi olla yhdensuuntaiset. Samalla tavalla näytetään, että ei
mikään muu A:n kautta kulkeva suora kuin AD voi olla BC:n suuntai-
nen.” Säilyneissä Eukleides-käsikirjoituksissa on näillä paikkeilla muu-
tenkin puutteita tai virheitä, mm. seuraava lause on ilmeisesti lisätty jäl-
keenpäin. Sen todistus on olennaisesti sama kuin lauseella 1.39.

Lause 1.40. Jos yhtä suurilla kolmioilla on yhtä pitkä kanta, kannat
ovat samalla suoralla ja kolmiot samalla puolella yhteistä kantasuo-
raansa, niin kärjet ovat samalla kannan suuntaisella suoralla.

Aschanin käännös ilmaisee kahden edellisen lauseen asiantilan sanomal-
la, että ”kolmiot ovat yhdensuuntaisten välissä”. Samaa tarkoittaisi tässä
yhteydessä, että kolmiot ovat yhtä korkeat.
Lause 1.40 on todennäköisesti antiikin aikana lisätty Eukleideen tekstiin
siksi, että tuntui johdonmukaiselta esittää käänteistulos myös yleisemmäl-
le lauseelle 1.38, kun kerran käänteistulos on johdettu edelliselle lauseel-
le 1.37. Aschan on varmaan ajatellut samoin, sillä hän on liittänyt tähän
kohtaan oman muistutuksen, jonka mukaan myös suunnikkaan kokoa kos-
keville lauseille ovat voimassa vastaavat osittaiset käänteislauseet. Lisäksi
hän huomauttaa siitä, että osittaiset käänteislauseet voisi muodostaa toi-
sinkin, nimittäin todistamalla, että yhtä korkeiden samankokoisten kol-
mioiden tai suunnikkaiden kannat ovat yhtä pitkät. Eukleides itse jättää
tässäkin samantapaiset tapaukset käsittelemättä.

Lause 1.41. Jos suunnikkaalla ja kolmiolla on yhteinen kanta ja
niiden muut kulmat ovat samalla suoralla, niin suunnikas on kaksi
kertaa niin suuri kuin kolmio.

Todistus. Olkoon kolmion 4BCE kärki E suunnikkaan �ABCD
sivun AD määräämällä suoralla. Tällöin kolmiot 4BCE ja 4BCA
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ovat yhtä suuret, koska niillä on sama kanta BC ja AE ‖ BC [1.37].

A

B C

D E

Mutta suunnikas �ABCD on kaksi kertaa niin suuri kuin kolmio
4BCA, sillä AB on sen lävistäjä [1.34]. �

Kuten Aschan muistuttaa edellinen lause ei ole yleisin mahdollinen —
riittäisihän olettaa, että kolmiolla ja suunnikkaalla on yhtä pitkä kanta ja
korkeus. Oikeastaan 1.41 ei edes tuo mitään varsinaisesti uutta, vaan on
kertausluontoinen. Mutta tästä alkaa teoreemojen ketju, joka tähtää mm.
”kolmion neliöimiseen”, siis annetun kolmion kokoisen neliön konstruk-
tioon. Tämä linja hämärtyy hieman, koska Aschan esittää tässä kohdas-
sa pienen harjoitukseksi sopivan lisäyksen määräämällä puolisuunnikkaan
alan. Ratkaisu on sinänsä elegantti:

A

B C

D

E

F

G

Määrätään puolisuunnikkaan �ABCD toisen kyljen CD keskipiste E
[1.10] ja piirretään sen kautta yhdensuuntainen sivulle AB [1.31]. Nyt
käänteinen vuorokulmalause osoittaa, että kolmiot4EDG ja4ECF ovat
KSK-lauseen 1.26 nojalla yhtenevät ja siis yhtä suuret, mistä seuraa, että
puolisuunnikas �ABCD on yhtä suuri kuin suunnikas �ABFG.

Tehtävä 1.42. Tehtävänä on piirtää annettuun kulmaan suunnikas,
joka on annetun kolmion kokoinen.
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Ratkaisu.
A

B C
D

E

F G

Olkoon annettu kolmio 4ABC ja kulma ]D. Puolitetaan kolmion
kanta BC keskipisteellä E [1.10]. Kopioidaan kulma ]D pisteeseen
E siten, että toinen kylki on

−−→
EC ja toinen kylki on samalla puolel-

la kuin A [1.23]. Piirretään sivulle BC yhdensuuntainen pisteen A
kautta [1.31]; olkoon F piste, jossa se leikkaa em. kulman vapaan kyl-
jen. Piirretään kyljelle EF yhdensuuntainen pisteen C kautta [1.31];
olkoon G piste, jossa se leikkaa suoran AF . �FECG on määritel-
män mukaan suunnikas ja lauseen 1.41 mukaan kaksi kertaa niin suu-
ri kuin kolmio 4AEC, joka puolestaan on lauseen 1.38 perusteella
puolet kolmiosta 4ABC, koska E puolittaa kannan BC. Koska sekä
kolmio 4ABC että suunnikas �FECG ovat kaksi kertaa niin suu-
ria kuin kolmio 4AEC ne ovat keskenään yhtä suuret, kuten piti.
Lisäksi kulma ]CEF on yhtä suuri kuin annettu kulma ]D, kuten
myös vaadittiin. �

Lause 1.43. Suunnikkaassa kummatkin täytteet suunnikkaille lävis-
täjän ympärillä ovat yhtä suuret.

Täyte

A B C

D E F

G H I

Todistus. Lauseen 1.34 mukaan lävistäjä jakaa suunnikkaan tasan
kahtia. Sovelletaan tätä kaikkiin kolmeen halkaistuun suunnikkaaseen
ja huomataan, että kumpikin täyte syntyy vähentämällä alkuperäi-
sen suunnikkaan puoliskosta molempien pienempien suunnikkaiden
puoliskot. �
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”Täyte” on Aschanin suomennus sanalle ”komplementti”. Harmi, ettei se
ole vakiintunut suomenkieleen. Eukleides ei nähtävästi ole kokenut tar-
vetta esittää määritelmää tälle käsitteelle vaan on mieltänyt sen sivisty-
neeseen yleiskieleen kuuluvaksi.
Todistus oli helppo, mutta lause 1.43 on Alkeissa aivan keskeinen. Sen
avulla voi nimittäin muuttaa suunnikkaan — erityisesti suorakulmion —
sivun pituutta siten, että ala säilyy. Tämä on avain 2. kirjan geometri-
seen algebraan, jossa kertolaskua edustaa a- ja b- sivuisen suorakulmion
muodostaminen annetuista janoista a ja b. Suorakulmion ab neliöinti vas-
taa silloin neliöjuuren

√
ab määräämistä. Samassa mielessä jakolasku on

konstruktiotehtävä, jossa on annettuna suorakulmio S ja jana a ja on
löydettävä toinen jana b niin, että suorakulmio ab on yhtä suuri kuin
S. Tulojen yhteenlaskussa on taas annettuna kaksi suorakulmiota ja on
löydettävä uusi suorakulmio, joka on yhtä suuri kuin annetut yhteensä.
Jakolaskuongelman ratkaisu sisältyy tehtävään 1.44 ja tulojen yhteenlas-
kuongelma ratkeaa tehtävän 1.45 menetelmällä. Palaamme käsittelemään
”geometrista algebraa” toisen kirjan alussa.

Tehtävä 1.44. Tehtävänä on piirtää annetun kolmion kokoinen
suunnikas, jolla on annetun janan pituinen sivu ja annettu kulma.

Ratkaisu. Konstruktio 1.42 antaa annetun kolmion kokoisen
suunnikkaan, jolla on annettu kulmakin, mutta ei välttämättä halut-
tua sivua. Konstruktiotehtäväksi jää suunnikkaan korjaaminen niin,
että sille saadaan haluttu sivukin, mutta kulma ja koko säilyvät.
Edellinen lause tarjoaa tähän nerokkaan ratkaisun:
Olkoon �ABCD suunnikas ja EF jana. On konstruoitava
�ABCD:n kokoinen suunnikas, jolla on kulma ]ABC ja sivu EF .

A

B
C

D

E

F

G
H

I

J

K
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Jatketaan sivua DC annetun janan verran pisteeseen G [1.3]. Piirre-
tään G:n kautta yhdensuuntainen sivulle AD [1.31]; leikatkoon se si-
vunAB jatkon pisteessäH. SuoratHC jaAD leikkaavat toisensa jos-
sain pisteessä I, sillä ne eivät ole yhdensuuntaiset. (Kolmion 4CHB
sisäkulmat ]CHB ja ]CBH ovat yhteensä alle kaksi suoraa kulmaa
ja käänteisen vuorokulmalauseen 1.29 mukaan ]IAH = ]CBH, jo-
ten ]IAH +]CHB on alle kaksi suoraa kulmaa ja voidaan soveltaa
yhdensuuntaisuusaksioomaa [Aks. 12].)
Piirtämällä annetun suunnikkaan sivujen suuntaiset suorat pistei-
siin H ja I ja lisäämällä niiden leikkauspiste J ja vielä IJ :n ja
BC:n leikkauspiste K saadaan suunnikas �AHJI, jonka lävistä-
jän pisteeseen C liittyvät täytteet ovat annettu suunnikas ABCD
ja �CGJK. Jälkimmäisellä on konstruktiossa vaaditut ominaisuu-
det, sillä �ABCD ja �CGJK ovat yhtä suuret lauseen 1.43 nojalla,
]JGC = ]KCD = ]ABC käänteisen vuorokulmalauseen 1.31 no-
jalla ja CG = EF konstruktion nojalla. �

Toisin kuin Eukleides (ja minä) Aschan toistaa todistuksensa aluksi
lauseen 1.42 konstruktion — ilmeisesti saadakseen esitettyä koko ratkai-
sun yhtenäisesti.
Oman todistusversioni sulkeisiin merkitty kohta, jossa perustelen mik-
si HC ja AD leikkaavat toisensa, on lähellä Aschanin Eukleideelta
kääntämää perustelua, jossa päätellään, että ]CHA < ]GHA ja siis
]CHA+]DAH < ]GHA+]DAH, joka on kaksi suoraa kulmaa. Kum-
massakin muodossaan päättely on ihmeen mutkikas. Asiahan on niin, että
jos olisi HC ‖ AD, niin HC olisi C:n kautta kulkeva AD:n suuntainen,
siis yhdensuuntaisuusaksiooman nojalla sama suora kuin BC, jolloin H
olisi sama kuin B ja vastaavasti myös G olisi C, mikä on mahdotonta.
Eukleides on ehkä halunnut arvioida kulmia voidakseen käyttää yhden-
suuntaisuusaksioomaa siinä muodossa, jonka on itse sille valinnut.

Tehtävä 1.45. Piirrä annetun monikulmion kokoinen suunnikas,
jolla on annettu kulma.

Aschan esittää tehtävälle kaksi ratkaisua, joista ensimmäinen on lyhyt,
mutta perustuu lauseen 1.37 seuraukseen, jota ei ole Eukleideella. Jäl-
kimmäinen, Eukleideen ratkaisu, perustuu edellisiin konstruktioihin, an-
taa pinta-alojen systemaattisen yhteenlaskun edellisen lauseen mielessä ja
sopii siis tekstin tähän kohtaan.
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Ratkaisu. (Aschan) Muunnetaan monikulmio ensin samankokoi-
seksi kolmioksi, kuten lauseen 1.37 seurauksessa. Kolmion muunta-
minen edelleen halutunlaiseksi suunnikkaaksi tapahtuu kuten tehtä-
vässä 1.42. �

Ratkaisu. (Eukleides) Jaetaan annettu monikulmio kolmioiksi
41, . . . ,4n. (Kuvassa on n = 2, 41 = 4ABD ja 42 = 4CBD.
Eukleides käsittelee vain tämän perustapauksen.) Lauseen 1.42 mu-
kaan on konstruoitavissa 41:n kokoinen suunnikas �FGHI, jos-
sa lisäksi ]HIF on annetun kulman ]E suuruinen. Konstruktio
1.44 antaa suunnikkaan �GHKJ , joka on 42:n kokoinen ja jossa
]KHG = ]HIF . Osoitetaan, että �FIKJ on suunnikas, joka on
yhtä suuri kuin 41 ja 42 yhteensä. Ainakin I, H ja K ovat samal-
la suoralla, sillä käänteisen vuorokulmalauseen 1.29 nojalla ]HIF
ja ]IHG ovat yhteensä kaksi suoraa kulmaa, joten myös ]GHK
ja ]IHG ovat yhteensä kaksi suoraa kulmaa [1.14]. Vastaavalla ta-
valla näytetään, että myös F , G ja J ovat samalla suoralla. Siis
]KIF = ]HIF = ]E. Suorat IK = IH ja FJ = FG ovat yh-
densuuntaiset, koska �IHFG on suunnikas. Suorat IF ja KJ ovat
yhdensuuntaiset, koska kumpikin on HG:n suuntainen. �FIKJ on
yhtä suuri kuin osansa, suunnikkaat �FIHG ja �GHKJ yhteensä,
mutta nämä ovat kolmioiden 41 ja 42 kokoiset, joten �FIKJ on
yhtä suuri kuin 41 ja 42 yhteensä.
Vastaavalla tavalla lisätään saatuun suunnikkaaseen kolmioiden
43, . . . ,4n kokoiset jatko-osat.

A

B
C

E

F G

H
I

J

K

D

�

Lause 1.45 antaa erityisesti menetelmän muuntaa mikä tahansa monikul-
mio samankokoiseksi suorakulmioksi, vieläpä standardileveäksi siinä mie-
lessä, että yhden sivun pituus on annetun standardijanan mittainen (siis
”ykkönen”, jos asia kuitenkin haluttaisiin ilmaista luvuin ja mitoin). Tä-
män jälkeen monikulmioiden (pinta-alojen) yhteenlasku on yhtä leveiden
suorakulmioiden asettelemista peräkkäin, siis olennaisesti samaa kuin pi-
tuuksien yhteenlasku.
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Mainitsimme edellä, että pinta-alojen vertailun voisi toisaalta tehdä myös
käyttämättä mitään standardijanaa, nimittäin ”neliöimällä” vertailtavat
alat. Tätä ongelmaa emme ole vielä ratkaisseet, mutta jos neliöintiä ale-
taan käyttää, niin silloin olisi pystyttävä mahdollisimman helposti kon-
struoimaan neliö, joka on yhtä suuri kuin kaksi annettua neliötä yhteensä.
Tähän tarjoaakin keinon Pythagoraan lause, joka johdetaan ensimmäisen
kirjan päätteeksi.
Tehtävällä 1.45 on luonnollinen käänteisongelma: miten konstruoidaan
annetun monikulmion muotoinen, annetun suorakulmion kokoinen mo-
nikulmio. Tämän ongelman asettaminen edellyttää yhdenmuotoisuuden
käsitteen käyttöönottoa ja ratkaisussa tarvitaan suhteiden käsittelyä, siis
Eukleideen viidennen kirjan sisältöä.

Tehtävä 1.46. On konstruoitava neliö, jolla on annettu sivu.

Ratkaisu. Olkoon AB jana. Konstruoidaan neliö �ABCD. Piirre-
tään aluksi normaali janalle AB pisteeseen A [1.11], sitten leikataan
siitä AB:n mittainen osa AD [1.3]. Piirretään pisteeseen B yhden-
suuntainen AD:lle ja pisteeseen D yhdensuuntainen AB:lle [1.31] ja
nimetään niiden leikkauspiste C:ksi. (Leikkaamisen varmistamisessa
on takana yhdensuuntaisuusaksiooma.)
Osoitetaan, että �ABCD on neliö. Ainakin se on suunnikas, koska
vastakkaiset sivut konstruoitiin yhdensuuntaisiksi. Koska AD = AB
ja suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhtä pitkät [1.34], kaikki neljä
sivua ovat yhtä pitkät. Kulma ]A on konstruktion mukaan suora ja
käänteisen vuorokulmalauseen 1.29 nojalla ]A ja ]B ovat yhteensä
kaksi suoraa kulmaa, joten myös ]B on suora; samoin perustein ]C
ja ]D ovat suoria kulmia. �

Sanomme, että edellisessä tehtävässä 1.46 konstruoitu neliö on sivun AB
neliö.

Lause 1.47. (Pythagoraan lause) Suorakulmaisessa kolmiossa on
suoran kulman vastaisen sivun neliö yhtä suuri kuin kahden muun
sivun neliöt yhteensä.

Määritelmä. Suoran kulman vastaista sivua sanotaan hypote-
nuusaksi ja viereisiä sivuja kateeteiksi .
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Todistus.

B
C

E

F

G

D

A

H

I

J

K

Olkoon ABC kolmio, jossa kulma ]A on suora. Osoitetaan, että
hypotenuusan BC neliö �BCDE on yhtä suuri kuin kateettien AB
ja AC neliöt �ABFG ja �ACIH yhteensä.
Ainakin tutkittavat neliöt ovat olemassa [1.46]. Leikatkoon pisteestä
A suoralle BD tai CE piirretty yhdensuuntainen suoran DE pistees-
sä J [1.31].
Pisteet A,C ja G ovat lauseen 1.14 mukaan samalla suoralla, sil-
lä kulmat CAB ja BAG ovat suoria, joten niiden summa on kaksi
suoraa kulmaa. Samoin ovat B,A ja H samalla suoralla.
]DBA = ]CBF , koska kumpikin saadaan kulmasta ]CBA lisää-
mällä siihen suora kulma [Aks. 11 ja Aks. 2]. DB = CB ja BA = BF ,
koska neliön sivut ovat yhtä pitkiä. Siksi kolmiot 4DBA ja 4CBF
ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevät, erityisesti yhtä suuret. Kos-
ka DB ‖ AJ , on kolmio 4DBA lauseen 1.41 nojalla puolet suun-
nikkaasta �DBKJ . Samoin on kolmio 4CBF puolet suunnikkaasta
�BAGF , joka on kateetin AB neliö. Siksi kateetin AB neliö on yh-
tä suuri kuin suunnikas �DBKJ , joka on hypotenuusan BC neliöön
sisältyvä suorakulmio. Vastaavalla tavalla todistetaan, että toisen ka-
teetin neliö �ACIH on yhtä suuri kuin suorakulmio �JECK. Hypo-
tenuusan neliö �DECB on yhtä suuri kuin suorakulmiot �DBKJ
ja �JECK yhteensä eli neliöt �BAGF ja �ACIH yhteensä. �
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Esitettyä todistusta pidetään Eukleideen tähän tarkoitukseen itse keksi-
mänä. Toisin kuin vanhemmissa todistuksissa tässä ei tarvita yhdenmuo-
toisuuden käsitettä, joka voidaankin määritellä vasta 6. kirjassa.
Aschan korostaa Pythagoraan lauseen merkitystä alaviitteellä, jossa julis-
taa sen nimen ”theorema pythagoricum eli Pythagoran wäittämä”. Lisäksi
hän luettelee seurauslauseita, jotka esittelevät lauseen erikoistapauksia ja
käyttöä.

Seuraus 1. Osataan piirtää neliö, joka on yhtä suuri kuin kaksi
annettua neliötä yhteensä.

Tämä oli yksi tavoitteista!

Seuraus 2. Kateetin neliö on hypotenuusan neliön ja toisen kateetin
neliön erotus.

Seuraus 3. Osataan piirtää neliö, joka on yhtä suuri kuin kahden
annetun neliön erotus.

Seuraus 4. Neliön lävistäjälle piirretty neliö on kaksi kertaa niin
suuri kuin alkuperäinen.

Jos jokin jana on valittu yksiköksi, niin osataan siis konstruoida lukua
√

2
vastaava jana. Pituuksien suhteena

√
2 siis ”esiintyy geometriassa”. Tällä

on merkitystä, sillä koska
√

2 ei ole rationaaliluku, neliön sivu ja lävistäjä
ovat yhteismitattomat. On siis olemassa ja voidaan konstruoida yhteis-
mitattomia janoja. Tämä on syynä sille, että viidennen kirjan mutkikas
suhdeoppi on tarpeellinen.

Seuraus 5. Neliön lävistäjän puolikkaan neliö on puolet alkuperäi-
sestä neliöstä.

Seuraus 6. Suoralle kulmalle pätee yhtenevyyden SSK-sääntö: Jos
kahdessa suorakulmaisessa kolmiossa on yhtä pitkä hypotenuusa ja
toinen kateetti, niin kolmiot ovat yhtenevät, sillä kolmas sivu mää-
räytyy Pythagoraan lauseesta. (Sama pätee SKS-säännön nojalla, jos
kolmioilla on yhtä pitkät kateetit.)
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Lause 1.48. (Käänteinen Pythagoraan lause) Jos kolmiossa yh-
den sivun neliö on yhtä suuri kuin molempien muiden sivujen neliöt
yhteensä, niin ensin mainitun sivun vastainen kulma on suora kulma.

Todistus.

B

C

DA

Olkoon kolmiossa 4ABC sivun BC neliö yhtä suuri kuin kahden
muun sivun neliöt yhteensä. Osoitetaan, että ]BAC on suora kul-
ma. Piirretään sivulle CA normaali kohtaan A [1.11] ja leikataan
siitä AB:n mittainen jana AD sille puolelle suoraa AC, jolla B ei ole
[1.3]. Koska AD = AC, niin molempien neliötkin ovat yhtä suuret.
Lisätään kumpaankin AC:n neliö, jolloin saadaan yhtä suuret. Kos-
ka syntyvä kolmio 4ACD on suorakulmainen, on CD:n neliö Pyt-
hagoraan lauseen 1.47 mukaan yhtä suuri kuin AC:n ja AD:n neliöt
yhteensä. Mutta AD = AB ja CB:n neliö on oletuksen mukaan yhtä
suuri kuin AC:n ja AB:n neliöt yhteensä, joten CB:n ja CD:n ne-
liöt ovat yhtä suuret. Siis CD = CB. Kolmioilla 4ABC ja 4ADC
on siis yhtä pitkät sivut — onhan AC yhteinen — joten SSS-lauseen
1.8 mukaan ne ovat yhtenevät. Kulma ]BAC on siis yhtä suuri kuin
vieruskulmansa ]DAC eli suora kulma. �
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Tässä on vain ensimmäinen kirja. Jos haluat muutkin, ota yhteyttä Lauri.V.Kahanpaa@jyu.fi


