LUKIJALLE

Matematiikan opetuksessa kisiteltdvi aines voidaan jérjestédd ainakin
seuraavien kolmen periaatteen mukaan: matematiikan historiallinen ke-
hitysjéirjestys, matematiikan looginen esitysjirjestys ja matematiikan
pedagoginen oppimisjérjestys. Etenkin viimeksi mainitun erottaminen
kahdesta edellisestd on téarkedd. Joskus tuntuu, ettd kaksi viimeksi mai-
nittua ovat vaarassa sekoittua suunniteltaessa matematiikan opetusta.
Historiallisen kehitysjérjestyksen liittdminen rinnalle saattaa auttaa ko-
konaisuuden hallitsemisessa. [Juha Oikkonen: [9]]

Modernin algebran alkeita on yleenséd tapana opettaa tiukan aksio-
maattis—abstraktilla tavalla kidyttden ryhmié, renkaita ja kuntia luku-
teorian perusteiden esittelyyn ja toisinaan lukualueiden Z, Q, R ja C
konstruoimiseen luonnollisista luvuista N ldhtien. Vaikka tdmé tarjoaa
asiasta kiinnostuneille hauskaa puuhaa, on olemassa vaara, etté algebra
alkaa tuntua muusta tosiolevaisesta kovin irralliselta asialta.

Siksi uskon, ettd peruskurssia seuraavan algebrakurssilla on oltava
runsaammin yhteyksii muuhun matematiikkaan ja sen ulkopuolellekin.
Modernin algebran syntyhistoria tukee téllaista pyrkimysté, silld sen
lihtokohtana on ollut toisaalta klassinen algebra, esimerkiksi toisen ja
kolmannen asteen polynomiyhtilon ratkaisukaavat, ja toisaalta myos
geometriset ongelmat, kuten vanha kysymys kulman kolmijaon mah-
dottomuudesta.

Algebralla, etenkin ryhmén kisitteelld, on merkitystid ldhes kaiken
matematiikan taustalla. Felix Kleinin kuuluisa Erlanger Programm vuo-
delta 1872 asetti tavoitteeksi matematiikan ymméirtdmisen invarians-
sien, symmetrian ja nédihin liittyvien ryhmien pohjalta. Téssd Klein itse
ja vield suuremmassa méirissd myohempien sukupolvien matemaatikot
ovat pitkilti onnistuneetkin. Kleinin ohjelma korostaa ryhmien kiyttod
geometrisluonteisten teorioiden yhdistédviné tekijiand, mutta mainitsee
lopuksi mallina ja ldhtokohtana myos puhtaasti algebrallisen Galoisn
teorian.

Témén monisteen rungon muodostaa luvuissa 2 ja 4 esitettéiva kun-
talaajennusten teoria, joka huipentuu Galois’n péilauseeseen. Teorialla
todistetaan alkajaisiksi, ettéd algebralliset luvut muodostavat kunnan ja
luvussa 3 osoitetaan mahdottomiksi muutamia geometrisia konstruktio-
probleemoita. Viidennen asteen yhtédlon ratkaisukaavan mahdottomuus
todistetaan Galois’'n teoriaa kéyttden vasta luvussa 6. Luvut 1 ja 5 on
tarkoitettu antamaan tarvittavia esitietoja ennen kaikkea polynomien
jaollisuudesta ja ryhmistd. Kaiken kaikkiaan luvut 1-6 muodostavat
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yhtendisen kokonaisuuden, joka sisdltdé suurimman osan algebran oppi-
kirjoissa tavallisesti kisiteltédvisti asioista.

Luvut 0, 7 ja 8 ovat péiteoriasta aika irrallisia. Prologiluku 0 si-
sdltad perusteellisen esityksen 7m:n transkendenttisuustodistuksesta, joka
kiyttdd yhden muuttujan integraalilaskennan keinoja. Todistus tarjoaa
samalla tilaisuuden symmetristen polynomien esittelyyn. m:n transken-
denttisuus ratkaisee viime kidessid luvussa 3 kysymyksen ympyrian ne-
liimisesta.

Lukuihin 7 ja 8 olen koonnut esimerkkejéd ryhmistd. Toivon monien
valitsemieni esimerkkien olevan lukijalle jossakin muodossa ennestdin
tuttuja ja pyrin ldhinnd Kleinin hengessé kiinnittédméan huomiota ryh-
mékisitteen monipuolisiin kiiyttokohteisiin. Namé# osat on kirjoitettu
aika kevyeen tyyliin eivitki ne sisdlld edes kaikkien lauseiden todistuk-
sia. Tarkoituksena on vain kertoa hieman siitd, mitd muuta kuin Ga-
lois’n teoriaa algebra on, ja antaa intoa jatko-opiskeluun. Luku 8 vihjaa
samalla, ettd moderni fysiikka on ylldttévin algebrallista.

Loppuun liittdméni pieni algebran historia on oikeastaan vain luet-
telo joistakin tarkeimmisté vuosiluvuista ja nimistd. Historiallissévyisié
kommentteja on toisaalta ripoteltu sopivilta osin muuallekin tekstiin,
lihinnd lukujen alkuihin.
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Jotkut asiat herittdvit omituista, jdrjenvastaista ja ironista iloa hen-

kilon padssd. Aikoinaan piti pantdtd koulussa algebraa. Ja pantitessi
oli vuorenvarma siité, ettei tule aikuisena algebraa tarvitsemaan. Ai-
kuisena sitten huomaa A) ettei todellakaan ole tarvinnut algebraa ja B)
ettéd lapsille opetetaan edelleen algebraa, C) jota he eiviit todennikoi-
sesti tule aikuisina milloinkaan tarvitsemaan. (Poikkeuksena tietenkin
ne lapset, joista tulee algebranopettajia.) [Markus Kajo: Kettusen
kirja. 1990]

00. ESITIEDOT:

Témé& moniste edellyttéd lukijaltaan joitakin tietoja algebran perus-
asioista. Kaikki tarvittava esitetéddn jokaisella algebran peruskurssilla ja
jokaisessa modernin algebran oppikirjassa sekd esim. Lauri Myrbergin
monisteessa Algebra. Seuraavia kisitteitd piddmme tunnettuina:

(1)

Joukot: yhdiste, leikkaus, osajoukko, joukkojen erotus, tulo-
joukko, kuvaus, kuvajoukko, alkukuvajoukko, rajoittuma, in-
sur- ja bijektio, kidnteiskuvaus, ekvivalenssirelaatio, mahtavuus,
numeroituvuus, R:n ylinumeroituvuus,

Ryhmiit: aliryhmé, homomorfismi, iso- ja automorfismi, ydin,
sivuluokat, normaali aliryhmé, tekijaryhmé, kertaluku, alkion
kertaluku, Lagrangen lause kertaluvuista, Zy,

Renkaat: esimerkit Z,Q, R, C, kZ, Z,, alirengas, rengashomo-
morfismi, ideaali, tekijirengas, paiideaali,

Kunnat: Kokonaisalue, kunta, esimerkit Q, R, C, Z,, alikunta.
Kokonaislukujen jaollisuus: jakolaskualgoritmi, suurin yh-
teinen tekijé, Eukleideen algoritmi, alkulukuhajoitelma.
Polynomit: laskutoimitukset polynomeille, rengas R[X], jako-
laskualgoritmi, juuria on korkeintaan asteen mééré, algebran pe-
ruslause.

Olisi hyvé myo6s osata rationaalilukujen konstruktio kokonaisluku-
parien ekvivalenssiluokkina. Kompleksilukujen analyysistéd kidytetdmme
toistuvasti algebran peruslausetta.

Prologi transkendenttiluvuista nojaa yhden muuttujan integraali-
laskentaan ja kiyttid myos kompleksista eksponenttifunktiota. Klassisia
Lien ryhmii késittelevd luku 8 sisiltdd monenlaisia vittauksia algebran
ulkopuolelle, sillé tarkoituksena on esitelld joitakin algebran yhteyksié
kompleksianalyysiin, differentiaaligeometriaan ja ennen kaikkea fysiik-

kaan.



0. PROLOGI: e JA 7
0.1. Lause (Hermite 1873). e on transkendenttinen.
0.2. Lause (Lindemann 1882). 7 on transkendenttinen.

Aloitamme algebran jatko-opiskelun kahdella kuuluisalla lauseella.

Luvussa 3 tulemme nikeméién, ettd m:n transkendenttisuus ratkai-
see yhden matematiikan historian pitkiaikaisimmista ongelmista, ympy-
ran neliGimisprobleeman.

Miérittelemme kohta, mitd transkendenttisella luvulla tarkoite-
taan. Lause 0.2. saattaa olla tdmén kirjasen hankalin todistettava eiki
oikeastaan algebraa ollenkaan. Siksi tdmé& onkin prologi. Todistamme
ensin harjoituksen vuoksi kaksi helpompaa ja vanhempaa tulosta:

0.3. Lause (Lambert 1768). 7 on irrationaalinen.
0.4. Lause (Legendre 1794). 72 on irrationaalinen.

m:n irrationaalisuus. Tehdéén vastaoletus: m = ¢ joillekin kokonais-
luvuille a ja b. Olkoon n luonnollinen luku ja o = 5 = g > 0. Lasketaan
osittaisintegroimalla palautuskaava integraalille

1
I, = / (1 — z2)" cos(ax) dx =
—1

1 1
1 1
(1 —2?)" = sin(azx) + / 2nz(1 — z2)" ' = sin(ax) dr =
1 (6% 1 «

_2n !
= »

1
+ /_1 2(n — 1)z(1 — x2)”_2é(— cos(ax))—

(1 — x2)”_1é(— cos(ax))+

- (1- 902)"_11(— cos(ax)) d:v) =

«

1
= g(Qn(Qn — 11,1 —4n(n — 1)1,_2),

kun n > 2. Niin on saatu palautuskaava

1
I, = ?(Zn@n —1)I,—1 —4n(n —1)I,_9).

Tilla integraalin laskeminen palautuu tapauksiin n = 0 ja n = 1, jotka
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laskemme erikseen.

1
2

Iy = / cos(azx)dr = —sin«
1 (e

1

L = /1 (1 — 2?) cos(ax) dx = I +/ (—2?) cos(ax) dz =

—1 —1

o

9 1
:IO—IO+—/ xsin(ax) dr =

@ J 1

ol o
22 = sin(ax) —/ 2x— sin(ax) d:c) =

—1 « 1 (0%

b L1
x— cos(ax) +/ — cos(ax) d:v) =

_1Oé 1 ¢

2
)

Naistd lahtien palautuskaava johtaa tulokseen

k1 kon+1
o toeee a2n+1

I, :n!( )sina,

missé jokainen k; on kokonaisluku. N&in ollen

o2n+1
—1I, = P,(a)sinq,

missd P, on enintédén asteen 2n + 1 kokonaislukukertoiminen polynomi.

Kun muistetaan, ettd o = 5 = g, jolloin sina = 1, niin huomataan,
ettéd _—

a™" _ 2n+1 a
on kokonaisluku kaikilla n. Tadm#& on mahdotonta, silla N , kun

n!
2n

n — oo ja |I,| <2, joten & n!HIn — 0, miké on kokonaislukujonolle
mahdollista vain, jos se on tasan 0 suurilla n. Niink#ddn ei téssd
kiy, silld selvisti integraali I,, eroaa nollasta kaikilla n. Olemme saa-
vuttaneet ristiriidan ja siis todistaneet vastaoletuksen viiridksi. 7 on

todella irrationaalinen.

72:n irrationaalisuus. 72:n irrationaalisuustodistus on periaatteessa

samantapainen kuin edellinenkin, mutta hieman mutkikkaampi. Vas-

taoletamme: 72 = ¢, missé a,b € Z. Olkoon
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jolloin sen kaikkien kertalukujen derivaatat kohdissa 0 ja 1 ovat koko-
naislukuja. Muodostetaan funktio

G(x) =b" (w%f@:) — 2 () + 7 W (@) — (1) e (x)) -

Edelld sanotun nojalla G(0) ja G(1) ovat kokonaislukuja, ja téitid on tar-
koitus kiyttad hyviksi samaan tapaan kuin edellisessd todistuksessa, siis
konstruoimalla nollaan suppeneva jono integraaleja, jotka ovat toisaalta
kokonaislukuja. Olennaisesti téllaiseksi osoittautuu

1
I, = /0 a” sin(mx) f(z) dx,

silla 71,, € Z. Derivoimalla G saadaan

G'(z) =b" (WQ”f’(w) — a2 () + O () — L <—1)"f<2"+”<x))

GH($) — " (71,211]1-//(3:,) - 7_‘_2n—2f(4) (.CC) + 7],211—4f(6) (27) _ (_1)nf(2n—|—2) (,T)),
joten lauseke
(G"(x) + m*G(z)) sin(rx)
on toisaalta yhtd kuin
b2 2 f () sin(7x),
ja toisaalta yhtd kuin
di (G'(az) sin(rx) — 7G(x) COS(ﬂ'I)) :
x
Siksi

1
I, = /o 2" sin(nx) f(x) da =

= a2 /0 1 % (G’(a:) sin(7z) — 7G(x) cos(ﬂm)) dz =

=" (G(0) + G(1)),
ja siis itse asiassa wl, € Z, mikd myos kelpaa tarkoitukseemme. On

tietysti selvid, ettd I, ei voi olla 0 milld&in n. Sen toteamiseksi, ettd
I,, — 0, riittasd yksinkertainen arvio

1
1
L] = |a”] / sin(rz) L2 (1 — 2)" di <
0 n!

"t n |a"|
z2"(1—z)"de < — — 0.
n! Jo n!
Niin on saatu samantapainen ristiriita kuin edellisessé todistuksessakin,

ja siis myos 72 on irrationaaliluku.



e:n transkendenttisuus.

0.5. Maiiritelma.

(1) Kompleksiluku z on algebrallinen, mikdli on olemassa nollasta
eroava kokonaislukukertoiminen polynomsi

P(Z) :Gm2m+am_1zm_1—|—---—|—ao’ a();éoa Qm, %07

jonka jokin nollakohta luku z on.
(2) Kompleksiluku z on transkendenttinen, mikdili se ei ole algebral-

linent.

Ryhdymme todistamaan lausetta 0.3., jonka mukaan e on trans-
kendenttinen. Tehd&d#in vastaoletus: e ei ole transkendenttinen, vaan
algebrallinen luku. On siis olemassa nollasta eroava kokonaislukukertoi-
minen polynomi P siten, ettd

Todistamme nyt kaavan (1) mahdottomaksi saman tapaisella tekniikalla
kuin edellisisséikin todistuksissa. Laskemme integraalien summia

S,= Y (e’ [ e sy da),

j=0
missd p on alkuluku ja funktio f on

1

m(xp_l(x —1D)P(z—2)P...(x —m)P).

fz) =

Summan nollas termi on kylléikin 0, mutta kirjoitamme sen kauneus-
syistd mukaan myohempéid tarvetta varten. Varsinainen vaiva on siini,
ettd osoitetaan S,:n olevan nollasta eroava kokonaisluku. Ainakin f on
polynomi, jonka aste on mp + p — 1, ja siis derivaatta f™P*P) on nolla.

ISamaan algebrallisen ja transkendenttisen luvun kisitteeseen paadytdsn, jos
annetaan kertoimien a; olla rationaalilukuja. Témé&n huomaa helposti kertomalla
sellaisen polynomin P kertoimiensa nimittéjien tulolla.
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Olkoon

F(z) = f(z) + ['(z) + -+ [P D (), jolloin

d
d—(e_xF) =e *(F' — F) = —e " f, jasiis kaikilla j
x
j i ,
a; /0 e “f(x)dr =a;| —e “F =a;F(0)—aje ’F(j).
0
Siispé
Sp = (Zajej> F(O)—Zaj F(j)
j=0 Jj=0 Pl ey
—_— YT D3G)
0
m mp+p—1 .
==> > afP0).
j=0 i=o

Tamé pitdisi todistaa nollasta eroavaksi kokonaisluvuksi. Ainakin a; €
Z oletuksemme nojalla. Osoitetaan, ettd myos esiintyvit f:n derivaatat
ovat kokonaislukuja, eli etté

DG ez Vi=0,...,myi=0,...,mp+p—1.

Muistamme aluksi, etté

'(xp_l(x — P ... (x —m)P), ja siis

1) = oG = =) =0,
koska j € {0,...,m} jap>2.

» 1 o
76 = oo (= D726 =0 G =)

G =) p(G = m) ) =0,
tulon derivointikaavalla , kun j # 0 tai p > 2.

(Kun j = 0 ja p = 2, niin 1. termi on (m!)%.)

Toistamalla derivointia ja kidyttadmaélld Leibnitzin kaavaa tulon korkeam-
mille derivaatoille:

(un) =3 (;) () (i)

k=0

11



saadaan:

71 xp Yy — x—m)P
o1 (z—1)" V( )Y

uo(@) vo(z)

Siis f(z (z) ' ( ) (k:) (i—k:)(x),

flz) =

josta sijoituksella x = j = 0 kukin termi antaa nollan, paitsi termi
k=p—1, jossa uépil)(()) = (p—1)! ja siis kaiken kaikkiaan:

i i\, i—pt1
F9(0) = (p - 1)% 77H0),
missé vy on ylld médritelty. Tulos on kokonaisluku ja liséiksi p:114 jaolli-
nen, kun ¢ # p — 1.

Tapauksessa j € {1,2,...,m} on mukavampi jakaa f tuloksi kah-
desta tekijidstd hieman toisin (hakasulkeissa oleva termi on poistettu):

1) = oo e (@) )

uj(x) v;(x)

Derivointi ja sijoitus x = j antavat taas kustakin termisté nollan, paitsi
siité, jossa k = p, ja se tuottaa w;mn derivaataksi u;(p)(j) = p!, joka
kumoaa nimittédjin (p — 1)! :n ja jattéd vield kertoimen p. Siis

F9G) = (p)pv P(),

missd v; on ylld médritelty. Tulos on p:llé jaollinen kokonaisluku.
Niin on kaikki esiintyvit derivaatat laskettu ja voidaan koota:

m mp+p
(*) Sp=-Y_ Z agf(” € Z,

j=0 =0

kuten viitettiinkin. Itse asiassa nyt on samalla myos selvad, etté luku .S,
ei ole 0, eipé edes jaollinen alkuluvulla p. Kehitelméssd () on nimittdin
kaksinkertaisen summan jokainen termi jaollinen p:1l&, paitsi mahdolli-
sesti ensimméinen nollasta eroava, siis termi j = 0,7 = p — 1. Tam4a
termi puolestaan on yksinkertaisesti

T

P78 = anl(-1)" by

12



Tassd ag ja myos (—1)"(m!) on p:sté riippumaton luku. Valitaan al-
kuluku p suuremmaksi kuin ag(m!). Nyt ei ag((—1)"(m!))P, eiki siis
myoskddn sen ja p:n monikerran summa S, voi olla jaollinen p:ll&, saati
nolla. ((téssé tarvittiin oletustamme ag # 0).

Lopuksi varmistaudumme siité, ettd kuitenkin S, — 0, kun p — oo.
f:n médritelmésti nikee, etta

mmptp—1
(p—1!’

silla 0 < z < m. Sijoittamalla tdmén Sy,:n médritelméan saamme arvion

[f(2)] <

i
Sl =13 el / e f(a) da] <
0
m ) J pymp+p—1
<D agel] | I da <

o (p—1)

m:n transkendenttisuus. Todistaaksemme, ettd myos 7 on transken-
denttinen, joudumme edellisten kikkojen liséiksi turvautumaan viel& kah-
teen muuhun apuvilineeseen, nimittiin kompleksilukuihin ja symmetri-
siin polynomeihin.
Kompleksiluvuista. Kompleksiluvuista tarvitaan téssi seuraavia tie-
toja

(1) Kompleksiluvut muodostavat kunnan C, jonka alikuntana on R.

(2) Kompleksiluvun 7 nelit on —1.
(3) Kompleksinen eksponenttifunktio

k

> z
ezzg —
k!

k=o

on méadritelty kaikilla z € C ja noudattaa tavanomaisia laskula-
keja.
(4) Eulerin kaava: reaaliselle a pétee
[e%

e”" = cosa + isinq,

erityisesti e™ = —1.
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Kompleksiluvun algebrallisuus ja transkendenttisuus méériteltiin
edelld tutkittaessa lukua e. Todetaan, ettéd iz € C on algebrallinen aina,
kun z on sitd: Olettakaamme ettd on olemassa kokonaisluvut ag, ..., an,
siten, ettid a,, # 0 ja

P(z) =ap+ a1z +az® + -+ a,z™ = 0.
Koska i2 = —1, niin P(—i(iz)) = P(z) = 0, ja toisaalta

P(—i(iz)) = ao + a1(—i(i2)) + as(—i(i2))> + - - + am(—i(iz))" =
(1) = ag —ia1(iz) — az(i2)® 4+ - - + (=) ", (i2)™.

Kaikki —i:n potenssit ovat +1 tai +i, joten kaava (1) on muotoa
(2) 0= Q(iz) + iR(iz) = P(z),

missi ) ja R ovat kokonaislukukertoimisia polynomeja, joista aina-
kin toinen eroaa nollasta. Kerrotaan yhtéls (2) puolittain lausekkeella
Q(iz) —iR(iz). (Se el muuten yleensd ole P(z):n kompleksikonjugaatti,
koska ((iz) ei yleensi ole reaalinen, vaikka z olisi.) Saadaan

0= (Q(iz) +iR(i2))(Q(iz) — iR(iz)) = Q*(iz) + R*(i2).

On loydetty kokonaislukukertoiminen nollapolynomista eroava polynomi

Q? + R?, jonka nollakohta iz on. iz on siis algebrallinen?.

Symmetrisisté polynomeista tarvittavat tiedot ovat vihemmén ylei-
sesti tunnettuja. Siksi esitelldén niitd téssd hiukan tarkemmin.

Symmetrisistd polynomeista.

0.6. Mairitelma.

(1) Yhden muuttujan X polynomi on lauseke?

P=P(X)=) axX'=ap+a X +aX>+- +anX™+...
k=0

missé kertoimet ovat kompleksilukuja ja kaikki paitsi &érellisen
moni niistd on 0. Kaksi polynomia yhtyy, jos niilld on samat
kertoimet.

2Todistamme mydhemmin, ettd algebrallisten lukujen joukko on C:n alikunta.

Erillinen perustelumme tédssi on siten periaatteessa tarpeeton.
3Vrt. masr. 1.9.

14



(2) Kahden muuttujan X ja 'Y polynomi on lauseke

P=PX,)Y)= > apX'V"=
§=0,k=0
= ago+
+a10X +ap1Y+

—I— CL20X2 —f- allXY —|— a02Y2+
+ az0X? + a21 XY 4+ a10XY? + ag3Y >+
+...,

jossa vain &é#rellisen moni kertoimista a;p on nollasta eroava.
(Kehitelmén vaakarivit ovat nimeltdin P homogeeniset osat.
Asteen r homogeeninen polynomi on polynomi, jossa vain silld
vaakarivilld esiintyy nollasta eroavia kertoimia, jolla ensimmaéi-
nen termi on a,X". Asteen nolla homogeenipolynomi on vakio-
polynomi, asteen yksi lineaarinen polynomi eli lineaarimuoto,
asteen kaksi kvadraattinen jne.)

Vastaavasti médritelldin n:n muuttujan polynomi (homogeenio-
sineen).

P(Xy,....Xpn) = > ay, Xt X =

Vi,...,Un €EN

- S,

kEN |v|=k

missd on kiytetty (ainoan kerran téssd monisteessa) mukavia
multi-indeksimerkintdja:
X =(X1,...,X,)
v=(vi,...,v,) € N"
XV =X X
V| =114+ + vy
(Usean muuttujan) polynomi P = P(Xy,...,X,) on symmet-

rinen, jos se ei muutu, kun sen tuntemattomia X; vaihdetaan
kesken&édn, ts. on oltava

P(Xla"'vXn) = P(XU(1)7“‘7XO'(TL))
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kaikilla n:n alkion permutaatioilla eli bijektioilla
o:{1,2,....,n} - {1,2,...,n}.
(5) Symmetriset alkeispolynomit ovat polynomit

so(Xq,...,Xn) =1

s1(Xq,..., X)) =X1+--+ X,

so( X1y, Xp) = X0 Xo+ -+ X0 X, + X0 X, + -+ + X1 X0
= {kaikki kahden X;:n tulot}

s3(Xy,...,X,) = {kaikki kolmen X:n tulot}

$n( X1y s Xn) = X1 ... X

Myos néiden tulot ja niiden lineaarikombinaatiot ovat selviisti symmet-
risié polynomeja. Jos () on polynomi, on siis

P(Xl,...,Xn) = Q(So(Xl,...,Xn),...,sn(Xl,...,Xn))

symmetrinen polynomi.

0.7. Lemma. Muita n:n muuttujan symmetrisid polynomeja kuin edel-
ld mainitut ei ole olemassa.

Ennen todistusta on mukava huomata, ettd symmetriset alkeispo-
lynomit esiintyvit luonnossa: Jos kompleksilukukertoimisen polynomin

P=ao+a X +asX?+--+ X",

korkeimman asteen termin kerroin on 1, eli P on perusmuotoinen, niin se
voidaan algebran peruslauseen mukaan aina kirjoittaa tulona 1-asteisista
polynomeista:

P=(X-a)(X —as)...(X —ap),

missd asq,...,a, ovat P:n nollakohdat eli juuret. Kertomalla tulo auki
huomataan, ettd P:n kertoimet ovat merkkiéd vaille samoja kuin sym-
metriset alkeispolynomit sen juurista:

ag = Sp(a,...,ap)(=1)"
Ap—1 = 51(051, '70571)(_1)1
ap = 80(0517 ;an) =1



Lemman 0.7. todistus. Olkoon
P=P(Xy,....,X,)
symmetrinen polynomi astetta k. Tehtdviini on 16ytdd polynomi
Q=QYy,...,Y,)
siten, etta
P(X1,...,Xn) =Q(so(X1,..., Xpn), .y sn (X1, ..., X0n)).

Esitdmme algoritmin, jolla () voidaan loytédd. Koska merkintdtavat mo-
nine indekseineen ovat hankalia lukea, kokeilemme algoritmia ensin jo-
honkin esimerkkiin ja esitimme vasta sen jédlkeen yleisen version. Esi-
merkki olkoon symmetrinen polynomi
P = P(leXQ,X?)) =

= X1+ Xo+ X3 +2X7 X3+ 6X1 X0 X3 + 2X7 Xo+

+2X1 X5 +2X1 X5 +2Xo X3 +2X5 X5,
Algoritmin aluksi jédrjestimme P:n termit ”sanakirjajirjestykseen” eli

leksikografisesti, ts. otetaan ensin ne termit, joissa X;:114 on korkein
esiintyvd potenssi, siis termit

2X?X3 ja 2X7X.

N#mi jarjestetidn keskeniin Xo:n potenssin mukaan, ensin 2X2 X5, sit-
ten 2X2X3. Niin jatketaan. Leksikografinen jirjestys merkitsee siis sité,
ettd termit jérjestetdéin vain esiintyvien eksponenttien mukaan kertoi-
mista viillittdmitta ja ettd eksponenttijonoa (v1,...,v,) vastaava termi
(tai yhtélailla itse jono) on ennen jonoa (f1,...,u,) vastaavaa termid,
jos jollakin 1 < k£ < n on voimassa:

VI =1, -y V=1 = Hk—1 J& Vg > [l
P:n termit tulevat siten jérjestykseen

P =2X2X, +2X2X3 +2X, X2 4+ 6X, X2 X3 + 2X, X2 4+ X+
+2X3 X3 +2Xo X3 + Xo + X3,

Algoritmin varsinainen askel on, etti vihennetdin tiéstd haluttua
muotoa oleva symmetrinen polynomi Py, jolla on — leksikografisesti
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jirjestettynd — sama ensimméinen termi kuin P:ll4, esimerkisséimme siis
2X? X, ja joka on korkeintaan samaa astetta kuin P. Tillainen on ole-
massa, nimittiin

PV = 25189 = 2(X1 + X2 + X3>(X1X2 + X1X3 —+ X2X3) =
= 2X2X5 4+ 2X2 X3 +2X1 X2 + 6X, X0 X5 + 2X, X2+
+2X35 X5 +2X X5,

Erotuksesta P — Py putoaa halutun ensimméisen termin liséksi ilah-
duttavasti pois myos jokainen siitd vain muuttujia permutoimalla saatu
termi, silld symmetrian takia ne kaikki esiintyvit molemmissa polyno-
meissa. Erotus on

P —Py =X; + Xy + Xs,

joka jo onkin symmetrinen alkeispolynomi s;. Siis

P = Q(30781,82)7

missd @ = Q(Yp, Y1,Y2) = 2Y7Ys + V3. Esimerkissi siis algoritmin yksi
askel ratkaisi probleeman. Olisi voinut kiyd& niin, ettd erotus P — Py
ei olisi ollut mikéi#n polynomeista s;. Tilloin olisi erotuspolynomiin so-
vellettu algoritmin askelta uudelleen, siis vihennetty uudelleen halutun-
lainen polynomi siten, ettd leksikografisesti ensimmaéinen termi saadaan
pois astetta nostamatta.

Lemma on todistettu, kunhan vield vakuutudumme siité, ettd halu-
tunlainen viéihennettdva aina 16ytyy ja algoritmi paéttyy #érellisen mo-
nen askeleen jdlkeen polynomista P riippumatta. Vdhennettivin 16y-
tdminen on helppoa. Jos nimittdin P:n leksikografisesti 1. termi on
vaikkapa

141 12
aX{'.. X,
niin vihennetiain
_ V1 —Vg Vo—Ul3 1%
Py = asy S5 S8

Talla on todella halutut ominaisuudet, minké voi pédtelld siité, ettéa
polynomien tulon leksikografisesti 1. termi tietysti on tekijoiden 1. ter-
mien tulo ja toisaalta muodostamamme Py :n kaikkien termien aste on
sama, siis sama kuin P:n 1. termin aste ja nédinollen < k.

Toisaalta algoritmi padttyykin aikanaan. Vihennystoimenpide pois-
taa nimittédin leksikografisesti varhaisempia termejé lisdten vain mahdol-
lisesti myohempié, mutta on olemassa vain dérellisen monta mahdollista
tapaa muodostaa annettua indeksid leksikografisesti myohempié ja sa-
malla annettua lukua k alemmanasteisia indeksejd. Lemma on todis-
tettu. U
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Algoritmin konstruktiotavasta ilmenee vield enemmaén:

Vihennettédvien polynomien kertoimet ovat kokonaislukuja kerrot-
tuina P:n kertoimilla, siis itsekin kokonais- tai rationaalilukuja, jos
P on kokonais- tai rationaalilukukertoiminen.

Itse asiassa loydetty polynomi () on myos yksikésitteinen. Todis-
tamme tdménkin tdydellisyyden vuoksi: Olkoon siis em. merkinnéin
Q1(S0,---,8n) = Q2(S0,---,8,). Osoitetaan, ettd Q1 = Q2. Tarkaste-
lemalla erotusta Q1 — Q2 palaudutaan heti tilanteeseen, jossa QY2 = 0,
joten riittdd olettaa, ettd Q(so,...,sn) = 0 ja todistaa, ettd @ = 0.
Vastaoletamme, ettd ():lla on nollasta eroavia termejda — ainakin yksi.
Olkoon

o 12
aYy? ... Y, "

néisté se, jolla indeksi
n
a=(ag,...,Q,), missid a = E vj
7=k

on leksikografisesti mahdollisimman varhainen. a:n mééritelmén mu-
kaan
Qp = Vp—1 + apy_1, paitsi a,, = v,.

Polynomin Q(so, ..., s,) leksikografisesti ensimméinen termi on nyt

aXf . X0 £ 0,

joten @ # 0 vasten oletusta.

Piidtodistus. Todistettaessa m:n transkendenttisuutta tulemme tarvit-
semaan lemmaa 0.7. ensisijaisesti tilanteessa, jossa tutkittavana on nol-
lakohtiensa avulla esitetty polynomi

P=ay+a X +axX*+-- -+ X" =
=X —a1))(X —a2)...(X —ap).
Joudumme tarkastelemaan symmetristd polynomia P:n juurista aq, ...,

. Olennainen havainto on, ettd téllainen on lemman 0.7. nojalla
lausuttavissa polynomina juurten symmetrisistd alkeispolynoimeista

S0(Q0y -+ s )y ey SplQr, ..oy,
jotka ovat merkkejd vaille P:n kertoimet ag,...,an_1.
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Naiden pitkien valmistelujen jilkeen palaamme 7:n transkendentti-
suustodistukseen, jota emme itse asiassa ole vield varsinaisesti aloitta-
neetkaan. Ideana on jilleen rakentaa jono funktioita, joiden integraali
yli sopivan véilin on toisaalta kokonaislukuarvoinen, toisaalta — 0. Ra-
kennuspalikoina ovat edelleen — nyt erityisesti symmetriset — polynomit
ja eksponenttifunktio, télla kertaa kompleksisena versionaan.

Apupolynomin konstruktio: Teemme vastaoletuksen, jonka mukaan
7 on algebrallinen. Siis my6s ¢ on algebrallinen ja on olemassa rationaa-
lilukukertoiminen, perusmuotoinen polynomi P (z) = ag+aiz+---+2",
jolla Py (i) = 0. Olkoot sen juuret oy = im, g, 3, ..., a, € C, jolloin

Pz)=(z—a1)(z —a2)...(z —ay)
Tarkastelemme myos lukua
L=(e""+1)(e*+1)...(e" +1),

joka on 0, koska ensimmaéinen tekija Eulerin kaavan mukaan on 0. Ker-
rotaan L auki ja ryhmitelléén:

L=e"+
+eM + e 4 et
4etaz L gontas 4y pon-1tan 4 (kaikki aidot parit)
+etoztas 4 (kaikki aidot kolmikot)
_|_ eal"‘""’_an.

Rakennamme rationaalilukukertoimisen polynomin, jonka nollakohtina
ovat kaikki téssé esiintyvit eksponentit. Teemme sen rivi kerrallaan:

(1) Nollannella rivilld on eksponenttina vain luku 0.

(2) Ensimméiselld rivilld ovat eksponentteina Pj:n nollakohdat.

(3) Toisella rivilld ovat eksponentteina P;:n nollakohtien parien sum-
mat. Polynomi P, jonka nollakohtina ne esiintyvit, on:

PQ(Z):bO_’_blZ_"—{—Zd, missi d — (;},)’

ja kertoimet b; ovat mahdollisesti merkkejd vaille samoja kuin
symmetriset alkeispolynomit sen juurista:

bj = :tSd,j(Oél + Ao, ...0n 1 + an)
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Namé luvut b; ovat rationaalisia. Ne ovat nimittdin symmetri-
sié polynomeja luvuista a; ja siis lemman 0.7. algoritmin nojalla

kokonaislukukertoimisia polynomeja lausekkeista s; (a1, ..., a,),
jotka ovat alkuperéisen polynomin P; kertoimet, ja siis rationaa-
lilukuja.

(4) Kolmannen rivin voimme hoidella samalla tavalla.
(5) Samoin kaikki muutkin.

Niin on saatu kutakin rivid kohti rationaalilukukertoiminen polynomi
P, jonka nollakohdat ovat tdsmilleen rivilld esiintyvit eksponentit.
Tulo

Pr=PF...P,

on rationaalilukukertoiminen polynomi, jolla on nollakohtinaan kaikki
L:n kehitelmissé esiintyneet eksponentit.

Olkoot (31,..., 3, em. listan nollasta eroavat eksponentit. Nollaan
yhtyvien eksponenttien lukuméérd k on ainakin 1, sillid nollannen rivin
eksponentti on 0. L:n kehitelmi voidaan niilld merkinnoilld kirjoittaa
lyhyeen muotoon

L=e”+ ... +eP +k=0.
Myos polynomia Pj, kannattaa viihin muotoilla. Jaetaan se ensin z*:lla,
jolloin nollakohta 0 poistuu ja muut jadvit. Kertomalla riittévin suu-
rella kokonaisluvulla ¢, saamme kokonaislukukertoimisen polynomin P,
jolla on tésmiilleen nollakohdat 3y, ..., .. Sen aste olkoon r:

Pz)=co+a X+ +cX",
missé sekid cg ettéd ¢, ovat nollasta eroavia.

Integraalin konstruktio: Jiljittelemme pitkilti e:n transkendentti-
suustodistusta. Olkoon p alkuluku, s =rp —r ja

cra? ™ (P(x))P

N TE]
polynomi astetta p — 1 4+ rp =s+ p + r — 1. Olkoon lisdksi
0o s+p+r—1
Fa)y=>Y P = > P@.
k=0 k=0

Tuttuun tapaan:

4 P) = —e " ()

dx
@) = FO) = = [ i)y
F(z)—e"F(0) = —x /01 e1=N f(\x) d.
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Passtaksemme kéisiksi polynomeihin annamme z:lle kaikki arvot ; ja
summaamme kiyttden sieventéimiseen tietoa L = O:

r T 1
SOR(G) + kF(0) = =3 5 / =20 £(A3;) dA.
j=1 J=1

Konstruktiot on tehty. Nyt osoitetaan, etté tulos on saavutettu, eli etté
vasen puoli on nollasta eroava kokonaisluku.

Tarkistamme ensin, ettd vasemman puolen 1. termi on p:ll4 jaolli-
nen kokonaisluku. Tutkittavana on

r s+p+r—1

DD MBy=> Y. M.
k=0

j=1 k=0 j=1 =

Ainakin
s

Zf(t)(ﬁj)zo Vt=20,...,p

j=1
Myohemmissé derivaatoissa (t > p) esiintyy kerroin p! G. Niille ¢ on

T

> r98;)

j=1

lukujen §; symmetrinen polynomi astetta < s. Siis se voidaan lemman
0.7. algoritmin avulla lausua symmetrisend kokonaislukukertoimisena
polynomina polynomin C£ kertoimista z—” Luvulla ¢ kertominen maé-

ritelméssi tekee siten » ., f ()(3;) :sti kokonaisluvun. My6s kerroin p
on kiyttaméitti. Z;:1 f(t)(ﬁj) on peréti jaollinen p:114. Ensimméinen
termi on tutkittu.

Toinen termi on helpompi.

07 (tf;p'_2>
f(t) = Cicga (t=p—1)
jaollinen p:ll4 muuten.

Siksi
s+p+r—1

KFO) = > F0(0) = k(cich +mp)

k=0

jollekin m € Z.
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Kaiken kaikkiaan vasen puoli on muotoa
keich + ¢p  jollekin ¢ € Z.

Riittavan suurelle p tdmé on p:114 jaoton eiké siis voi olla ainakaan 0.
Lopuksi néytetiéin, etté oikea puoli

r 1
_Zﬁj/() 6(1_A)’8jf()\ﬁj>d)\
j=1

lihenee nollaa p:n kasvaessa rajatta. Koska 0 < A <1, niin

(3P (P(AG))P
(p—1)!
jcz]1;171 b
] [931;31 PO <

’I’TLJZOO
311817
< ooor "

Siispé tutkittava summa on itseisarvoltaan enintéiin

1
Z|cr||ﬁy mgy o |/ c(1=N8; gy —
j=1,..,r 0

B<oo

Z|ﬁ]|pm — 0, kun p — oo.

|f(AB))| =

J/

_ B|Cr|
(p—

O
On olemassa paljon muitakin transkendettilukuja kuin e ja 7. En-
simmadiset 16ysi J. LIOUVILLE. Eréds Liouvillen luvuista on

o0
Z lo—u!’
v=1

jonka transkendenttisuustodistus on helppo ja esiintyy algebrankirjoissa
vihjein varustettuna harjoitustehtédvini. Liouvillen lause vuodelta 1844
tuottaa saman tien paljon transkendenttilukuja. Lauseen muotoilussa
kéiytetddn algebrallisen luvun korkeuden kisitetté, joka mégritelldsn seu-
raavasti.
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0.8. Mddritelmd. Olkoon « jaottoman nollasta eroavan kokonaisluku-
kertoimisen polynomin

Po(2) = amz™ 4 am_12™ "1 -+ ag, am >0,

nollakohta ja olkoon P, sievennetty niin, ettd sen kertoimilla ei ole yh-
teisia tekijoitda?. a:n korkeus on luku H(a) = max{|ag|, ..., |an|}.

Liouvillen lause sanoo, etté irrationaaliluku ¢ on transkendentti-
nen, mikili on olemassa ¢ > 0 jan € N ={1,2,...} siten, ettd

inf{H (a)"|¢ — af|a € Q} > c.

Nykyisin tiedetédén, ettd on on olemassa muitakin transkendent-
tilukuja kuin Liouvillen ehdon toteuttavat (K. MAHLER 1937), mm.
0,123456789101112131415. .. on sellainen.

Melkein kaikki kompleksiluvut ovat transkendenttisia, silld komplek-
silukujen joukko on G. CANTORIN kuuluisan lauseen (1874) mukaan
ylinumeroituva, mutta algebrallisten lukujen joukko on numeroituva,
koska kokonaislukukertoimisia polynomeja on vain numeroituva joukko
ja kullakin on vain &dérellisen monta nollakohtaa. Tadmé& havainto ei kui-
tenkaan auta konstruoimaan yksittdisid transkendettilukuja.

Ei tunneta yleistd mentettelytapaa, jolla luvusta voisi testata, onko
se algebrallinen vai transkendenttinen. Esimerkiksi Fulerin vakiosta

1 1
C=lim(1+-+--4+——logn)
2 n

n—oo

ei tiedetd onko se transkendenttinen, eipd edes onko se mahdollisesti
rationaalinen.

4Todistamme kohdassa 2.6., ettd P, on yksikisitteinen.
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1. PoLyNOMIT
Perusasioita.

1.1. Madritelmd. Renkaassa R = (R,+,-) péteviit kaikilla a,b € R
aksioomat:

(1) (R,+) on abelin ryhm#

(2) a(bc) = (ab)c

(3) a(b+c¢) =ab+ac

(4) (a+b)c = ac+ bc.
Esimerkiksi Z, kZ ja Zj, = tekijérengas Z/kZ ovat renkaita.
Kokonaisalueessa R on lisdksi voimassa

(5) ab = ba

(6) 31: 1#0jaVac R:la=a

(7) ab=0 = a=0taib=0.
Esimerkkejd kokonaisalueista ovat Z, polynomirenkaat Z|X] = {P | P on
yhden muuttujan X kokonaislukukertoiminen polynomi }, Q[X], R[X]
ja C[X], sekii tekijérengas Z, aina ja vain kun p on alkuluku.
Kunnaksi kokonaisalue tulee, jos on voimassa kiinteisalkiota koskeva
aksiooma:

(8) Vae R* = R\ {0} Ja~! € R siten ettd aa™! = 1.

R* on kunnan R multiplikatiivinen ryhmd. Kuntia ovat mm. Q, R, C
ja dédrellinen kunta Z, aina ja vain, kun p on alkuluku.

1.2. Huom. Renkaiden vilinen kuvaus on (rengas-)homomorfismi, jos
se sdilyttdd summat ja tulot. Ollessaan liséiksi bijektio se on isomor-
fismi. Renkaan epétyhjia osajoukko on alirengas, jos se sisiltda alkioi-
densa summat, erotukset ja tulot. Kunnan alirengas on alikunta, jos
se sisdltédd myos nollasta eroavien alkioidensa kiédnteiset sekd nollan ja
ykkosen. Esimerkiksi Q, R ja C ovat toistensa alikuntia.

Kun I on renkaan R alirengas, niin voidaan muodostaa tekijijoukko
R/I ={[a] = a+1I|a € R} ja varustaa se ryhmén struktuurilla luonnol-
lisella tavalla (luokkien edustajia yhteen laskemalla), koska additiivinen
ryhmd (R,+) on kommutatiivinen ja sen aliryhmén I siis normaali ali-
ryhmé. Yleensi ei kuitenkaan kertolasku periydy tdhén tekijaryhméan.
Tilanne korjaantuu, jos I on R:n ideaali, eli

IRCIjaRICI.
T&lloin on olemassa tekijérengas R/I. On hyvd huomata, ettd alikunta
ei ole ideaali, kuten esimerkki Q C R osoittaa. (Kunnalla K ei ole muita

ideaaleja kuin triviaalit K ja {0}. Mieti miksi.)
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Alkukunta ja karakteristika.

1.8. Mddritelmd. Kunnan K alkukunta on sen kaikkien alikuntien leik-
kaus

P = M7 on Km alikuntaI-

1.4. Lause. K:n alkukunta P on sen suppein alikunta. Lisdksi P on
isomorfinen joko Q:n tai Zy,:n kanssa, missd p on alkuluku.

Todistus. Ensimméinen viite seuraa siitd, ettd alikuntien leikkaukset
ovat alikuntia. Erityisesti P siséltdd nolla- ja ykkosalkion.

Toisen viitteen todistamiseksi tarkastellaan rengashomomorfismia
*, (jolla ”"Z upotetaan kuntaan K”):

1+---+1(nkpl), josn>0

':Z—>K:nr—>n':{ i
—(—n)*, jos n < 0.

Tassd on kaksi vaihtoehtoa. Homomorfismi ®

sitten ei.

Jos ® on injektio, niin sen kuvajoukko on Z:n kanssa isomorfinen
K:n alirengas ja erityisesti m® # 0 kaikille kokonaisluvuille m # 0.
Téamé antaa mahdollisuuden laajentaa kuvauksen ® kuvaukseksi Q — K
asettamalla

saattaa olla injektio tai

n n*

() =

m me®

kaikille = € Q. Néin tulee mééritellyksi injektiivinen rengas- ja siis
kuntahomomorfismi Q — K, jonka kuvajoukko on Q:n kanssa isomorfi-
nen K:n alikunta, jonka samaistamme Q:hun. Alkukunta P on lauseen
alkuosan mukaan tdmén osajoukko ja siis myos Q:n alikunta. Mutta
Q:lla ei (tietenkiiéin!) ole muita alikuntia kuin se itse. Siksi P = Q.
Toinen vaihtoehto on, ettd ® ei ole injektio, jolloin puhe Z:n upot-
tamisesta K :hon on aika kyseenalaista. T&ll6in on olemassa n € Z ~\ {0}
siten, ettd n® = 0, jolloin myds (—n)® = 0, ja koska ainakin toinen lu-
vuista n ja —n on luonnollinen, on olemassa pienin luonnollinen luku
p, jolla p®* = 0. Tamé& p on alkuluku, silli muuten olisi olemassa sité
pienemmét luonnolliset luvut m ja n, joille p = mn ja siis kunnassa K

m®n® = (mn)®* =p°®* =0,

jolloin joko m® = 0 tai n®* = 0 vastoin p:n méiritelmésa. Koska p siis
on alkuluku, niin Z, on kunta. Toisaalta se on renkaana isomorfinen
kuvajoukon (Z)® C K kanssa, joka siis myds on kunta ja niin ollen K:n
alikunta. Siis — samaistaen isomorfiset — Z,, on K:n alikunta. Nytp& on
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helppo todeta, etté ei myoskiaan Z,:114 ole aitoa alikuntaa, ei edes aliryh-
mid (kertaluku!) ja siksi samoin kuin edellisessé tapauksessa voidaan
padtelld, ettd K:n alkukunta P on 16ydetty Z,.> O

1.5. Midritelmd. Sanomme, etté kunnan K karakteristika on luku 0, jos
sen alkukunta on Q. Jos taas sen alkukunta on Z,,, niin sen karakteristika
on alkuluku p,

Esimerkiksi kunnilla Q, R ja C on karakteristika 0 ja kunnilla Z,
karakteristika p. (Muita kuntia ei ole tainnut vield esiintyékéin.)

1.6. Lause. Kaikilla kunnan K alikunnilla on sama karakteristika kuin
K:lla.

Todistus. Niilld on sama alkukunta. O

1.7. Lause. Olkoon K :n karakteristika alkuluku p. Jos k € K* =
K\ {0} jank=k+---+ k=0, niin n on jaollinen p:ll.

Todistus. nk = n®k lauseen 1.4. todistuksen mielessd. n® ja k ovat
kunnan — siis kokonaisalueen — alkioita, joiden tulo on 0. Siis toinen
niistd on 0, eiké se ole k, vaan siis n®. Ta4mé& n® on siis paitsi K:n myos
sen alkukunnan P ~ Z, nolla-alkio, eli [n] on Zy,:m nolla, elin € pZ. O

Tarkastelumme antavat aiheen merkitd kunnan K alkiota n® ly-
hyesti n. Sekaannusta ei synny, kun muistetaan, ettd kun kunnan ka-
rakteristika on alkuluku p, tdmé pitéd tulkita modulo p.

Jakokunta.

1.8. Lause. Rengas R on kokonaisalue aina ja vain ollessaan (isomor-
fiaa vaille, kuten aina tillaisissa yhteyksissi ) jonkin kunnan K = K(R)
alirengas, joka sisdltid K :n ykkosalkion, vieldpd niin, ettd katkki K :n al-
kiot ovat muotoa

k:%, a€R,becR".

5Kaiken kaikkiaan olemme tulleet masritelleeksi mielivaltaiselle renkaalle R ul-
koisen kertolaskutoimituksen

e:ZxR—R:(nk)—nek:=n"k,

jonka suhteen rengas R on ”melkein vektoriavaruus”: kaikki vektoriavaruuden ak-
sioomat pétevit (R, +,° ):lle, paitsi ettéd kertoimien rengas Z ei ole kunta, kuten vek-
toriavaruudelle kuuluu. Tillaista struktuuria sanotaan (Z-kertoimiseksi) moduliksi.
Moduleilla on oma ”lineaarialgebransa”, joka suuresti muistuttaa vektoriavaruuk-
sien teoriaa. Matkimalla lineaarialgebraa voi nidin mukavasti keksié vaikkapa yleisié
renkaita, eli Z-moduleita koskevia lauseita.

27



Tamda kunta — R:n jakokunta — on yksikésitteinen.

Todistus. Tietysti jokainen kunnan ykkosellinen alirengas on kokonais-
alue. Lauseen viiite on siis toinen puoli. Olkoon R kokonaisalue.
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Jakokunta K on helppo konstruoida jiljittelemaélld sité tapaa, jolla ra-
tionaaliluvut rakennetaan kokonaisluvuista, siis tekijéjoukkona joukosta

K ={(a,b)|a € R,bec R*}
ekvivalenssirelaation
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = bc

suhteen. Tunnetulla tavalla todetaan, ettd laskutoimitukset on mahdol-
lista maéaritella parien ekvivalenssiluokille

[(a,0)] = {(z,y) |z € R,y € R, (,y) ~ (a,b)}

edustajittain. Né&in saadaan kunta K = R x R*/ ~ . Kuvaus a —
[a, 1] on injektiivinen homomorfismi, mikd antaa aiheen samaistaa a:n

ja [a, 1]:n. Yleisesti [a,b] = [[Zi]] , ja siis todella K = {¢ |a € R,b € R*}.

Yksikisitteisyyden todistaminen on sekin helppoa. [J

Polynomeista.

1.9. Mddaritelmd. Méadrittelemme tédsséd polynomin kisitteen uudelleen
hieman yleistéien — prologissahan polynomeilla jo laskeskeltiinkin. Ol-
koon R kommutatiivinen rengas. Yhden muuttujan X n-asteinen R-
(kertoiminen) polynomi on lauseke®

P:P(X):a0+a1X+"'+aan,

misséd jokainen a, € R ja a,, # 0. Nollapolynomi on lauseke 0. Sen aste
on —oo.
Kaksi polynomia yhtyvit, jos ja vain jos niilld on samat kertoimet.

Havaintoja.

(1) Muuttujan X kaikenasteisten R-polynomien joukko R[X] on
luonnollisin kertoimiin kohdistuvin laskutoimituksin itsekin
kommutatiivinen rengas, polynomirengas ja — ilmeisti isomorfiaa
vaille — riippumaton muuttujan X nimesta.

(2) Polynomia ei pidé harkitsemattomasti samaistaa méérittelemasin-
sé renkaan R (tai muunkaan struktuurin) funktioon

T ag+a1x + -+ apx”,
67 Lauseke” ei ole hyvin maaritelty kisite, vaikka toivottavasti vetoaakin intui-
tioon ja lukijan aikaisempaan kokemukseen paremmin kuin tdsméllinen méédritelmé,

jonka voisimme asettaa esim. siten, etté polynomi samaistetaan kertoimiensa jonoon
(ap,a1,...), missd vaaditaan, ettd jokainen paitsi #érellisen moni a, on nolla.
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silld eri polynomeja saattaa vastata sama funktio, kun R ei ole
esim. reaaliluvut. (Keksi esimerkki kunnassa Z5.)

(3) Vastaavasti voidaan méaéritelld usean muuttujan X, ..., X,, po-
lynomit. Téllaisen polynomin

P(Xl,...,Xm) - Z ayl,ug,..,,VmXillXéJQ"'Xrljzm;

V1,V2,..ja Vm =0

aste on
max{vy + -+ Um | vy 1. 1, 7 0}
Niin muodostuu usean muuttujan polynomirengas
R[Xy,..., X

Sen voi pienelld vaivanndolla todistaa olevan isomorfinen yhden
muuttujan kerrallaan lisddmélld saadun renkaan R[X1]...[X,,]
kanssa.

1.10. Lause. Jos R on kokonaisalue, vaikkapa kunta, niin myds poly-
nomirengas R[X| on kokonaisalue, samoin siis jokainen R[X1]|[X2] ... [Xm].

Todistus. Olkoon R kokonaisalue ja
P=apy+a1 X+ - +a, X" a, #0

ja
Q=by+0 X+ - +b, X", b, #0

kaksi sen nollasta eroavaa polynomia. Tulon PQ korkeimman asteen
termi on a,b,, X", missi kerroin a,b,, on nollasta eroava. Siksi tulo
PQ ei ole nollapolynomi. Kommutatiivisuus on ilmeistd. Ykkonen on
vakiopolynomi 1. [J

Tama4a lause antaa mahdollisuuden maaritelli:

1.11. Mddritelmd. Olkoon R kokonaisalue. Kokonaisalueen R[X] jako-

kunta on kunta, jota merkitsemme (hdmééviin samankaltaisesti!!) R(X).

Sen alkiot, rationaalilausekkeet, ovat siis muotoa g — muodollisesti siis

parit (P, Q) — missé P ja @ ovat R-polynomeja ja @ ei ole nollapolynomi.
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Polynomien jaollisuus ja suurin yhteinen tekij4.

1.12. Huomautus. Tarkastelemme témén luvun loppuosasssa yleensi
kunnan K polynomeja. Niilld voi pitkilti laskea kuten kokonaislu-
vuilla. Erityisesti on syytéd muistaa, ettd polynomin P voi jakaa toisella,
vaikkapa Q:lla, tunnettua jakolaskualgoritmia kiyttéien, jolloin jai jako-
jadnnos: VP, Q € K[X|3A,B € K[X]:

P=AQ+ B,

siten ettd B:n aste on aidosti pienempi kuin ):n aste.

Jakolaskualgoritmin avulla voi esim. todistaa, ettd kunnan poly-
nomirenkaan kaikki ideaalit ovat ns. pddideaaleja, eli ne muodostuvat
yhden polynomin kaikista tuloista muiden kanssa, ts. silld jaollisista
polynomeista.”

Kerroinrenkaan ollessa kunta K toimii myods Fukleideen algoritms,
jolla 1oydetéén annetuille nollasta eroaville polynomeille Py, ..., P, jaol-
lisuuden mielessd (Ks. méadr. 1.14.) suurin yhteinen tekiji D =
syt (Py,..., P,). Samalla saadaan myos lause, jonka mukaan D voidaan
lausua muodossa

D=DBP+---+ B,P,,

missd By,... ja B, € K[X].

Suurin yhteinen tekijé ei ole edes kerroinrenkaan ollessa kunta aivan
yksikésitteinen, silld jos Dy ja Do ovat samojen polynomien Py, ... ja P,
suurimpia yhteisié tekijoitéd, niin ne médritelmén mukaan ilmeisesti ovat
kylldkin jaollisia toinen toisillaan, mutta téstd ei vield seuraa, etté ne
yhtyisivit. (Esim. R—polynomit P ja 2P ovat todella jaollisia toisillaan,
ovathan 2X° ja $X° € R[X].) Suurin yhteinen tekijé on siis enintésn
”vakiotekijid vaille yksikésitteinen”. Mutta tété se sitten onkin. Olkoot
nimittdin D ja D5 nollasta eroavia ja jaollisia toisillaan

Dl = ADQ ja DQ = BD1

Talloin D1 = ADy = ABDq, eli D1(1 — AB) = 0 ja siis kokonaisalue-
ominaisuuden perusteella AB = 1. Todistakaamme, etté tdlloin A ja B
ovat astetta O eli oleellisesti vain K:n alkioita. Itse asiassa tidmé viite
on seuraava lemma:

"Todistus on helppo ja esitetisin kohdassa 2.6. puhuttaessa algebrallisista kun-
talaajennuksista.
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1.13. Lemma. Olkoon K kunta. Polynomirenkaan K[X]| ykkdsen te-
kijat eli kadantyvdit alkiot eli yksikot ovat tdsmélleen nollasta eroavat va-
kiopolynomit eli asteen 0 polynomit a X, a € K*.

Todistus. Kun kerroinrengas on kunta (riittdé kokonaisalue), niin poly-
nomien asteelle deg(P) pétee korkeimman asteisia kertoimia vertaamalla
saatava yhtalo

deg(PQ) = deg P + deg Q.

Siksi kahden polynomin tulo voi olla 0-asteinen vain kun molemmat
tekijat ovat sitd. [

Tamé antaa aiheen sanoa, ettd polynomi P(X) =ag+ -+ ap X"
on perusmuotoinen (engl. monic), jos a, = 1. Jokainen nollasta eroava
polynomi saadaan tédsmilleen yhdestd perusmuotoisesta kertomalla va-
kiolla (joka on a,,). Erityisesti vakiopolynomia vastaava perusmuotoinen
polynomi on 1.

Polynomien jaollisuutta tarkasteltaessa tulevat alkulukuja vastaa-
maan jaottomat polynomit. Tilanne on samantapainen kuin kokonais-
luvuillakin, mutta on syytéd heti huomata, ettd polynomin jaollisuus tai
jaottomuus riippuu ratkaisevasti siitd, missid kerroinkunnassa sitéd tar-
kastellaan. Sekaannuksen vaara olisi etenkin silloin, kun tarkastellaan
jotakin kuntaa L, sen alikuntaa K ja polynomia P € K[X] C L[X].
Virheiden vilttdmiseksi kerrataan jaollisuuden muodollinen mééritelmé,
jonka voimme asettaa myos silloin, kun kerroinrengas ei ole kunta®:

1.14. Mddritelmad.

(1) Polynomi P € R[X] on renkaassa R jaollinen polynomilla A €
R[X], eli A jakaa P, eli A on P:n tekijd, mikdli on olemassa
B € R[X] siten, ettd

P = AB.

(2) Polynomi P € R[X] on renkaassa R jaollinen mikéli on olemassa
A ja B € R[X] siten, ettd sekil A ettd B ovat aidosti alempaa
astetta kuin P ja

P = AB.

(3) Muuten P on jaoton renkaassa R.

(4) Polynomi D € R[X] on polynomien Q1,... ja Q. suurin yhtei-
nen tekiji— lyhyesti syt — jos se jakaa kaikki annetut Q)q,... ja
Q. ja D itse on jaollinen jokaisella sellaisella polynomilla P, joka
myos jakaa polynomit Qq,... ja Q.

8 Joissakin térkeiss# esimerkeissimme kerroinrengas tulee olemaan Z.
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Esimerkin polynomista, joka on jaoton renkaassa Z ja kunnasssa Q,
mutta jaollinen kunnassa R tarjoaa vaikkapa

P(X)=X?-2.

Viltdmme seuraavassa niditd kunnan vaihtoon liittyvid ”hankaluuk-
sia” (jotka myshemmin ovat suurenkin mielenkiinnon kohteena) kiinnit-
tamalla kerta kaikkiaan kunnan K.

Polynomin hajoitelma jaottomien tuloksi. Todistamme, ettd ko-
konaisluvun yksikisitteiselld alkulukuhajoitelmalla on vastine kunnan
polynomeille.

1.15. Lause. (1) Nollasta eroava polynomi P € K[X| voidaan esittid
tulona jaottomista polynomeista:

(*) PzaPng...Pk,

missd a € K ja polynomit Py, Ps, ... ja Pr ovat perusmuotoisia, jaotto-
mia ja et vakioita.

(2) Edellid mainittu jako on tekijdiden jirjestystd lukuun ottamatta
yksikdsitteinen.

Todistus. Osoitetaan ensin hajoitelman (%) olevan olemassa. Se on-
kin helppoa induktiolla asteen suhteen. Olkoon tutkittava polynomi
P € K[X] astetta k. Jos P on jaoton, on hajoitelma 15ytynyt. Jos P
on jaollinen, niin P = AB , missi A ja B ovat aidosti alempaa astetta.
Jatketaan tutkimalla A:n ja B:n jaollisuutta samalla tavalla. Viimeis-
tddn k askelen jdlkeen jiljelld on vain vakioita ja jaottomia polynomeja,
silld viimeistdédn 1-asteinen polynomi on jaoton.

Toiseksi niytetddin hajoitelman yksikisitteisyys. Olkoon samalla
polynomilla P kaksi hajoitelmaa jaottomien perusmuotoisten polyno-
mien tuloksi:

P:aP1P2...Pk:bQ1Q2...Ql.

ainakin a on P:n korkeimman asteen kerroin , siis a = b.Voimme siis
olettaa, ettd a = b = 1. Jaoton P jakaa siis tulon jaottomista polyno-
meista (Q); ... Q. Se jakaa siis jonkin tekijoistd @; (!7) (Tdmé johtopaa-
tos — niin luonnolliselta kuin se tuntuukin — on todistuksen arka kohta
ja vaatii erillisen perustelun, joka jd# seuraavaksi lemmaksi.) Olkoon
se vaikkapa (@Q1; jirjestystdhén voi tarvittaessa vaihtaa. P; jakaa siis
jaottoman polynomin Q1! Tdmé& on mahdollista vain, jos P; olisi vakio
— mité se ei ole — tai sitten ()1 on vakio kertaa P, — miten asia siis on.
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Vakio on 1, koska P; ja Q1 ovat perusmuotoisia. Siis ()1 = P;. Koska
polynomirengas on kokonaisalue, voidaan yht&lo

P=PP,...P,=PQs...Q

sievent#d jakamalla puolittain yhteiselld tekijalla P, eihén se ole 0. Jat-
ketaan induktiolla, kunnes jommalle kummalle puolelle jai pelkka
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ykkonen. Silloin toisellakin puolella on vain ykkosid, silli ndmé ovat
ainoita perusmuotoisia ykkosen tekijoitda. [

Muistetaanpa, ettid vield puuttuu:

1.16. Lemma. Jos jaoton P € K[X] jakaa polynomien tulon Q1 ... Qy,
nin se jakaa jonkin tekijoistd.

Todistus. Riitt#d tarkastella kahden polynomin tuloa, (induktio!) ja voi-
daan vield olettaa, ettd kaikki polynomit ovat perusmuotoisia. Jakakoon
siis P tulon Q.S, mutta ei Q:ta. Talloin P:n ja Q:n syt. on 1, silla P:ll4
ei ole muita perusmuotoisia tekijoitd kuin 1 ja P, joka ei ole Q:n tekiji.
Kohdassa 1.12. saatiin Eukleideen algoritmin avulla tieto, ettd koska
syt(P,Q) = 1 ja K on kunta, niin on olemassa sellaiset polynomit A ja
B € K[X], ettd

1= AP+ BQ.

Tam4 ratkaiseekin asian, silld nyt
S=APS+ BQ@S

ja P jakaa siis S:n, koska P jakaa APS:n ja oletuksen mukaan myos
QSm. [0

Polynomin jakaminen alkutekijoihinsd on erés algebran klassisia on-
gelmia, eikd yleenséd ollenkaan helppoa. Tamé#hén pitédd sisédllddn mm.
kaikki R~ tai C-kertoimisen polynomin juurten loytédmiseen liittyvit
probleemat, erityisesti kuuluisan viidennen asteen yhtéilon ratkaisemi-
sen. Yhteys hajoitelman ja juurten vililld on seuraava:

Polynomin juuret.

1.17. Mddritelmd. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Polynomin P &
R[X] juuri eli nollakohta (R:ssé) on R:m alkio z, jolle P(x) = 0, missi
x — P(z) on P:n tunnetulla tavalla méérittelema polynomifunktio R:ssi.

(Vit. 1.9.(2).)

Jakolaskualgoritmin avulla on kunnan tapauksessa helppo todistaa
seuraavan lauseen kohta (1) ja siitd induktiolla ja alkutekijdhajoitelmalla
kohta (2) ja triviaalisti (3):

1.18. Lause. Olkoon K kunta ja P € K[X]|\{0}. Olkoon k P:n aste.

(1) K:n alkio a on P:n juuri aina ja vain, kun P on jaollinen 1.
asteen polynomilla X — a.
(2) P on muotoa



missd Q:lla ei ole yhtidn juurta K:ssa. aq,... ja ap ovat P:n
Juuret ja ay P:n korkeimman asteen termin kerroin. Lukuja v;
sanotaan P:n juurten o; kertaluvuiksi.

(3) P:n nollakohtien lukumééiré kertaluvut huomioiden, eli summa

7/]_+"'+I/n

on enintddn P:n aste k. Sama pétee sitd suuremmalla syylld
nollakohtien lukuméérille tavallisessa mielessia: n < k.

” Algebran peruslauseen” mukaan jokaisella C-kertoimisella polyno-
milla on kunnassa C ainakin yksi juuri. Edellinen lause takaa siis jo
prologissa kiyttiamédmme esitystavan téllaiselle polynomille 1. kertalu-
vun tekijoiden tulona. Alkutekijihajoitelma on siis téissé tapauksessa
perin yksinkertainen rakenteeltaan (joskin silti vaikea loytééd). Kuten jo
aikaisemmin on todettu, voi esim. kunnassa R esiintyé korkean kertalu-
vun nollakohdattomia polynomeja: vaikkapa X2°°%° + 1 on sellainen.

Jaottomuuskriteereitéd. Piaitimme téméin luvun kahdella lauseella,
joiden avulla voi (yritté#d) padtelld polynomin jaottomuutta kunnassa

Q.

1.19. Lause (Gauss). Olkoon Z-kertoiminen polynomi P jaoton ren-
kaassa Z[X]. Silloin se on jaoton myds renkaassa Q[X].

Todistus. Olkoon
PX)=ay+a1 X+ - +a, X"
Z-kertoiminen polynomi, joka on jaollinen Q[X]:ssé. On siis olemassa

Q-kertoimiset alempiasteiset polynomit B(X) ja C(X) joille P = BC.
Kertomalla nimittéjien tulolla s saamme yhtélon

(%) sP = BC,
missi

B(X)=by+0X+ - 4+b,X" ja

C(X) :Co-i-ClX-i-"--i-Cka
ovat Z—polynomeja. Yht#lo (%) voidaan nyt jakaa puolittain s:n alku-
tekijoilla kokonaiskertoimisuuden kirsiméttd. Tamén todistamme seu-

raavasti: Olkoon p jokin s:n alkutekiji. Tilloin s ja siis myos p jakaa
kaikki s P:n kertoimet, siis myos yhtélon oikean puolen kertoimet. Jos p
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jakaa kaikki polynomin B kertoimet tai kaikki C':n kertoimet, niin sie-
vennys voidaan suorittaa. Jollei, niin on olemassa pienimmiéit indeksit
ie{l,...,m}jayj e {l,...,k}, joilla b; ja ¢; ovat p:ll& jaottomat.
Oikealla puolella on X**7:n kertoimena
boCitj +biciyj—1+ -+ bic; + -+ bigjco,

ja tdmé on siis jaollinen p:lld. Koska ¢ ja j ovat pienimmét indeksit
lajissaan, niin tdssé summassa kaikki tekijat, paitsi bjc; ovat jaollisia
p:114. Erotuksena vasemman puolen kertoimesta ja muiden oikean puolen
termien summasta on siis myos b;c; jaollinen alkuluvulla p. p jakaa siis
joko b;m tai c;j:n vastoin oletusta. A tai B voidaan siis jakaa luvulla
p renkaassa Z[X|. Toistamalla péittelyd kaikille s:n tekijoille saadaan
lauseen viite. [

1.20. Lause (Eisensteinin ehto). Olkoon
P(X) :a0—|—CL1X—|—"‘+CLan
Z-kertoiminen polynomi. Riittdvid P:n jaottomuudelle Z:ssa — ja siis
Q:ssa — on, etti on olemassa alkuluku p, jolle
(1) kertoimet ag,...,a,—1 oval jaollisia p:lla,
(2) kerroin a, ei ole jaollinen p:lla ja
(3) kerroin ag ei ole jaollinen p?:lla.

Todistus. Oletetaan, etté kuitenkin
P =BC
missé
BX)=by+ b0 X+ -+b,X" ja
C(X) :CO+01X+"'+Cka
ovat alempiasteisia ja Z-kertoimisia. P:n aste on
n=m+k
ja sen vakiotermi on
ap = boco,
joten oletuksen (1) nojalla alkuluku p jakaa bp:n tai cp:n, mutta (3):n
nojalla ei molempia. Jakakoon se vaikkapa bg:n. Jokin kertoimista b;
on joka tapauksessa jaoton p:lla, silli muuten p jakaisi kaikki P:nkin
kertoimet vastoin oletusta (2). Olkoon i pienin indeksi, jolla p ei jaa
b;:ta. Nyt
a; = bz‘C() + - +b06i,
joten a; on jaoton p:lla, koska oikean puolen summassa tasan yksi termi
on p:lla jaoton. Mutta ¢ < m < n vastoin oletusta (1). Eisensteinin ehto
on siis riittéva polynomin jaottomuudelle. [
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2. KUNNAN LAAJENTAMINEN

Kuntalaajennukset ovat tdméin monisteen keskeinen tarkastelun
kohde. Kaikki jaljempéné esittelemdmme mahdottomuustodistukset pe-
rustuvat algebrallisten kuntalaajennuksien ominaisuuksiin. Kuntalaa-
jennuksilla on ldheinen yhteys polynomeihin. Tissd luvussa kisitte-
lemme perusasiat kuntalaajennuksista.

Kuntalaajennus. Seuraava mééiritelmé ilmaisee, etté isomorfiaa vaille
kunta L on kunnan K laajennus, jos K on L:n alikunta.

2.1. Masdritelmé. Kuntalaajennus L : K on injektiivinen rengasho-
momorfismi kunnalta K kunnalle L.

Huomautus. Yleensd samaistamme kunnan K kuvaansa L:ssi, jonka
kanssa se on isomorfinen.

2.2. MairitelmaA.

(1) Olkoon L kunta ja ) # A C L. Joukon A wirittdmd L:n alikunta
on kaikkien A:n sisiltdvien L:n alikuntien leikkaus

N{I | I on L:n alikunta ja A C I }.

(2) Olkoon L : K kuntalaajennus ja M C L osajoukko. Joukon M U
K virittdmé L:n alikunta (ja vastaava kuntalaajennus K (M) :
K) on saatu K:sta lisadmdlli eli adjungoimalla siithen joukko M
(M:n alkiot). Tété alikuntaa merkitsemme

K(M),
tai, kun M on dédrellinen M = {aq,...,a,}:
K(M)=K(a,...,ay).

(3) Erityisesti yhden alkion adjungoimisella saatu kuntalaajennus
K(a) : K on yksinkertainen laajennus.

2.3. Esimerkkeji. Joukon A virittdmé alikunta on suppein L:n alikunta,
joka sisdltdid joukon A. Se muodostuu kaikista alkiosta, jotka saadaan
A:n alkioista ja ykkosestd toistamalla niihin kunnan neljéé (!) laskutoi-
mitusta dédrellisen monta kertaa. Esim. L:n alkukunta on sen kaikkien
alikuntien leikkaus P = N[ on K alikuntal. Se on siis joukon {0,1}
virittdmé L:n alikunta. Toisena esimerkkiné voi todeta, ettd {0,i}m vi-
rittdmé C:n alikunta muodostuu kaikista kompleksiluvuista a + b, joilla

ajabe Q.
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Emme ota omaa merkintid mielivaltaisen joukon M C L viritté-
mélle alikunnalle, silld jatkossa térked on vain kuntalaajennukseen liit-
tyvi erikoistapaus (2). Esimerkkejd téstéikin tarjoavat kompleksiluvut:
laajennuksen C : R mielessd on

(a) R(i) = C.
Laajennuksen R : Q tai C : Q mielessd

(b) Q(V2) = {a+bv2|a,b € Q},

(c) Q(V2) = {a+b(V2) + c(V2)?|a,b,c € Q},
ja
(d) Q(V2,V3) = Q(vV2+ V3).

Todista, ettd nédin on! Huomaa, ettéd esimerkki (c) osoittaa, ettéd alikun-
nan K yksinkertainen laajennus K («) ei aina eiké edes yleensé, muo-
dostu pelkistéidan lausekkeista a 4+ ba, vaikka ndmé tietysti ovat mu-
kana. Ilmi6 johtuu siitd, ettd ne eivit vilttamiattd muodosta kuntaa.
Esimerkki (d) néyttdd vastaavasti, etté laajennuksen yksinkertaisuus ei
valttamétta heti erotu tavasta, jolla se on kirjoitettu nékyviin.

Kuntalaajennus K (M) riippuu tietysti alkuperiisestd suurimmasta
kunnasta L, silla L mé#rdsa M:n alkioiden laskutoimitukset keskenéiin ja
K:n alkioiden kanssa eiviitkd néiden tulokset yleensi ole edes K U M:n
alkiota, vaan muualla L:ssa. Jdtdmme L:n usein kuitenkin pois mer-
kinnoistd, koska L on useimmiten kiinnitetty — usein se on C. Ryh-
dymme tutkiskelemaan yksinkertaisten laajennusten mahdollista raken-
netta. Samalla péadsemme lihemmis yhteyttd polynomeihin ja niiden
juuriin. Tulemme my6s todistamaan, ettd (prologissa esiintyneet) al-
gebralliset luvut muodostavat kunnan.

Algebrallisuus ja transkendenttisuus.

2.4. Misritelmi. Olkoon L : K kuntalaajennus ja a € L. Sanomme,
ettd a on algebrallinen (K :m suhteen), mikili a on jonkin nollasta eroavan
K —kertoimisen polynomin juuri. My6s yksinkertaista kuntalaajennusta
K (a) sanomme tilloin algebralliseksi. Muuten a ja K(a) ovat transken-
denttisia.

2.5. Esimerkki. Kunnan K rationaalilausekkeiden kunta on K:n trans-
kendenttinen kuntalaajennus K(X) : K. Tdmé& on helppo todeta. Ai-
nakin K laajenee rationaalilausekkeiden kunnaksi adjungoimalla yksi
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elementti, nimittdin polynomi, siis rationaalilauseke X. Huomaamme,
ettd aikaisemmin eri yhteyksissid kidyttoon ottamamme tésmilleen sa-
man néksiset merkinndt K (X) ja K(X) (ks. mééritelmét 1.11. ja 2.1.)
eiviit sittenkddn esitd eri asioita. Laajennus K(X) : K on toisaalta
my6s transkendenttinen. Olkoon nimittdin X jonkin K —kertoimisen
polynomin P juuri K(X):ssi. Miéritelmén mukaan tdmé tarkoittaa,
ettd K (X)m alkio P(X) on K(X):n nolla-alkio, eli rationaalilauseke 0,
eli nollapolynomi. Siis P on nollapolynomi ja X transkendenttinen K:n
suhteen.

Huomautus. Téssé olikin isomorfiaa vaille ainoa K :n transkendenttinen
yksinkertainen laajennus. (Témén todistaminen on sopiva harjoitusteh-
tavda. Helpommaksi se kiy, kun kohta todistamme vastaavan, joskin
hankalamman tuloksen algebrallisille laajennuksille.) Algebrallisia kun-
talaajennuksia on mutkikkaampi kokoelma. Koska algebrallinen alkio on
usean eri polynomin nollakohta, on syytd valita ndiden joukosta mah-
dollisimman siisti. Luonnollisia ehdokkaita ovat asteeltaan pienin tai
jaoton polynomi, jos sellainen on olemassa.

Minimaalipolynomi.

2.6. Lause ja méaédritelmé. Olkoon yksinkertainen kuntalaajennus
K(a) : K algebrallinen.

(1) On olemassa tasan yksi alimman mahdollisen asteen perusmuo-
toinen polynomi P € K[X], jolle P(a) = 0.

(2) Sanomme, etti P on a:n minimaalipolynomi K :ssa.

(3) Minimaalipolynomi P on jaoton.

(4) Kaikki polynomit Q € K[X], joilla Q(a) = 0, ovat jaollisia mi-
nimaalipolynomilla P. FErityisesti minimaalipolynomi on ainoa
jaoton perusmuotoinen polynomsi, jolla on juurena a.

Todistus. (1) Oletuksen mukaan joukossa

I, ={Q € K[X][Q(a) = 0}

on muitakin polynomeja kuin vakio 0. Joillakin niistd — olkoon P erés
sellainen — on alin mahdollinen aste. Jakamalla P tarvittaessa korkeim-
man asteen terminsi kertoimella voimme huolehtia siité, ettd P on myos
perusmuotoinen. Jos téllaisia polynomeja olisivat vaikkapa P ja @), niin
niiden erotus olisi aidosti alemman asteinen ja € I,. Erotus olisi siis 0,
koska muita alemman asteisia polynomeja ei I,:ssa ole.

(3) On samaan tapaan helppo todeta, ettd P on jaoton. Jos ei se siti
olisi, niin se olisi tulo kahdesta aidosti alemman asteisesta polynomista,
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P = RS, jolloin P(a) = R(a)S(a) ja siis joko R(a) tai S(a) on 0 vastoin
P:n mésritelméa.

(4) Lopuksi jokainen joukkoon I, kuuluva polynomi @) on tosiaan
jaollinen minimaalipolynomilla P. Olkoon nimittdin @ € I,\ {0}, jolloin
Q(a) = 0 ja Q:n aste on vihintddn P:n aste. Jaetaan @) P:1ld jakolas-
kualgoritmia kiyttden. Saadaan jakojdinnos R, jonka aste on aidosti
pienempi kuin P:n. On siis olemassa polynomi A siten, etti

Q = AP + R, jolloin erityisesti
Q(a) = A(a)P(a) + R(a), ja siis
R(a) =0, eli

Rel,

Koska P on I,:n alimman asteinen nollasta eroava alkio, on siis jainnos
R =0, eli Q jaollinen P:1l4, kuten pitikin®. O

Edellinen lause voidaan melkein kdantii:

2.7. Lause. Jokainen kunnan K jaoton perusmuotoinen polynomi P €
KI[X] on jonkin kuntalaajennuksen K(«) : K minimaalipolynoms.

Todistus. Tarkastellaan polynomirengasta K[X]. Itse kunta K on sen
alirengas. Olkoon I P:ll4 jaollisten polynomien ideaali ja S tekijarengas

S = K|[X]/I; kanonista surjektiota merkitsemme v:114.

Otamme todistaaksemme, ettd
(1) S on kunta,

90n helppo huomata, etté

la ={Q € K[X]|Q(a) = 0}

on polynomirenkaan K[X] ideaali. Edelld todistimme, ettd on olemassa sellainen
P € K[X], ettd

{Q € K[X]|Q(a) =0} = {Q € K[X]|Q on jaollinen P:lli },

eli I, on P:ll4 jaollisten alkioiden joukko, P:n virittimi péiideaali, jota on tapana
merkitd (P). Itse asiassa kohdan (4) todistus kelpaa ldhes sellaisenaan néyttdméidin,
ettd jokainen muukin polynomirenkaan K[X] ideaali on p#iideaali. Polynomiren-
gas on siis ns. p#iideaalirengas. Samaan tapaan — siis jakolaskualgoritmilla —
voi todeta, ettd myods Z on pidideaalirengas. Tee se! Tamé selittdsd osaltaan nimi-
tystd ideaali. Tunnetuimmassa renkaassa Z ideaalit vastaavat edelld sanotun mu-
kaan lukuja: kukin pi#iideaali on jonkin luvun virittimé&. Yleisemméssid renkaassa
on muitakin ideaaleja kuin péidideaalit eli "luvut”. On siten perusteltua sanoa néité
”ideaalisiksi luvuiksi”, misté nykyinen nimi on lyhenne.
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(2)
(3)

(1)

v:n rajoittuma K:hon on injektio ja siis kuvaansa samaistettuna
K on S:n alikunta ja
P on kuntalaajennuksen S : K minimaalipolynomi.

Ainakin kyseessd on kommutatiivinen rengas, jolla on ykkosené
1 =v(1). Olkoon [Q] = Q + I € S\ {0}. Tehtéviind on loytad
sille kd&nteisalkio [R] = R+ I € S\ {0}, jolle olisi voimassa

[QI[R] = 1], eli
QRec1+1, eli
QR — 1 on jaollinen P:ll4.

Oletuksemme mukaan P on jaoton eikd jaa @Q:ta (koska [Q] #
0), ja on siis voimassa Eukleideen algoritmiin (1.12.) perustuva
kaava

AP +BQ =1

sopiville polynomeille A ja B. Tamépé ratkaisikin asian, silld
R:ksi kelpaa selvistikin B.

Jokainen nollasta eroava rengashomomorfismi kunnalta renkaalle
on injektio! (Syy: homomorfismin ydin on {0} tai ideaali, siis
kunnan tapauksessa {0} tai koko kunta.)

Kuntalaajennus S : K on ensinnikin yksinkertainen, silli S =
K([X]) = K(X + I), joten viitteen a:ksi kelpaa polynomin X
luokka. Osoitamme, ettd P on c:n eli [X]:n minimaalipolynomi.
Ensinnékin todella P(a) = 0, eli P([X]) = [P(X)] = [0]. Toi-
seksi P on jaoton ja perusmuotoinen. Lause on todistettu. [J

Tissd luomaamme tekijiavaruutta S on syyté vield kerran vilkaista

(ja verrata esim Zjy:hen). S:n alkioita ovat polynomien luokat @ + 1.
Kutakin niistd edustaa jakolaskualgoritmin takia tasan yksi @), jonka
aste on alle I'n virittdjin P asteen. S:n laskutoimitukset niille Q) ovat
muuten tavanomaiset, mutta saataessa (polynomeja kertoessa) asteel-
taan liian korkeita suoritetaan reduktio modulo P eli huomataan luokan
edustajaksi kelpaavan jakojadnnoksen.

Olemme nyt jo pitkilti selvittineet, miten kunnan K yksinkertai-

set algebralliset laajennukset ja sen jaottomat perusmuotoiset polynomit
vastaavat toisiaan, silld tiedimme nyt, ettd jokaisella algebrallisella laa-
jennuksella K (a) : K on yksi ja vain yksi minimaalipolynomi P, jolla
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P(a) = 0,'° ja toisaalta jokainen jaoton perusmuotoinen polynomi on
jonkin algebrallisen laajennuksen minimaalipolynomi. Todistamme nyt
vield, etté kaksi laajennusta, joilla on sama minimaalipolynomi, yhtyviit.
Téama voi tietenkin olla totta vain ”isomorfiaa vaille”.

2.8. Lause. Olkoot K(a) : K ja K(B) : K kunnan K yksinkertai-
sia laajennuksia, joilla on sama minimaalipolynomi P. Silloin ne ovat
isomorfisia laajennuksia'l, ts. on olemassa kuntaisomorfismi

¢: K(a)— K(8), jolla

Pl = Ik (= K:n identtinen kuvaus.)

Itse asiassa voimme liséiksi valita isomorfismin ¢ siten, ettd p(a) = 5.

Todistus. Tehtdvind on madritelld ¢(z) kaikille z € K(«a) ja todistaa
¢(z) kuntalaajennusisomorfismiksi K (3):lle. M#érittelyé varten on tar-
peen lausua laajan kunnan alkio € K(«) standardimuodossa, johon
antaa vihjeen edellisen lauseen konstruktio, nimittdin muodossa

T =ag+aa+ asa® + -+ apa”,

missd n on (P aste —1) ja kertoimet ag,...,a, € K. Tam4 esitys on
olemassa ja vieldp#d yksikisitteinenkin, mutta lykitdin sen tarkastelua
hetken tuonnemmaksi ja ma#ritelldan

o(x) =ap+ a1+ azB* + - +a, 8"

Tamé toimii, silld ainakin em. esityksen yksikésitteisyys ja olemassaolo
K («a):ssa takaavat, ettéd néin saadaan kuvaus K(a) — K(8) ja vastaa-
vasti yksikésitteisyys ja olemassaolo K (/3):ssa, ettd saadaan injektio ja
surjektio. (x) on siis bijektio K(a) — K(f). Testataan, ettd se on
rengashomomorfismi ja kuvaa K:n alkiot itselleen. Olkoot

ac:A(a):a0+a1a+a2a2+---+ana”ja

y = B(a) = by + bia+ bpa® + - + b € K(a).

10Sama yksinkertainen laajennus voidaan tuottaa adjungoimalla K:hon eri al-
kioita, esim. Q(v/2) = Q(v/2 + 1) ja niihin liittyy eri minimaalipolynomit, onhan
niilld eri juuret. Ald haméinny tasté!

HRiittaisi tarkastella kahden isomorfisen kunnan K ja K’ laajennuksia K («)
ja K’(B). Minimaalipolynomien pitiisi olettaa olevan tétd isomorfiaa vaille samat.
Tuloksena olisi, etté laajennuksetkin ovat isomorfiaa vaille samat siind mielessi, etté
saadaan kuntaisomorfismi ¢ : K(a) — K’(8), jolla rajoittuma Pl o0 alkuperdinen

isomorfismi K — K’ ja voisimme huolehtia siitd, ettd ¢(a) = B. Tulemme itse
asiassa tarvitsemaan lausetta 2.8. juuri tdssid ndenniisesti yleisemmaéissd muodossa.
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Silloin selvistikin

plr+y) =
= (ag +bo) + (a1 + b1)a + (ag + b)a® 4+ - + (an + bn)a™ =
= ¢(@) + ¢(y)

ja lisdksi vastaava pétee tulollekin: Myos tulo xy on muotoa
zy =C(a) =cy +cra+ caa® + - + cpa”.
Polynomeja A, B ja C yhdistéi tieto, etté

A(a)B(a) = C(a) eli
(AB = C)(a) =0,

mutta tdmi merkitsee, ettd c:n minimaalipolynomi P jakaa (AB—C):mn.
C on siis jakojainnds, joka saadaan jaettaessa AB:td P:ll&, on-
han C:n aste < n = P :n aste —1. Vastaava péiittely voidaan tehdi
kuvapuolella: kuvien tuloa esittdd sama polynomi C. Juuri tété viite-
tadnkin. [

Todistettavaksi jii lemma:

2.9. Lemma. Olkoon P laajennuksen K(«) : K minimaalipolynomi

ja xz € K(a). On olemassa tasan yksi asteeltaan P:td alempi polynoms
A € K[X], jolle

= Ala) = ag+ aja + a0 + - - + apa”.

Todistus. Todistetaan aluksi yksikésitteisyys. Olkoon

r=A(a) = ap + ara + azd® + -+ a,a”  ja

r = B(a) =by + bia +bya® + -+ +bya™, n = P aste —1.

Silloin selvéstikin (A — B)(a) = 0 ja A — B on asteeltaan aidosti alempi
kuin a:n minimaalipolynomi P. Siis A — B = 0.

Olemassaolopuolen todistus alkaa havainnolla, etté jokainen K («):m
alkio on muotoa %, missi S ja T € K[X], silld téllaisten alkioiden
joukko on selviistikin jo K(«):n alikunta, joka siséltédd sekd K:n ettd
alkion a.

Pyritdén laventamaan % jollakin polynomilla siten, ettd nimittija

saisi kohdassa « arvon 1. Ehto T'(«) # 0 takaa, ettd nimittdjapolynomi
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T ei ole jaollinen minimaalipolynomilla P, vaan on olemassa polynomit
F ja G € K[X] siten, ettd

FT +GP =1, jolloin erityisesti
F(a)T(a) + G(a)P(a) =1, jasiis

F(a)T(a) = 1.
Laventamalla polynomilla F' saa K («):n alkio x = % siis muodon
FS
v = I _ (pg)(a),

joka on muuten halutunlainen esitys, paitsi ettd polynomin F'S asteesta
ei tiedetd mitdén. Jos aste ei valmiiksi ole pienempi kuin P:n aste niin
korjataan asia jakamalla F'S P:114 ja huomaamalla, etté jakojdinnokselld
on oikeanlainen aste ja pistessid « sama arvo x kuin F'S:114. O
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Kuntalaajennuksen aste. Jokainen kunta K on 1—ulotteinen K —ker-
toiminen vektoriavaruus. Itse asiassa myos jokainen kunnan K laajen-
nus on K —vektoriavaruus. Koska asia on téirked, esitimme muodollisen
madritelmén:

2.10. Mdadritelmd. Olkoon L : K kuntalaajennus. Laskutoimitukset

+:LXL—L:(x,y)—z+y
K XL—L:(v,y)— ay

tekevit L:std K —vektoriavaruuden. Sen dimensio on kuntalaajennuksen
L : K aste. Astetta merkitdéin

[L: K| =dimg(L).

Esimerkkejd.

Seuraava lause antaa laskuapua asteen méiridimiseen.

2.11. Lause. Olkoot K, L ja M toistensa alikuntia siten, ettd:
KcLcM.

Nuyt:
M : K] =[M : L|[L : K]

Todistus*?. Olkoon

K — vektoriavaruudella L kanta (e;);cr ja

L — vektoriavaruudella M kanta (f;);c..
Osoitamme, etté

K —vektoriavaruudella M on kanta (e; f;)icr,jeJ-

12Todistamme lauseen tapauksessa, jossa dimensiot ovat direllisid. Symbolille
oo tai kardinaaliluvuille todistus on samantapainen.
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odistetaan, ettd vektorit e;f;, 1€ 1l,) € vIirittava :n.
1) Todistet tt ktorit j € 1,5 € J virittavat M
Tarkastellaan alkiota x € M.

r=> ifi
jeJ
joillekin p; € L ja siis, koska jokainen p; vastaavasti on muotoa
Hj = Z)\ijeia Aij € K,
el
saadaan haluttu kehitelmé

T = Z )\ijeifj.

iel,jed

(2) Todistetaan lineaarinen riippumattomuus. Olkoon

0= Z )\ijeifj =

iel,jed

= Z(Z Aijei) [

jeJ iel
Koska f;:t ovat lineaarisesti riippumattomia ja ), ; Aije; € L,
on jokainen

Z )\,L-jei =0

icl

ja siis, koska e;:t ovat lineaarisesti riippumattomia ja \;; € K,
on jokainen

>\z'j =0.
]

FEsimerkks.

[Q(vV2,v3): Q] = [Q(v2,v3) : Q(v2)] [Q(v2) : Q] = 4.

2

Lause antaa jopa kannan (1, V2,3, \/5\/5)
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2.12.Lause. Olkoon K(«) : K yksinkertainen kuntalaajennus.
(1) Jos a on transkendenttinen, niin [K(a) : K] = co.
(2) Jos a on algebrallinen, niin [K(a) : K] on « :n minimaalipo-
lynomin aste ja siis erityisesti dérellinen!

Todistus.

(1) Isomorfismia vaille K («) on K(X), jossa lineaarisesti riippumat-
tomia ovat ainakin 1, X, X?2,....

(2) Olkoon minimaalipolynomin aste n. Lemman 2.9. mukaan
K(a)m kannaksi kelpaa (1,a,0%....,a"" ). O

Tarkastelemme seuravassa myos muita kuin yksinkertaisia laajen-
nuksia.

2.13. Mddritelmd.

(1) Kuntalaajennus L : K on ddrellinen, jos [L : K| < oc.
(2) Kuntalaajennus L : K on algebrallinen, jos jokainen a € L on
algebrallinen, so. jonkin K —kertoimisen polynomin juuri.

Naiden kisitteiden vililld vallitsee térked yhteys, jonka olemme itse
asiassa jo loyténeet.

2.14. Lause. Kuntalaajennus L : K on ddrellinen aina ja vain kun

(1) L: K on algebrallinen ja
(2) L =K(aq,...,as) joillekin ddrellisen monelle ay,...,as € L.

Todistus. Ehtojen riittdvyys seuraa induktiopéittelylld lauseista 2.11.
ja 2.12. Vilttaméttomyys todetaan seuraavasti:

Olkoon L : K #irellinen, jolloin on olemassa K —vektoriavaruuden
L kanta (eq,...,e,). Jokainen L:n alkio on siten muotoa

r=ae;+---+ane,, a €K

ja kuuluu siis varmasti kuntalaajennukseen K(ey,...,e,). TaAmé todis-
taa jalkimméisen véitteen. Todistetaan vield, ettd L : K on algebralli-
nen. Sit# varten valitaan mielivaltainen z € L. Jonossa (1,x,22,...,2")
on n + 1 jésenté, siis enemmén kuin L:n kannassa on kantavektoreita.
Siksi jono on lineaarisesti riippuva eli on olemassa nollasta eroavat ker-

toimet Aq,...,\,, joille
n
i=0

Nyt 2 on polynomin P(X) = > " ;A X" nollakohta, siis algebralli-
nen. [
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Algebrallisten lukujen kunta. Muistamme aluksi, ettd komplek-
siluku z on mééritelmédn mukaan algebrallinen aina ja vain kun on
olemassa rationaalilukukertoiminen, perusmuotoinen polynomi P; =
ap+aj+---+", jolla P;(z) = 0. Lukija on hyvinkin jo saattanut kokeilla
algebrallisten lukujen joukon osoittamista kunnaksi tai edes ryhmaiksi ja
huomata, ettd se ei suoraan méiritelmésta lihtemaélld ole helppoa. Nyt
kiaytdmme edelld kehiteltyjd apuvélineitd ja onnistumme.

2.15. Lause. Algebrallisten lukujen joukko A on C:n alikunta.

Todistus. Todistimme edelld , ettd kompleksiluku o on algebrallinen
aina ja vain, kun yksinkertainen kuntalaajennus Q(«) : Q on #irelli-
nen.

Olkoot « ja (8 kaksi algebrallista lukua. Osoitetaan, ettd niiden
summakin on algebrallinen. Oletuksen mukaan

[Q(a) : Q] < o0
ja [Q(B): Q] < oo

ja edelleen 2.14.:n nojalla
[Q(a)(8) : Q()] = [Q(B) : Q] < oo,

kelpaahan Q—kertoiminen polynomi nollaamaan 3:n myo¢s sen algebral-
lisuuden toteamiseksi kunnassa Q(«). Nytpa

Qo+ 6) € Qo 8) = Q()(H),

ja siis

Luku a + (8 on siis alussa tehdyn huomautuksen nojalla algebrallinen.
Vastaavanlainen pédttely antaa myos tiedon, ettd o — 3, af ja a:n
ollessa nollasta eroava myos a~! ovat algebrallisia. [
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3. HARPPI JA VIIVOITIN

Kreikkalaisten geometria ja klassiset ongelmat. Aksiomaattinen
ja yleisemminkin deduktiivinen matematiikka, siis teoreemojen todiste-
leminen tiukkojen sidédntojen puitteissa on tunnetusti peréisin muinai-
sesta Kreikasta. Klassisen geometrian perusprobleemoita oli geomet-
risten konstruktioiden tekeminen harpilla ja viivoittimella. N4illd voi-
daankin saada aikaan monenlaista. Janan voi jakaa haluttuun mésrain
yhta pitkisd osia, pisteen kautta voi piirtdd annetun suoran suuntaisen
suoran, kulman voi puolittaa, annettua neliotd pinta-alaltaan kaksinker-
taisen nelion voi piirtdé, annetun monikulmion kokoisen nelién voi piir-
tad. Kolmea kuuluisaa konstruktiota ei kuitenkaan osata tehd#, vaikka
aikojen kuluessa on néhty paljon vaivaa ratkaisuyrityksien eteen

(1) mielivaltaisen kulman jakoa kolmeen yht# suureen osaan

(2) annetun ympyrin kokoisen nelién piirtdmista

(3) annettua kuutiota tilavuudeltaan kaksinkertaisen kuution kon-
struoimista.

Kreikkalaiset ja heidédn seuraajansa eivit ilmeisesti tulleet ajatelleeksi,
ettd saattaisi olla mahdollista todistaa tehtdvit mahdottomiksi. Sen
teemme téasséd luvussa kiyttien algebrallisia menetelmié pisteiden koor-
dinaatteihin. Vaikka mahdottomuus voidaan todistaa, on vielidkin ole-
massa harrastelijamatemaatikoita, jotka tosissaan yrittdvit esim. kul-
mien kolmijakoa.!?

Muilla tyckaluilla em. ongelmat on kyllda mahdollista ratkaista. Té-
héin riittdda esimerkiksi jo Arkhimedeen kiyttdmé kahdella merkilld va-
rustettu viivain ja harppi. Ironista iloa aiheuttaa meidén jélkeentullei-
den pédssé tieto siité, ettd kaikki konstruktiot, joita kreikkalaseen tyyliin
voi tehd& harpilla ja viivoittimella on mahdollista suorittaa vield véi-
hemmilld tyokaluilla. Viivoittimesta voi luopua (MOHR 1672), tai sitten
harpista, jos on annettu yksi kiinteé ympyré ja sen keskipiste (STEINER
1832) tai kaksi toisiaan sivuavaa ympyriad (CAUER 1912).

Konstruoituvat pisteet ja luvut.

3.1. Mddritelmd. Olkoon Jy joukko tason R? pisteiti.

(1) Suora s saadaan joukosta .Jy, jos se kulkee ainakin kahden
s eri pisteen kautta. Ympyrd y saadaan joukosta Jj, jos
sen keskipiste kuuluu joukkoon ja sen siéde on kahden joukkoon
kuuluvan pisteen etiisyys.

13Ks. esim. U.DUDLEY: What To Do, When the Trisector Comes. The Mathe-
matical Intelligencer Vol.5 No. 1 (1983).
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(2) Piste z = (x,y) € R? on joukosta Jy yhdelli askelella konstruoi-
tuva, mikili se on kahden joukosta Jy saatavan eri ympyrin tai
suoran leikkauspiste.

(3) Piste z = (z,y) on joukosta Jy konstruoituva, mikili on ole-
massa pisteet z1,...,2, € R? siten, etti 2 = 2, ja kukin Zj on
yhdelld askelella konstruoituva joukosta Jo U {z1,...,2;1} —
tapauksessa 7 = 1 joukosta Jy.

(4) Piste z € R? on konstruoituva, mikili se on konstruoituva
joukosta {(0,0),(0,1)} c R?

(5) Luku z € R on konstruoituva, mikéli se on jonkin konstruoi-
tuvan pisteen x— tai y—koordinaatti.

3.2. Huomautus. Konstruoituvien lukujen joukko K on R:n alikunta.

Todistus. Olkoot x1 ja xo reaalilukuja. Niiden summa ja erotus ovat
tietysti konstruoituvia, kidsinteisluvutkin on helppo konstruoida oheisen
piirroksen mukaan. Tulon konstruointi kiy konstruoimalla ensin nelio-
juuri.

positiiviluvun neligjuuri

1
Jb
0 a_l 1 a a ab
positiiviluvun kéanteinen positiivilukujen tulo

g

Seuraus: Kaikki rationaaliluvut ja niiden parilliset juuret ovat konstruoi-
tuvia.
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3.8. Merkintdja. Olkoon Jy joukko tason pisteitéd ja z = (z,y) joukosta

Jo konstruoituva piste. Olkoot pisteet 21 = (21,y1), -, 2n = (Tn, Yn)
sellaiset, ettd z = z, ja kukin z; on yhdelld askelella konstruoituva
joukosta Jo U {z1,...,2;_1}; tapauksessa j = 1 joukosta Jj.

K olkoon Jy:aan kuuluvien pisteiden koordinaattien virittdmé R:n
alikunta ja

K; =Ko(z1,y1)

Kn - Kn—l(xna yn)

3.4. Lause. z; ja y; ovat K;_1—mielessd algebrallisia, vieldpd niin,
ettd kumpikin on jonkin K;_1 ~kertoimisen toisen asteen polynomin nol-
lakohta. Vastaavien minimaalipolynomin aste on siis 1 tai 2.

Todistus. Konstruktion mukaan x; ja y; ovat

kuvan mukaisesti erééin suoran ja ympyrén (tai kahden suoran tai ympy-
rén) leikkauspisteen koordinaatit, missd pisteiden A, B, C, D ja E koor-
dinaatit kuuluvat kuntaan K;_;, kuten Pythagoraan lauseen nojalla
myos p?. Suoran yhtilo on

Yp — Ya
Tp — Tq

Y =Yg+ (x — xq), kun zp, # x4

ja ympyran yhtdlo on
2

(w_xc)2+(y_yc)2:p .
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Sijoittamalla y:n lauseke ylemmiistd alempaan yhtidloon saadaan x:lle
toisen asteen yhtalo

b~ Ya 2
(o= 4 (ot Tt (w—w) —we) =
a

jonka kertoimet ovat kunnassa K,;_;. Témén olemassaolo merkitsee,
ettd x; on K;_;—algebrallinen ja sen minimaalipolynomi on korkeintaan
astetta 2. Vastaava pétee y;:lle. Saman tapaisella laskulla voi todeta,
ettd myos kahden ympyridn tapaus, joka johtaa kahden toisen asteen
yhtélon pariin, sievenee toisen asteen yhtéloiksi x:lle ja y:lle. Kahden
suoran tapaus on vield helpompi; leikkauspiste kuuluu samaan reaalilu-
kujen alikuntaan, K;_; kuin suorat mé#réévien neljén pisteen koordi-
naatitkin. [J

3.5. Lause. Olkoon z = (z,y) konstruoituva joukosta Jy. Asteet
Ko(z) : Ko] ja [Ko(y) : Ko] ovat luvun 2 potensseja.

Todistus. Olkoon z = (z,y) konstruoitu Jy:sta lisdémalld sithen kon-
struktion eri vaiheissa pisteet z1,29,...,2, = 2, koordinaatein z; =
(x,y;). Edellisen lauseen mukaan asteet

[Kj-1(z;) : Kja] ja
[K-1(y;) : K]
ovat ykkosié tai kakkosia. Koska tietysti
[Kj—1(z;)(y;) : Kj—1(zy)] < [Kj-1(y;) 1 K],
on tdmikin enintdin kaksi. Siksi
K; K] = [Kj—1(2;)(y)) : Kj—1 ()] [Kj-1(z;) : K;—1]
on 1,2 tai 4. Induktiolla téistd seuraa, etté
[Kn : Ko] = [Kn . Kn—l] . [Kl . Ko]

on kakkosen potenssi. Téstéd seuraa alkuperiinen viittemme, jonka mu-
kaan [Ko(x) : Kg] on kakkosen potenssi, sillé

K, : Ko = [K, : Ko(2)][Ko(x) : Ko
missé edelld todetun mukaan vasemman puolen luvulla ei ole muita al-
kutekijoitd kuin kakkosia. [
Harjoitustehtivi. Olkoon K(«) : K algebrallinen kuntalaajennus. Osoita,
ettd seuraavat ovat yhtépitavia:

(1) Laajennuksen K(«) : K aste on kakkosen potenssi.
(2) On olemassa kuntalaajennus K(3) : K, jonka aste on kakkosen
potenssi ja jolle a € K(3).
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Kolme ratkaisua.

3.6. Lause. Annetusta ympyristd ei voi harpilla ja vitvoittimella kon-
struoida alaltaan saman kokoista nelidtd.

Todistus. Valitaan ympyrin side pituuden yksikoksi. Tehtédvind on siis
konstruoida luku /7 ldhteméalld ympyrin keskipisteesti ja séiteestd, siis
joukosta Jy = {(0,0),(1,0)}, jolloin Ky = Q. Nytpi olemme prologissa
todistaneet, ettd 7 ei ole edes algebrallinen, eiké siis myoskééin /7 kuulu
algebrallisten lukujen kuntaan. Se ei siis edellisen lauseen ja lauseen 2.14.
vuoksi voi myoskiidn olla konstruoituva. [

3.7. Lause. FEi ole mahdollista konstruoida harpilla ja viivoittimella
annetusta kuutiosta tilavuudeltaan kaksi kertaa suurempaa kuutiota.

Todistus. Tami merkitsisi luvun /2 konstruoitavuuta rationaaliluvuista,
mutta ¢/2:n minimaalipolynomi on tietysti 2> —2 ja sen aste 3 ei ole kak-
kosen potenssi. [

3.8. Lause. 60 asteen kulmaa ei voi kolmijakaa harpilla ja viivoitti-
mella.

Todistus. Jos voisi, niin luku cos3 olisi konstruoituva rationaaliluvuista.
Osoittautuu, ettd cosg on kylld algebrallinen ja sen minimaalipolyno-
min loytdd, kun muistaa trigonomeriasta kaavan kolminkertaisen kulman
kosinille

cos(360) = 4 cos®(6) — 3 cos(h).

Sijoittamalla tdhén 6 = § ja katsomalla tasasivuisesta kolmiosta, etté

T l 0ol s
cos § = 5 saa yhtélon

80083%—6C083 —1=0,

eli lyhenteitd x = 2 cos 5 kdyttamaélla
(1) 3 —3r—-1=0.

Joka on lukenut lauseen 3.6. todistuksen tietéd, ettd nyt riittda todeta
tdmé polynomi jaottomaksi Q:ssa. Asian voi tarkastaa suoraan. Tut-
kittava kolmijako on siis mahdoton. [

Yksi vastaesimerkki. Lauseen 3.5. ehto konstruoituvuudelle on kyl-
likin vilttdmaéaton, mutta ei riittédvd. Annamme téydellisyyden vuoksi
vastaesimerkin:
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3.9. Esimerkki (Kalmanson)'*. Jaottomalla polynomilla
P=X*—4X +2
on reaalinen juuri x, joka ei ole konstruoituva, vaikka

[Q(x) : Q] = 4.

Todistus. Eisensteinin ehdolla on helppo todeta polynomi jaottomaksi,
joten aste ainakin on 4. Piirtdmaélla kuvaajan huomaa, ettd P:lla on
tasan kaksi reaalista juurta, r1 ja 2, ja ne ovat vililld [0,2].

2071

151

2

I

olemassa kertoimet a, b, c ja d, joilla

X' —4X +2=(X*+aX +b)(X*+cX +4d)

(+) — (X —1)(X = 12) (X2 4 eX +d).

Kertoimia vertailemalla saadaan kaavasta (x) yhtdloryhma

a+c=0

b+ac+d=0

() bc+ ad = —4
bd = 2,

josta seuraa, merkitsemalld X = a?:
16 = a®((b+d)? — 4bd) = X (X2 —8) = X3 — 8X.

14 American Mathematical Monthly, 79, 227-278 (1972)
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Tamé& on tuntemattomalle X kolmannen asteen yhtilo. Piirtamalla ku-
vaajan huomaa, ettd silli on tasan yksi reaalinen juuri, ja se ei ole ko-

konaisluku, vaan 3 < a? < 4.

107

Gaussin lauseen 1.19. nojalla polynomilla X3 — 8X — 16 ei siis ole
rationaalisia juuria, joten se on jaoton kolmannen asteen polynomi ja sen
juuret siis konstruoitumattomia. Eritoten a? on siten konstruoitumaton,
samoin siis a. Toisaalta a = —r; — ro, joten ainakin toinen juurista rq

ja r3 on konstruoitumaton.

g

53



4. GALOIS’N TEORIA

Evariste Galois ... selvitti probleeman, johon eiviit aikaisempien sukupolvien
suuret matemaatikot olleet pystyneet yrityksistdidn huolimatta. Ajan mystd on kiy-
nyt selviiksi, ettd hénen kehittiminsd menetelmit ovat monin verroin térkeimpié
kuin ongelma, jonka ratkaisemaksi ne keksittiin. Galois otti kidyttoon ratkeavan, yk-
sinkertaisen ja normaalin ryhmén kisitteet, jotka ovat oleellisia ryhmien teoriassa.
Lisédksi hdn ratkaisi kuntia koskevan probleeman muuntamalla sen ryhmié koskevaksi
ja ndin tehden ilmeisesti ensimméisend ...tutki matemaattista objektia liittamallé
sithen rakenteeltaan yksinkertaisemman matemaattisen objektin. Liioittelematta voi
sanoa, ettd Galois’n teoria on vilttdmé&tontd ainakin suurelle osalle lukuteorian ja

algebrallisen geometrian modernia tutkimusta. [J. BASTIDA [1]]

Luvussa 3 havaitsimme, ettd kuntalaajennukset ovat tehokkaita to-
distettaessa erditéd geometrisia tehtédvid mahdottomiksi ratkaista. Tun-
tuu sitékin luontevammalta kokeilla niitd myos algebrallisiin ongelmiin.
1800—1uvun alussa N.H. ABEL ja E. GALOIS onnistuivatkin téssé ja rat-
kaisivat mm. kysymyksen korkeamman kuin neljénnen asteen algebral-
listen yhtédloiden ratkaisukaavan olemassolosta. Palaamme tdhén aihee-
seen vasta luvussa 6, silld osoittautuu, etté tarvitsemme kuntalajennuk-
sistamme tarkempaa tietoa kuin pelkéin asteen, jonka hyviksi kiyttoon
edelld esitetyt geometriset mahdottomuustodistukset perustuivat. Tar-
koitukseen sopivaa tarkempaa tietoa kuntalaajennuksen rakenteesta an-
taa sen Galois'n ryhmé. Seuraavassa kerromme, mikéd Galois'n ryhmé
on ja todistamme Galois’'n teorian péidlauseen, joka viime kiddessd an-
taa yhteyden tdmén ryhmén ja polynomin nollakohtien ominaisuuksien
vilille.

Galois loi teoriansa kompleksilukujen alikunnille ja vilttyi siten
erikseen pohtimasta mm. karakteristikaa ja separoituvuutta. Normaalin
kuntalaajennuksen kisite on alkuperdinen. Seuraamamme vakiintunut
esitystapa on olennaisesti perdisin E. ARTINilta (1898-1962).

Galois’n ryhma.

4.1. Madritelmd. Olkoon K C L alikunta .

(1) Kuntaisomorfismi « : L — L eli L:n automorfismi on K —auto-
morfismi, jos
a(k) =k Vke K.

(2) L:n automorfismit muodostavat tunnetusti ryhmén kuvausten
vhdistémisen ollessa laskutoimituksena. K —automorfismien joukko

I'(L: K)
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on sen aliryhmé. Kutsumme sitd kuntalaajennuksen L : K Ga-
lois'n ryhmdksi.

4.2. Esimerkkeja.
Galois'n ryhmé I'(C : R) muodostuu kaikista kuntaisomorfismeista

a:C— C,
joilla
alz) =z VreR.
Médrdadmme kaikki téllaiset a. Olkoon o € I'(C : R). Tunnemme jo
a:n arvot R:ssd. Myos kompleksisista arvoista voidaan sanoa jotakin.

Koska « on kuntaisomorfismi ja siis sdilyttdd summat ja tulot, niin on
esimerkiksi oltava voimassa

—1=a(-1) = a(i®) = a(ii) = a(i)a(i) = (a(i))?,

eli myos a(i) on —1:n nelijuuri, joko i tai —i. Tutkimme kummankin
vaihtoehdon erikseen.

(1) Jos a(i) = i, niin kaikille kompleksiluvuille z = = + iy pétee
a(z) = a(z+iy) = a(z) + a(ialy) =z +iy = 2,

ja « on siis C:n identtinen kuvaus, joka tietysti todella kuuluu
Galois’'n ryhmién I'(C : R) ja on sen neutraalialkio.
(2) Jos a(i) = —i, niin kaikille kompleksiluvuille z = z + iy pétee

a(z) = alr +iy) = a(z) + a(i)a(y) =z — iy = Z,

ja « on siis niin sanottu kompleksikonjugointi, eli C:n heijastus
R—akselissa. Sekin todella kuuluu Galois’'n ryhméén I'(C : R).
Tarkistamme vield tdmén: kaikilla z; ja zo € C on

z1+ 22 :Z_1+Z_2, ja‘
2129 = 21 22.
Kaikille z = x4 07 € R on liséiksi Z = © — 07 = z, kuten pitéékin.
Galois'n ryhmé I'(C : R) on siis kaksialkioinen ryhmaé.

Toisena esimerkkind mééritiaidn samantapaisella menettelyllda Ga-
lois'n ryhms# T'(Q(v/2) : Q). (Kuutiojuuri on tissi reaalinen.) Olkoon
taas a € T(Q(V2) : Q).

alz) =z VYreQ, ja

2=a(2) = a((V2)*) = (a(V2))?,
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joten a(4/2) on se (todella ainoa) luku s € Q(¥/2), jolle 53 = 2, eli myos
a(V2) = V2.

Koska jokainen z € Q(3/2) on muotoa = = a + b¥/2 + ¢(v/2)?, missi a,
b ja c ovat rationaalilukuja, on tullut todistetuksi ettd a on identtinen
kuvaus. Galois'n ryhmi I'(Q(+¥/2) : Q) on siis yksialkioinen eli triviaali.

Havaintoja. Yksinkertaisen algebrallisen kuntalaajennuksen Galois’n ryh-
mé liittyy esimerkkien valossa ilmeisesti sen minimaalipolynomin nol-
lakohtiin. Loysimme Galois’'n ryhmén nimen omaan kiyttdmalld hy-
viksi seuraavia periaatteita, jotka lukijan olisi mielelldéin todistettava
oikeiksi.

(1) Olkoon L : K kuntalaajennus, P = ag + a1 X + as X2 + -+ +
anX™ K—polynomi ja x € L sen nollakohta. Tlloin jokai-
nen K —automorfismi « kuvaa x:n joksikin P:n nollakohdista:
P(a(z)) = 0. Koska K —automorfismi on injektio, niin se siis yk-
sinkertaisesti permutoi P:n nollakohtia keskenéin, onhan néi-
den joukko #érellinen.

(2) Erityisesti, jos P on yksinkertaisen algebrallisen kuntalaajennuk-
sen L : K minimaalipolynomi, niin K —automorfismi o mé#ray-
tyy tédysin vaikutuksestaan P:n nollakohtiin, koska L saadaan
K:sta adjungoimalla ne, ja a:n rajoittuma K:hon on identtinen
kuvaus. Yksinkertaisen algebrallisen kuntalaajennuksen Galois'n
ryhmé voidaan siten samaistaa sen minimaalipolynomin nolla-
kohtien joukon joidenkin permutaatioiden muodostamaan ryh-
maén.

(3) Sama idea toimii yleisemminkin, kun L on saatu K:sta adjun-
goimalla siihen jonkin K —polynomin juuria, vaikkapa ”kaikki”.
Téméa johtaa meidédt médrittelemésn normaalin kuntalaajen-
nuksen k#sitteen ja tutkimaan nimen omaan sellaisen Galois’'n
ryhmii.

Galois’n relaatio.

4.3. Mddritelmd. Olkoot K C M C L toistensa alikuntia. Merkitsemme
tdhén tilanteeseen liittyvid Galois'n ryhmié lyhyesti

I'(L:M)=M*

Erityisesti
INL:K)=K" O

I5Niin Galois itse luonnollisestikin menetteli Lagrangen ideaa seuraten. Per-
mutaatioryhmisté lisdéd luvussa 5.
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4.4. Huomautus. On hyvi huomata, etté operaatio * kiiéintéé inkluusiot:
Jos K C M; C M, C L ovat toistensa alikuntia, niin My C M.

Pohdimme seuraavassa miten — jos ollenkaan — M voitaisiin re-
konstruoida L : K:sta ja ryhméstd M*. Ainakin on varmaa, ettd M
muodostuu pelkistéiian sellaisista L:n alkioista, jotka jokainen M*:een
kuuluva L:n automorfismi kuvaa itselleen. On ehkéd jopa toivoa, etti
niiden joukko olisi itse M. Tahén varautuen on syytd méiritelld

4.5. Mddritelmd. Olkoon
HCK*"=T(L:K)
aliryhmé. Asetamme:
H' ={z e L|a(z)=zVac H}.

On helppo todeta, etti HT on L:n alikunta ja siséltés K:n alikuntanaan.
H' on nimeltdin H:n kiintopistekunta.
4.6. Lause.

(1) Olkoot H C G C I'(L : K) aliryhmid. Silloin

G' c HY.
(2) Olkoot K C M C L alikuntia. Silloin
M C (M*)T.
(3) Olkoon H C T'(L : K) aliryhmd. Silloin

H c (H")*.

Todistus.

(1) Olkoon h € GT = {x € L|a(x) = xVa € G}. Silloin h € L ja
erityisesti a(h) = h kaikilla o € H.

(2) Olkoon m € M. On osoitettava, etti m € (M*) = {z €
L|la(x) = xVa € M*}. Tamépd seuraa suoraan M*:n méi-
ritelmésta.

(3) Olkoon o € H. On osoitettava, etti o € (H")* = {a € T(L :
K)|a(z) = 2 Vo € H'}. Tamépé seuraa suoraan H':m migritel-
méstd. [
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Edelld esittdmémme kysymys siitd, miten M :n voisi rekonstruoida
vastaavasta ryhméstd M™ olisi ratkennut, jos edelld kohdassa (2) olisi
voimassa yhtdsuuruus. Asiaa voi kokeilla esimerkkeihin. Tarjolla on
esimerkki 4.2. ja siind on helppo huomata, etti

(1) kuntalaajennuksessa C : R on (R*)! = R, kuten saattaisi arva-
takin, mutta
(2) kuntalaajennuksessa Q(+/2) : Q ei ole (Q*)' = Q, vaan (Q*)f =
Q(V2).
Joudumme siis pohtimaan, misté kiikastaa, etté toisinaan arvauksemme
niyttdd toimivan, toisinaan taas ei. Asia tulee ratkeamaan tyydytti-
visti, kun ensin on mééritelty tarvittavat normaalin ja separoituvan
kuntalaajennuksen késitteet, joihin esimerkin 4.2. yhteydessé jo vihjais-
tiinkin. Tulos on kuuluisa Galois’n pddlause.

Hajoituskunta. Edelld esimerkissé (1) esiintynyt kompleksilukujen kunta
C on algebrallisesti tdydellinen, onhan voimassa algebran peruslause,
jonka mukaan jokaisella C—polynomilla on nollakohta C:ssd, ja siitéd
seuraa tunnetusti, ettd kompleksilukujen kunnassa jokainen polynomi
voidaan lausua tulona ensimméisen asteen tekijoisté, eli hajoaa C:ssd.
Msaratessimme R:n Galois'n ryhméé C:ssé oli oleellista, ettd —1:n mo-
lemmat nelisjuuret kuuluvat C:hen. Esimerkissd (2) olennainen ero
edelliseen oli, etté luvun 2 kuutiojuurista, eli {/2:n minimaalipolyno-
min nollakohdista vain yksi kuului tutkittavaan laajaan kuntaan Q(+/2)
ja minimaalipolynomi z® — 2 jakautuu siiné vain tuloksi 2. asteen ja 1.
asteen polynomista. Témé antaa aiheen seuraavaan mééritelmén.

4.7. Mddritelmd.
(1) Olkon L : K kuntalaajennus. n:nnen asteen polynomi P € K[X]
hajoaa kunnassa L, mikili silld on L:ssé tédydet n nollakohtaa, eli

PX)=k(X —a))(X —ag)...(X —ay)

joillekin aq,...,a, € L. Sama nollakohta saa toistua. Luonnol-
lisesti k € K.
(2) K-polynomin P hajoituskunta on minimaalinen K:n laajennus
>, jossa P hajoaa. Tamé tarkoittaa, ettd
i X on K:n laajennus.
ii P hajoaa X.:ssa.
iii Jos K C 2 C X ja P hajoaa Z:ssé, niin = = 3.

4.8. Huomautus. Kohdan iii voi lausua myo6s néin:

i’ ¥ =K(o1,...,04),
missé o1, ...,0, ovat P:n nollakohdat X :ssa.
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Perustelu. iii = iii’, silld P hajoaa kunnassa K(o1,...0,) C 2.

)

iii” = iii, silld selvéistikin jokainen kunta = C K (o1, ...,0y,), jossa
P hajoaa, sisiltéié nollakohdat o1, ..., 0, ja siis koko K(oq,...0,):m.

4.9. Lause (Olemassaolo ja Yksikisitteisyys). Jokaisella vakiosta
eroavalla polynomilla P € K[X] on kuntalaajennusten isomorfiaa vaille
tasan yksi hajoituskunta.'®

Todistus. Aloitamme konstruktiolla. Jos alkuperiinen kunta K olisi
C:n alikunta, niin P:n hajoituskunta saataisiin siitd adjungoimalla P:n
kompleksiset juuret ja olisi siis C:n alikunta. My®os yleisen kunnan K ta-
pauksessa osaamme adjungoida polynomin juuren kuntaan, ainakin kun
polynomi on jaoton ja kelpaa siis yksinkertaisen laajennuksen minimaa-
lipolynomiksi. T#té tietoa ja induktiota P:n asteen suhteen kidytdmme
seuraavasti.

(1) Jos P on 1. astetta, K on sen hajoituskunta.

(2) Oletamme, etté jokaisella enintééin asteen n polynomilla on ha-
joituskunta, olipa alkuperiinen kunta mikd tahansa. Olkoon P asteen
n + 1 polynomi. Jos P hajoaa kunnassa K, on hajoituskunta loytynyt.
Muuten on olemassa sen jaoton tekija P, joka on vihintédin toista as-
tetta. Laajennetaan K adjungoimalla sithen (lauseen 2.7. mukaisesti)
jokin jaottoman polynomin P; juuri . Nyt o on my6s P:n nollakohta
kunnassa K («). Tissé kunnassa siis

ja @ on astetta m. Induktio-oletuksen mukaan K («)—polynomilla @ on
olemassa hajoituskunta 3. Se on selvisti myos P:n hajoituskunta.

Myos yksikisitteisyys palautuu induktiolla vastaavaan jaottomia
polynomeja koskevaan tulokseen. Todistamme itse asiassa hieman enem-

mén kuin lauseessa viitetidn:1?
Olkoon i : K — K kuntaisomorfismi ja P(X) =ag+ -+ a, X" €
K[X] polynomi. Sanomme polynomia P(X) =i(ag) + -+ i(an) X" €

K[X] sen isomorfiseksi vastineeksi K [X]:ssa. Olkoon ¥ P:n ja ¥ P:n
hajoituskunta.

16Yleistimme téssd lauseen 2.8. tilanteen koskemaan mielivaltaisen polynomin
P kaikkia nollakohtia.

17"N&dennéisesti yleisempi muoto on helpompi todistaa. Tihin tarkoitukseen
sopii lauseen 2.8. yleisempi muoto.
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Viitdmme, ettd on olemassa kuntaisomorfismi
Y — i, jolla

90|K =1 ja

¢ kuvaa P:n nollakohdat Y:ssa P:n nollakohdiksi S:ssa
kertaluvut huomioiden.

Teemme induktion P:n asteen suhteen.
(1) Jos P on 1. astetta, on K tietysti sen sen ainoa hajoituskunta.
(2) Oletamme, etté lause on tosi jokaisella asteen enintééin n poly-
nomilla. Olkoon P:n aste n + 1. Asianomaisissa hajoituskunnissa P ja
sen vastine P hajoavat 1. asteen tekijoiksi:

PX)=k(X —01)...(X —0nt1)
PX)=i(k)(X —01)... (X —Ony1)
Pudottaaksemme P:n astetta induktiota varten huomaamme, etti P on
jaollinen o;:n minimaalipolynomilla P;, joka minimaalipolynomin mé&é-
ritelmén mukaan on perusmuotoinen, jaoton ja hivittdd oi:n. Sen iso-
morfinen vastine P, on myos perusmuotoinen ja jaoton, siis nollakoh-
tiensa minimaalipolynomi. Toisaalta P, on P tekijé, joten sen nolla-
kohdat kunnassa ¥ ovat myos P:n nollakohtia ja kuuluvat siis joukkoon
{51, ..., 0n11}. Numerointia tarvittaessa muuttaen voimme olettaa, ettd
P (o1) = 0, jolloin P1 on oi:n mlmmaahpolynoml Tilanne on siis sellai-
nen, ettd meilld on kahdessa kunnassa K ja K tarkasteltavana isomorfiaa
i K — K vaille sama jaoton perusmuotoinen polynomi ja kummassa-
kin siihen liittyvd yksinkertainen algebrallinen laajennus. Tadmmdoinen

laajennus on lauseen 2.8. yleisemmiin version mukaan isomorfiaa vaille
yksikiisitteinen: on olemassa kuntaisomorfismi

¢1: K(o1) — K(51)  siten, etté
%m:nKHEm
(p1(0'1) = 61.

(01)[X] on asteen n polynomi ja = € K(51)[X] on sen
1som0rﬁnen vastine isomorfiana ¢;. Induktio- oletuksen nojalla ndiden
hajoituskunnat — nimittéin X ja > — ovat isomorfiset halutulla tavalla,
eli on olemassa isomorfismi

p:X— 5 siten, etté

— .a
¢|K(01) Y1)



@ toteuttaa lauseen vaatimukset. [J

4.10. Esimerkkejd.
(a) K =QjaP(X)=(X"-3)(X°+1)

Konstruoidaan hajoituskunta Y. Se on helppoa, koska P:ll4 on C:ssi
nollakohdat ++/3 ja — 1:n kuutiojuuret — 1, 1+§ﬁ ja 1_éﬁ. Siis ¥ =
Q<\/§7 _\/ga _17 %J; 1%\/5) = Q(\/§7Z)

(b) K=Q, P(X)=X?-3 P(X)=X?-2X -2,

Py:lla ja Py:lla on sama hajoituskunta ¥ = Q(v/3). Tisti niikee, etti
eri polynomeilla, jopa jaottomilla, voi olla sama hajoituskunta.

(c) K=Zja P(X)=X*+ X +1.

Nyt emme voi kiyttdd C:n algebrallista tdydellisyyttd oikotiend hajoi-
tuskunnan ¥ 16ytdmiseen, vaan joudumme konstruoimaan sen suoraan
médritelmén nojalla. Ainakin Zs:n alkiot, siis 0 ja 1 kuuluvat siihen.
Lisiksi on muitakin alkioita, koska P ei hajoa vield Zs:ssa, vaan on
jopa jaoton. Hajoituskunnassa P:1l4 on siis ainakin vield nollakohtansa.
Olkoon ( sellainen. Kunnassa ¥ piitee siis

0=P)=¢+¢+1,
ja siis, koska >::n karakteristika on 2:
¢=(+1.

Alkio ¢ + 1 ei ole mikién aikaisemmista, koska jokainen yhtéloista

C+1=0
(+1=1ja
C+1=¢

johtaa ristiriitaan sen kanssa, ettéd 0, 1 ja ¢ ovat eri alkioita. Toisaalta
muita X:an valttamittd kuuluvia uusia alkioita on vaikea keksié, ovat-
han ainakin kaikki {:n Zs—polynomit ilmeisesti joukossa {0,1,{,{ + 1}
jo mukana. Koetamme, muodostuisiko téstd joukosta haluttu kunta.
Laskutoimitukset ovat vilttamitté seuraavat:

+ 0 1 ¢ (41
0 0 1 ¢ (41
1 1 0 ¢+1 ¢
¢ ¢ C+1 0 1
C+1 ¢+1 ¢ 1 0
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.0 1 ¢ C+1
0 0 0 0 0
1 0 1 ¢ 41
¢ 0 ¢ (41 1
C+1 0 ¢+1 1 ¢

Saatiin todella kuntalaajennus ja P:lle siind juuret ¢ ja ( + 1. Pienin
mahdollinen tdmé tietysti myos on. [

Normaalit kuntalaajennukset.

4.11. Mddritelmd. Kuntalaajennus L : K on normaali'®, mikili jokai-
nen jaoton polynomi P € K[X] joko hajoaa L:ssi tai on siind nolla-
kohdaton, toisin sanoen L sisdltdid joko kaikki P:n nollakohdat tai ei
ainoatakaan.

4.12. Esimerkkeji. C : R on normaali laajennus, mutta Q(+v/2) : Q ei.

Seuraava lause samaistaa toisiinsa hajoituskunnan ja nor-
maalin kuntalaajennuksen kiisitteet.

4.13. Lause. Kuntalaajennukselle L : K seuraavat ovat yhtdpitivida:

(1) L: K on ddrellinen ja normaali
(2) On olemassa polynomi P € K[X]| siten, etti L on sen hajoitus-
kunta.

Todistus. (1) = (2). Olkoon L : K #érellinen ja normaali. Lauseen
2.14. mukaan #irellisyys merkitsee, etté

(i) L: K on algebrallinen ja
(i) L = K(aq,. .., as) joillekin dérellisen monelle oy, ..., a5 € L.

Olkoon P; minimaalipolynomi a;:lle ja
P=Pp .. P

Normaaliusoletuksen mukaan kaikki (jaottomat!) P;:t hajoavat kun-
nassa L, ja siis myos P hajoaa siind. Toisaalta L = K(ag,...,as) on
varmasti minimaalinen kunta, jossa P hajoaa. Tatd viitettiin.

(2) = (1). Olkoon L polynomin P hajoituskunta K (o1, ...,0,).
Lauseen 2.14. mukaan L on &#rellinen. J&i todettavaksi normaalius.
Normaaliuden méiritelmé antaa aiheen ottaa tarkasteltavaksi jaottoman
polynomin @ € K[X], jolla on nollakohta o« € L. Se pitdd hajoittaa
L:ssé. Tietysti Q hajoaa omassa hajoituskunnassaan, mutta tamé ei
johda helppoon todistukseen, vaan on sopivampaa tutkiskella polynomin
PQ hajoituskuntaa, joka olkoon M.

18 Muuten paranormaali
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M sisédltas kaikki @:n nollakohdat ja myos P:n nollakohdat, joten
L C M. Lauseen viitteen todistamiseksi riittds osoittaa, ettéd jokaiselle
@:n nollakohdalle 3 € M pitee

joka on 1, koska oletimme, ettd a € L.
Olkoon siis # sellainen. Tutkittavat kunnat ovat toistensa laajen-
nuksia seuraavasti:

K(a) C L(«a)
K C L C M
K(p) < LB)
joten
() : L)[L : K] = [L(a) : K(@)][K(a) : K] ja
[L(B) : L][L : K] = [L(B) : K(B)][K(B) : K].

Koska yksinkertaisilla laajennuksilla K («) ja K () on sama minimaali-
polynomi @, niin [K(a) : K] = [K(f) : K|(= Q:n aste). Liséksi L(«)
on K («a)—polynomin P (niin!) hajoituskunta, samoin L(3) K(3)—po-
lynomin P. Lauseen 2.8. yleisemmén version nojalla kuntalaajennukset
L(a) : K(a) ja L(B) : K(8) ovat isomorfiset. Erityisesti niilld on sama
aste.

Sijoittamalla ndmé tiedot ylld olevaan yhtélopariin saadaan

joka oli enéd todistettava. [J
Separoituvuus.

4.14. Mddritelmd. Jaotonta polynomia P € K[X] sanotaan separoitu-
vaksi, mikili silléd ei ole moninkertaisia nollakohtia (isomorfiaa vaille yksi-
kiisitteisessé!) hajoituskunnassaan, eli mikéli P(X) = k(X —oq)... (X —
o) missi kaikki nollakohdat o, ..., 0, ovat eri alkioita.

4.15 Esimerkki. (a) Separoituva on esim. Q—polynomi
X4+ X3+ X2+ X +1,

silld se on jaoton ja sen juuret C:ssé ovat

27i 47 6mi 8mi

es,ed5,eb ,Jjaes ,




jotka ovat eri kompleksilukuja.

2mi
e 5
4Ti
e 5
1
6T
e 5
8mi
e 5

(b) Separoitumattoman polynomin tekemisessé on hieman vaivaa.
Olkoon p pariton alkuluku ja K = Z,(u) transkendenttinen laajennus.
K —kertoiminen polynomi

P(X)=XP—uy

osoittautuu separoitumattomaksi. Todistamme tdmén. Ensin tarkiste-
taan eréiiden (itse asiassa kaikkien) nollakohtien yhtyminen:
Olkoon ¢ P:n nollakohta sen hajoituskunnassa .. Silloin

P(o) =0 —u =0, eli

oP =u

Toisaalta (X — o) = XP + (f) XPH(=0) + -+ (—0)P.
Koska ensimméisté ja viimeistd lukuunottamatta binomikertoimet ovat
jaollisia p:lld, ja kunnassa Z,(u), jonka alkioita ne ovat, on p =0, on

(X —0)P = XP — 0P jasiis

(X —o0)P = P(X).
Olkoon « toinen P:n nollakohta. Sijoittamalle o X:n paikalle saadaan
(a o) = Pla) = 0,

josta seuraa
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Kaikki P:n nollakohdat yhtyvét siis ja hajoituskunnassaan P on muotoa
P(X)= (X —-o)".

Osoitetaan seuraavaksi, ettd P on jaoton alkuperiisessd polynomi-
renkaassa Z,(u)[X]. Jos ei olisi, niin olisi olemassa Z,(u)—polynomit Q
ja R, joille

P=QR

ja joiden aste ainakin 1 ja enintdén p — 1. Kunnassa X on
QX)R(X) = P(X) = (X — o).
Siksi
QX)=(X—-0)", missi 1 <n<p-—1.

(:n kertoimet ovat oletuksen mukaan kunnan Z,(u) alkioita. Erityisesti
siis vakiotermi
o™ € Zy(u).

Myos itse o kuuluu samaan kuntaan, silld alkuluvun p ja sitd pienemmén
luonnollisen luvun n suurin yhteinen tekiji on 1, ja on siis olemassa
kokonaisluvut a ja b, joille

1 =ap+ bn, jolloin
o=cl =gwttn — (ap)a(an)b = u“(a")b € Zy(u).
On nyt helppo nidhdi, ettd tdmé on mahdotonta, koska P:ll4 ei ole lain-

kaan nollakohtia (sitd ainoaa) kerroinkunnassaan, joka u:n transkendent-
tisuuden takia on

Z,(u) = {% | A ja B polynomeja € Zy[u], B # 0}.

Sellaisellehan olisi voimassa
A(u)? = uB(u)?,

mikéd on mahdotonta, koska molemmat puolet ovat u:n polynomeja, va-
semmanpuoleisen aste on jaollinen p:ll4 ja oikeanpuoleisen ei.

Tulemme seuraavassa mm. todistamaan, etti kunnassa C jokainen
jaoton polynomi on separoituva. Moninkertaisten nollakohtien tunnista-
misessa hyddyllinen apuvéline on polynomin (muodollinen) derivaatta:
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4.16. Mddritelmd. Polynomin
PX)=a+a1 X +---+a, X"
derivaatta on polynomi
DP(X) =ay +2a2X + -+ +na, X" .

Vakiopolynomin derivaatta on 0: D(a) = 0.

4.17. Huomautus. Ilmeisesti polynomien derivointi toteuttaa differen-
tiaalilaskennasta tutut laskulait — kunnasta riippumatta.

D(P+ Q) =DP+DQ
D(PQ) = D(P)Q + PD(Q)

Tulon derivointikaava antaa vakiopolynomiin a sovellettuna:
D(aP) =D(a)P + aD(P) = aD(P),

joten D on erityisesti K —lineaarikuvaus K[X]| — K[X].

Tavallisesta yhden muuttujan differentiaalilaskennasta tunnemme
lauseen, jonka mukaan funktiolla on moninkertainen nollakohta téisml-
leen itse funktion ja sen derivaatan yhteisessi nollakohdassa. Muodolli-
sen derivaatan avulla tille saadaan algebrallinen vastine.

4.18. Lause. Nollasta eroavalla polynomilla P € K[X]| on monin-
kertainen nollakohta hajoituskunnassaan ¥ jos ja vain jos P:lld ja sen
derivaatalla P' = DP on vakiosta eroava yhteinen tekiji € K[X].

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd P:114 on monikertainen nollakohta Y::ssa:

P=(X—0)?Q(X).

P'(X) = 2(X - 0)(Q(X) + (X - 0)’Q"(X) =
= (X - 0)(2Q(X) + (X = 0)Q"(X))

Yhteiseksi tekijéksi kiiy siis K[X]:ssa o:n minimaalipolynomi.

Oletamme seuraavaksi, ettd P:1l14 ja sen derivaatalla P’ on yhteinen
vakiosta eroava tekijia. Todistamme induktiolla P:n asteen n suhteen,
ettd tdmé implikoi, ettd P:ll4 on moninkertainen nollakohta. Jos n =1,
niin implikaatio on triviaalisti voimassa.
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Induktioaskel suoritetaan seuraavasti. Yhteisen tekijan nollakohta
hajoituskunnassa ¥ on myos P:n ja P’:n yhteinen nollakohta, olkoon se
o1 € ¥. P on X[X]:n alkiona muotoa

P(X) = vakio - (X —01)(X —09)... (X — O-n—ll(X —0n).

Olkoon tm Q(X)

Tarkoituksenamme on todistaa, ettd jokin nollakohdista oq,...,0, on
moninkertainen. Jos néin ei olisi, niin olisi  o0; # o; kaikilla ¢ # j.
Derivoimalla saadaan

P(X)=Q(X)(X —0,) + Q(X), eli
Q'(X)(X —0,) = P/(X) — Q(X).

Koska o1 on P:n ja P':n yhteinen nollakohta, P’ on jaollinen (X —o ):114,
kuten méiritelménsd mukaan myos Q. Tulo Q'(X)(X —o0y,) = P/(X) —
Q(X) on néin ollen jaollinen (X —o):114. Mutta vastaoletuksen mukaan
01 # On, joten nimen omaan Q’(X) on jaollinen (X — oq):ll4. Q:lla ja
@)’:1la on siis yhteinen nollakohta o7 € ¥. K[X]:ssa @ ja Q' ovat jaollisia
o1:n minimaalipolynomilla.

Olemme loyténeet polynomin @, jolla on — kuten P:1l4 — yhteinen
vakiosta eroava tekijd derivaattansa kanssa, ja toisistaan eroavat nolla-
kohdat oq,...,0, € 3. Mutta @ on astetta n — 1. Témé on induktio-
oletuksen vastaista. Lause on todistettu. [

4.19. Lause.

(1) Kunnassa, jonka karakteristika on 0, jokainen nollasta eroava
jaoton polynomi on separoituva.

(2) Kunnassa, jonka karakteristika on alkuluku p # 0, jokainen jao-
ton polynomi on separoituva, paitsi etté tésmélleen muotoa

PX)=ay+a XP+---+a.X"?
olevat jaottomat polynomit ovat separoitumattomia.

Todistus. (1) Teemme vastaoletuksen, ettd jaoton polynomi P € K[X]
on separoitumaton, eli silld on moninkertainen nollakohta hajoituskun-
nassaan. Edellisen lauseen mukaan silli on yhteinen vakiosta eroava
tekija derivaattansa kanssa. Koska P:ll4 ei jaottomana ole aidosti alem-
piasteisia vakiosta eroavia tekijoité, mutta derivaatta on alempiasteinen
kuin P itse, on tdméi mahdollista vain, mikili derivaatta on nolla, ts.

DP(X) = aj +2a3X + - +na, X" ' =0, eli
jaj =0 VYji=1,...,n.
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Karakteristikan ollessa 0 7 # 0 Vj = 1,...,n, ja siis itse kertoimet
ai,...,a, hividviat. P on siis vakio, mikd on mahdotonta, koska P:lld
on vakiosta eroava tekijé.

(2) Sama padttely toimii karakteristikan p tapauksessa niille kertoi-
mille aj, joilla j ei ole p:lla jaollinen. Tété vaitetdankin. [

4.20. Mddritelmd. Olkoon L : K kuntalaajennus.

(1) Alkio @ € L on separoituva, mikéli se on algebrallinen ja sen
minimaalipolynomi on separoituva.

(2) Kuntalaajennus on separoituva, mikili L:n jokainen alkio on se-
paroituva.

Naytamme lopuksi, ettd laajennuksen separoituvuus periytyy vili-
kuntiin:

4.21. Lause. Olkoon L : K separoituva laajennus ja M kunta K:n ja
L:n vilissd. Tdlloin laajennukset M : K ja L : M ovat separoituvia.

Todistus. Voimme olettaa, ettd
KcMcL.

M : K on tietysti separoituva. Olkoon sitten a € L. «:lla on separoituva
minimaalipolynomi Py € K[X]. a:n minimaalipolynomi M:n suhteen,
Py € M[X] on Pg:n tekijd M|[X]:ssé. Siksi senkin nollakohdat hajoi-
tuskunnassa ovat yksinkertaisia. T:ité viitettiinkin., [

Puolet Galois’n piilauseesta. ”(HT)* = H”. Tavoitteena on seu-
raavassa todistaa, ettd kun
L:K

on &drellinen, separoituva, normaali kuntalaajennus ja H sen Galois'n
ryhmén K* = T'(L : K) aliryhmé, niin

(H)* = H.
Téamé tehdéddn osoittamalla, ettd kummassakin on yhtd monta alkiota.
Sehiin riittiiikin, koska jo tiedimme, etti H C (HT)*. Osoitamme ensin,
ettd H:n alkioiden lukuméérd #H on
#H = [L: HT),
ja mychemmin, ettd myos
#((H"))=[L: HT.

69



Tarvitsemme joitakin apuvélineité.

4.22. Huomautus. Olkoot L ja K mitd tahansa kuntia. Joukko
Kuv(K,L) ={a: K — L|a on kuvaus }

on luonnollisella tavalla L-vektoriavaruus. Seuraavassa tarkastelemme
sen osajoukkoa (vaan ei aliavaruutta)

Mon(K,L) ={a: K — L|a on kuntahomomorfismi ja injektio }

Injektiivistd homomorfismia on tapana sanoa monomorfismiksi. Siité
lyhenne.

4.23. Lause (Dedekindin lemma). Olkoot K ja L kuntia ja

a; € Mon(K,L) Vj=1,...,n,
Qg 75 Qjy, kun jl 7&]2

Talloin aq, ... ja an ovat L—Ilineaarisesti risppumattomia.

Saman voi ilmaista nykvyaikaisemmin sanomalla, ettd ” miki tahansa
YKy )
joukko eri monomorfismeja K — L on vapaa”.

Todistus. Olkoot A1,..., A\, € L siten, etti

)\10&1 + -+ )\nOén = 0, eli
(1) Aag(x) + -+ Map(z) =0 Ve K.

Osoitetaan, ettd kertoimet A\; ovat nollia. Tehddén vastaoletus, etté jo-
kin niisté on nollasta eroava ja ettd kaavassa (1) esiintyvd n on pienin
positiivinen kokonaisluku, jolla timéi ilmioé voi tapahtua. Til-
lainen n on olemassa, koska jokaisessa epétyhjdssd luonnollisten luku-
jen joukossa on pienin luku. Selvisti n > 2. Tissd minimitilanteessa
jokainen A; eroaa mnollasta. Ristiriidan tuottamiseksi pyrimme muo-
dostamaan héviévin lineaarikombinaation n — 1:std monomorfismista
g, ..., 0. Koska ay # au,, on olemassa y € K, jolla ay(y) # an(y).
Tietysti y # 0. Sijoitetaan (1):een xy.

Aai(zy) + -+ Aoy (zy) =0, eli
Aar(x)ag(y) + -+ Apan(@)an(y) =0 Vo e K.

Toisaalta kertomalla (1) aq(y):114
Aag(z)ag(y) + -+ Apan(x)ar(y) =0 Vo e K.
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Erotuksena saadaan kaikille x € K

Ao (az(@)ar(y) — az(z)az(y)+ - + An(an(z)ar (y) — an(z)an(y)) =0,
eli  Aa(a1(y) — az(y))az+t - + An(a(y) — an(y))om =0
Téssd havida L—lineaarikombinaatio n — 1:st4 monomorfismista o, ja

ainakin yksi kertoimista, nimittdin A, (o1(y) — a,(y)) on y:n valinnan
takia nollasta eroava. Tamé on vastoin n:n méaédritelmas. [
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4.24. Lause (Lineaarialgebraa). Homogeenisella yhtdiloryhmilld

a1y + -+ apx, =0

Am1T1 + -+ Ty = 0
on missd tahansa kunnassa nollasta eroava ratkaisu — (x1,...,x,), kun
n>m.

Todistus. Lause kuuluu lineaarialgebran alkeisiin. Téydellisyyden vuoksi
hahmotellaaan todistus.

On osoitettava, ettd matriisia (a;;) (esim. standardikannassa) vas-
taavan lineaarikuvauksen A : K™ — K" ydin Ker(A) ei ole pelkki
nolla. Lineaarikuvaukselle A pitee isomorfialause:

K"/Ker(A) ~ Im(A) C K™,

joten
n —dim Ker(A) <m,

jonka oletettiin olevan aidosti alle n. Ytimen dimensio ei siis tosiaankaan

ole 0. O

Seuraavassa tarkastelemme Galois'n ryhmén aliryhmié. Lukijaa ke-
hotetaan verestdméén tietojaan #dérellisistd ryhmisté sopivaksi katsomal-
laan tavalla. Joka tapauksessa on hyvi muistaa seuraava periaate, joka
seuraa suoraan ryhmén méiritelmésta:

4.25. Huomautus. Olkoon G ryhmé ja h € G. Silloin
hG ={hglg € G} =G,
silld h:lla kertominen on tietysti jopa bijektio ryhmélta itselleen. Jos

G:{gla"‘vgn}

on &ddrellinen, ja sen alkioiden lukuméira eli G:n kertaluku on #G = n,
niin tdmi merkitsee, etti

hG = {hg1,...,hgn} ={91,..., 90} = G.

ja erityisesti # (hG)=# G.
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4.26. Lause (Artin; Galois’'n p#ilauseen 1. puoli.). Olkoon G
kunnan K automorfismiryhmdn ddrellinen aliryhmd ja olkoon G1 sen
kitntopistekunta. Tdalloin

(K : GT] = #G.
Todistus. Olkoon G = {e = g1,92,..-,9n}, N = #G jam = [K : GT].
Osoitetaan aluksi, ettid n < m. Tehd#dén vastaoletus: n > m. Eri-
tyisesti m < co. On olemassa m—alkioinen kanta G —vektoriavaruudelle
K, olkoon se (z1,...,%,;). Tiémén avulla on mahdollista johtaa sel-
lainen ristiriita Dedekindin lemman kanssa, ettd e = ¢1,92,... ja gn

ovat K —lineaarisesti riippuvia. Pitd4 ilmeisesti 16ytdd nollasta eroava
(A1, ..., An) € K" siten, ettd

Mgr(z) + -+ Apgn(x) =0 Ve K.

Koska miké tahansa x € K voidaan lausua kannassamme

m
v =Y pwj, p;eG,

Jj=1

niin A;j:den valinnalla on nollaksi kaikilla ;; € GT saatava lauseke

)\191(1’) + -+ )\ngn(x) = )‘191(2 :ujxj> +--+ )\ngn(z Hjxj) =
j=1 j=1

= Z Akgr(pjz;) = Z i Aegk(25) =

7,k=1 7,k=1

— Zuj(Algl(xj) + o 4 Angn ().

Onnistumme jopa valitsemaan A—kertoimet siten, ettd
Mg1(z) 4+ + Agn(z;) =0 Vi=0,...,m,

silld lineaarialgebrallisen lauseen 4.24. mukaan on olemassa
A= (A1,...,An) #0 € K" siten, ettd

gi(z)M + -+ gn(z1) Ay =0,

g1(90m)/\1 +e 4+ gn(xm))‘n = 0.
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mitd juuri tarvitaankin.

Todistuksen toisena puolena osoitetaan, ettd myos n > m. Vas-
taoletus on nyt: n < m = [K : GT]. Tilli kertaa on siis olemassa
GT —lineaarisesti riippumattomat

T1y---yTpt1 € K.
Lineaarialgebrallisen lemman 4.24. mukaan on nyt olemassa
Ay ooy Ang1 €K
siten, ettéd jokin niistd eroaa nollasta ja

g1(x)A + -+ g1(Tny1) Ay = 0,

gn(-zl))\l + 4+ gn(xn—i-l))\n—i—l =0.

g; kdy téssé liapi koko ryhmén G. Voimme olettaa, ettéd kertoimet A; on
valittu siten, ettd mahdollisimman moni niistd on nolla. Indeksien
numerointi olkoon tehty siten, ettd aluksi tulevat nollasta eroavat A;:t,
siis

/\17~"7)‘T7£07 ja

Argls- oy Apt1 = 0, jolloin yhtéloryhmé on
(x)  gilw)A 4+ +gilz)A=0€K Vj=1,...,n.

Kuten Dedekindin lemman todistuksessa yritetéién taas tuottaa (x):std
samanlainen kaava, jossa on vihemmén termejid. Sitd varten valitaan
mielivaltainen automorfismi g € G ja operoidaan sillé (x):een

99;(x1)g(A1) + -+ + gg; (@,
() 9i(@1)g(A1) + -+ + g;(ar
Jialkimmaéinen johtop#itos perustuu siihen, ettd huomautuksen 4.25.
mukaan gg; kily lépi koko ryhmén G, kun g; tekee niin. Kaksi alinta rivia
ovat siten sama yhtéloryhméi. Kertomalla (x) g(A1):114 ja (xx) Ap:114 ja

vihentamailld ne toisistaan saadaan ensimmaéiset termit kumoutumaan
ja jas:

gi(x2)(A2g(M1) — g(A2)A1) + -+ + g (7)) (Arg(M1) — g(Ar)A1) = 0,
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joka on kaavan (x) kaltainen yhtéloryhmé, mutta siséltéé vihemmén ter-
meji kussakin yhtélossd. Koska (x):m termien mé#rd on minimaalinen,
on oltava

Aig(A1) —A1g(N)) =0 Vi=2,...,r jokaisella g € G.
Talloin
Aig(A1) = Aig(Ai) , jasiis
AT =g Vi=2,.007
Mutta koska ndin kiy kaikilla g € G, niin tdmé merkitsee, ettd
MNP EGT el
>\i = ()\z>\1_1) /\1 Vi = 2, FRSPRN
——
z; €GT

Yhtdloryhmén (%) ensimméiseen (ts. 7 = 1, muistaen, ettd g; on neut-
raalialkio) yht#loon sijoitettuna tdmé antaa,

acl)\lzl + -+ xr)\lzr =0.

Jaamme puolittain Ai:ll4, joka ei ole 0, ja huomaamme ettd xq,... ja
x, ovat lineaarisesti GT—riippuvat, samoin siis z1, ... ja z,. Néin ei voi
olla, koska ne muodostavat kannan. Todistus on valmis. [

4.27. Lause. Adrellisen kuntalaajennuksen L : K Galois'n ryhmdn
dgdrelliselle aliryhmdlle H C T'(L : K) pdtee:

(H': K] = [L#:;;].
Todistus. LK) LK)
[HT:K]:[L:'HT]: e

4.28. Esimerkki. (a) Muistetaan, ettd C:n R—automorfismien ryhm#
G =T'(C : R) on 2-alkioinen jidseniné#in identtinen kuvaus ja komplek-
sikonjugointi. Tiissé kiintopistekunta GT on R. C on todella 2-ulotteinen
R —vektoriavaruus. '

(b) Olkoon w = 5" ja K = Q(w). Ilmeisesti w® =1 ja

(1) Qw) = {p+qw +rw? + s’ + tw [p, g, 7,5,t € Q}.
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Maariataan I'(Q(w) : Q). Galois'n ryhmé muodostuu kaikista Q(w):n
Q—automorfismeista «. a:n vaikutus rationaalilukuihin tiedetédén. Sen
vaikutus w:aan voidaan péételld siité, etté

a(w) on siis jokin ykkosen viidensistd kompleksisista juurista, jotka ovat
1,w,w?,w? jaw*. Ykkonen itse ei tule kysymykseen, koska o on isomor-
fismina injektio. Jd#d 4 vaihtoehtoa. On helppo todeta, ettd ne kaikki
todella johtavat (Q—automorfismeihin ja siis tédssd #G = 4. Todista-
mamme lauseen mukaan on siis kuntalaajennuksemme aste myos 4, eiké
5, niinkuin kaavaa (1) dkkisiltddn silméileméllé voisi luulla. Asia ndyttad
vielsd pahemmalta, jos huomaa, ettd w on polynomin X° — 1 nollakohta
ja muistelee liséd unohtamiaan lauseita. Iloksemme voimme kuitenkin
todeta, ettd timi X° — 1 ei ole w:n minimaalipolynomi, vaan jaollinen
Q:ssa. Minimaalipolynomi on X* + X2 + X? 4+ X + 1, siis astetta 4,
kuten kuuluu. Kaavan (1) vektorit 1,w,w?, w? ja w* ovat siis nihtavisti
Q—lineaarisesti riippuvia! Totta kai ovatkin; niiden summa on 0.

K—monomorfismit.

4.29. Madritelmd. Olkoon K kuntien L ja M yhteinen alikunta. Kun-
tahomomorfismia

¢: M — L

sanotaan K —monomorfismiksi, jos se on injektio ja jos

o(k)=k VkeK.

4.30. Huomautus. Erityisesti, kun K C M C L ovat toistensa alikuntia,
niin jokaisen K —automorfismin I. — L rajoittuma M:&én on K—mo-
nomorfismi M — L. Onko olemassa muitakin? Riittdvin ehdon niiden
puuttumiselle antaa seuraava lause.

4.31. Lause. Olkoon L : K ddrellinen, normaali kuntalaajennus ja
K C M C L toistensa alikuntia. Silloin jokainen K—monomorfismi
M — L on jonkin K—automorfismin L — L rajoittuma M :ddn.

Todistus. Olkoon
oa: M — L

K —monomorfismi. Se on kuntaisomorfismi
a:M—ao(M) CL.
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Ideana on kiiyttidd hajoituskunnan yksikésitteisyyslausetta 4.9. — iso-
morfismiversionaan — a:n jatkamiseen isomorfismiksi 3 : L — L. Jotta
tdmé onnistuisi, pitéisi L:n olla jonkin M —polynomin hajoituskunta ja
samalla myos sitd isomorfismissa « vastaavan a(M)—polynomin hajoi-
tuskunta. Tillainen polynomi onkin tarjolla, silld olemme olettaneet,
ettd L on K:n dérellinen, normaali laajennus ja sellainen on lauseen 4.13.
mukaan nimen omaan jonkin K—polynomin P hajoituskunta. Koska
K C M, niin P on myts M —polynomi ja L on siis M —polynomin P
hajoituskunta. Isomorfismissa a : M — «(M) P:td vastaa se itse, koska
P:n kertoimet ovat K:n alkioita ja a(k) = k Vk € K. Yksikiisitteisyys-
lauseen ehdot ovat siis voimassa, ja on olemassa isomorfismi 3 : L — L,
eli L:n automorfismi, jonka rajoittuma todellakin on

5|M = Q.

Tdllaista haluttiin. O

4.32. Lause (Konstruktioperiaate). Olkoon kuntalaajennus L:K
dgdrellinen ja normaali. Olkoon P € K[X]| jaoton polynomi ja o ja [
sen nollakohtia L:ssd. Silloin on olemassa L:n K—automorfismi o, jolle

ola) = 0.

Todistus. Koska a:lla ja (:lla on sama minimaalipolynomi P, niin ne
adjungoimalla saadaan K:sta lauseen 2.8. mukaan isomorfiset laajen-
nukset, eli on olemassa isomorfismi

i: K(a)— K(B),

jolle i(a) = (B) ja i|K = idg. Tulkittuna kuvaukseksi K(a) — L ¢

on K —monomorfismi ja sille on siis edellisen lauseen mukaan olemassa
halutunlainen jatko. [

Normaali sulkeuma. Paranormaali laajennus on siitd huono, etté se ei
sisdlld "riittévisti nollakohtia”. Asiaa voi yrittédéd korjata suurentamalla
sité.

4.833. Maidritelmd. Olkoon L : K algebrallinen kuntalaajennus. Sen
normaali sulkeuma on L:n laajennus IV, jolle:

(1) N : K on normaali

(2) LCMCN, jaM: K normaali = M = N.

L:n normaali sulkeuma on siis minimaalinen K:n normaali laajennus,
joka sisdltdda L.
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4.34. Lause. Olkoon L : K ddrellinen kuntalaajennus. On olemassa
isomorfiaa vaille tasan yksi L:n normaali sulkeuma. Se on K:n ddrelli-
nen laajennus.

Todistus. Olemassaolo: Olkoon {zi,...,z,} L:n kanta. Osoitetaan,
etté etsityksi normaaliksi laajennukseksi kelpaa alkioiden x1,...,x, € L
minimaalipolynomien tulon

P=P, ...P;, € K[X] téssd nimen omaan K[X]

hajoituskunta N. Tarkistetaan, ettd tulos on saatu:

(1) K C L C N ovat toistensa alikuntia.

(2) Laajennus N : K on normaali ja #érellinen, koska N on P:n
hajoituskunta my6s, kun P tulkitaan K —polynomiksi (selvisti P
hajoaa siini ja toisaalta jokainen kunta, joka siséltdd K:n ja P:n
nollakohdat siséltda alkiot xq,...,x, ja siis niiden virittdmén
K —vektoriavauuden L.) ja lause 4.13. sanoo, ettd juuri tdmé
takaa kuntalaajennuksen normaaliuden ja #érellisyyden.

(3) N on myos minimaalinen. Olkoon nimittéin

LcMCN,

missd myds M on K:n normaali laajennus. Silloin em. mini-
maalipolynomien P, ,..., P, mnollakohdat zi,...,z, kuuluvat
L:a&n ja siis myos M:44n, joka oletettiin K:n normaaliksi laa-
jennukseksi. Koska minimaalipolynomit ovat K —kertoimisia ja
laajennus M : K on normaali, ne hajoavat M:ssi, ja siis koko P
hajoaa M:ssd. Mutta N on P:n hajoituskunta. Siis M = N.
Yksikiisitteisyys: Olkoot M ja N kumpikin L : K:n normaaleja
sulkeumia. Silloin kumpikin niistéd sisdltdd em. polynomin P hajoitus-
kunnan, olkoot ne Y ja Z. Mutta X ja = ovat edellisen konstruktion
nojalla L : K:n normaaleja sulkeumia, sitdpaitsi saman polynomin ha-
joituskuntina keskenéén isomorfisia ja sisdltdviit L:n. Normaalin sulkeu-
man minimaalisuuden nojalla ne yhtyvit M:d4n ja N:ddn. [

4.35. Esimerkki. Esimerkissd 4.2. médrattiin Galois'n ryhmé
rQ(V2): Q)

joka osoittautui yksialkioiseksi, vaikka kuntalaajennuksen Q(v/2) : Q
aste on 3. Témé laajennus ei toisaalta selviistikéén ole normaali. Nor-
maali sulkeuma saadaan lauseen 4.34. todistuksen mukaisesti Q(+/2):m-
kanta-alkioiden minimaalipolynomeista. Kannaksi kiiy esim. {1, /2, (v/2)2}.
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Kanta-alkioilla on minimaalipolynomit X — 1, P(X) = X3 — 2 ja
R(X) = X3 — 4. Normaali sulkeuma on niiden tulon hajoituskunta,
siis Q(V/2, w(¥/2), wi(¥2)) = Q(V/2, w), missi w = e’ on ykkosen

kompleksinen kuutiojuuri.

4.36. Lemma. Olkoot

KcLCcNcCM

toistensa alikuntia siten, ettd N : K on ddrellisen algebrallisen laajen-
nuksen L : K normaali sulkeuma.
Olkoon lisiksi
a:L — M

K—monomorfismi. Silloin a(L) C N.

Todistus. Olkoon z € L ja P € K[X] sen minimaalipolynomi.

ja siis myos a(x) on P:n nollakohta. Sellaiset kuuluvat kaikki normaaliin
sulkeumaan N. U

4.37. Lause (Normaaliuden karakterisointi). Olkoon L : K ddrel-
linen kuntalaajennus. Seuraavat ovat yhtdpitivid:
(1) L: K on normaali
(2) K:lla on olemassa normaali laajennus N O L, jolla jokainen
K—monomorfismi

a:L — N

on L:n K—automorfismi.
(3) kaikilla K :n normaaleilla laajennuksilla M, joilla M D L, jokai-
nen K—monomorfismi

a:L — M

on L:n K—automorfismi.

Todistus.

(1) = (3). Olkoon L : K normaali laajennus. Lemma 4.36.
sovellettuna tilanteeseen K C L C L C M sanoo, ettd a(L) C L.
Toisaalta o on K —monomorfismina K —lineaarikuvaus &érellisulottei-
selta K —vektoriavaruudelta L itselleen ja sitd paitsi injektio. Se on siis
bijektiokin.
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(3) = (2). Selvd. Huomaa, etté tarvitaan sentééin tietoa, etti
normaali laajennus N D L on olemassa. Sen takaa lause 4.34.
(2) = (1). Olkoon

K CLCN,

kuten (2):ssa vaaditaan, ja olkoon P € K[X] jaoton polynomi, jolla on
nollakohta z € L. Normaalissa laajennuksessa N se hajoaa. Olkoon y €
N sen nollakohta. Konstruktioperiaatteen 4.32. mukaan on olemassa
K —automorfismi o : N — N, jolle o(x) = y. Kohdan (2) mukaan o:n
rajoittuma L:4%n on L:n K —automorfismi. Siisy € L. [

Toinen puolisko Galois’n paslauseesta. ”(K*)T = K”.

4.38. Lause. Olkoon L : K ddrellinen, astetta n oleva separoituva
kuntalaajennus ja N D L  K:n normaali laajennus, esimerkiksi L :
K :n normaali sulkeuma.

Silloin on olemassa tismdlleen n = [L : K| eri K—monomorfismia
L — N.

Todistus. Tehdddn induktio asteen [L : K| suhteen. Tapaus [L: K| =1
on triviaali, onhan identtinen kuvaus ainoa K —monomorfismi K — K.
Induktio-oletamme, etté lause pétee kaikille kuntalaajennuksille, joiden
aste on enintéén n, ja etté [L : K] = n+1. Asteen alentamiseksi valitaan
jokin @« € L\ K. «:n minimaalipolynomi P on jaoton ja oletuksen
mukaan myos separoituva, joten silli on N:ssd asteensa r méird eri
nollakohtia
O = Q1,...,0.

Induktio-oletus tepsii nyt kuntalaajennuksiin K («) C L C N. K(a)—mo-
nomorfismeja L — N on olemassa tasan [L : K («)] kappaletta, eli niiden
lukumaéra s on

L K(a)] = U”éj _ntl

Olkoot ne vaikkapa
©1,92,...,9s: L — N.

Ainakin ndmé ovat hakemiamme K —monomorfismeja, mutta liséiksi voi
olla olemassa sellaisiakin, jotka eiviit ole K («):ssa identtisid kuvauksia.
K:n alkioiden tulee toki kuvautua itselleen, mutta a voi periaatteessa
K —monomorfismissa kuvautua muuksikin kuin itsekseen, nimittdin jok-
sikin muuksi P:n nollakohdista a = aq, ..., «a,. Tillaisia K —mono-
morfismeja voi kullekin «; konstruoida. Konstruktioperiaatteen 4.32.
mukaan on nimittidin olemassa K —automorfismit

01,...,00: N — N,
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joille
oj(a) = aj.
Kuvaukset
wijZO'ngiZL—>N

ovat selvisti eri K —monomorfismeja. Koska niiden lukumééra on rs =
n + 1, riittdé osoittaa, ettd muita ei ole. Témé& onkin suoraviivaista.
Olkoon ¢ K—automorfismi L — N. Silloin ¢ (a) on P:n nollakohta ja
siis jokin a;j. Kuvaus

p=0;"9

on K (a)—monomorfismi L — N ja siis jokin ¢;. Néin ollen
Y = 0;pi,
kuten viitettiinkin. [J

4.39. Lause. Olkoon L : K ddrellinen, separoituva normaali kuntalaa-
jennus. Tdalloin
#I'(L: K)=IL:K].

Todistus. Edellisen lauseen mukaan on olemassa tasan [L : K] kappa-
letta K —monomorfismeja L — L. Lause 4.37. osoittaa, etti ne ovat
automorfismeja. [J

4.40. Lause (Galois’n péilauseen 2. puoli). Olkoon L : K -
rellinen, separoituva mormaali kuntalaajennus. Silloin K on Galois'n
ryhmdin T'(L : K) kiintopistekunta, eli

(K*)T = K.

Todistus. Olkoon Ky Galois'n ryhmén I'(L : K) kiintopistekunta. Sil-
loin
K C Ky. (Lause 4.6.(2))
[L: Ko] =#I'(L: K) (Lause 4.26.)
[L: K] =#0(L: K) (Lause 4.39.)
[L: K]

[KOK]:[LKO]Zl

0

Normaalius ja separoituvuus eivit ole pelkkid teknisid oletuksia,
vaan tarpeellisia, jotta edellinen lause pétisi.
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4.41. Lause (Ehtojen vilttiméttomyys). Olkoon L : K ddrellinen
kuntalaajennus, jolle on voimassa edellisen lauseen johtopddtis:

K=T(L:K)".

Silloin ovat voimassa myds edellisen lauseen oletukset: L : K on nor-
maali ja separoituva.

Todistus. Merkitéén n = #I'(L : K). Tamé& on &direllinen seuraavan
lemman 4.42. mukaan. On siis olemassa ainakin n K —monomorfismia
L — L, nimittdin K —automorfismit. Toisaalta on helppo todeta — ja
todistetaan seuravana lemmana — etté niitd on enintéén n kappaletta, ja
separoitumattomassa tapauksessa aidosti viihemméin. Toisaalta
n = [L : K], silld Lause 4.27. ei edellytid separoituvuutta eikii normaa-
liutta, mutta antaa kuitenkin témén tiedon. Separoitumattomuus on
siis mahdotonta.

Myos normaaliustodistus perustuu samaan lemmaan. Osoitamme,
ettd L : K toteuttaa normaaliuden takaavan lauseen 4.37. ehdon (3).
Olkoon M D L K:n normaali laajennus ja

a:L— M

K—monomorfismi. Galois’'n ryhmén alkiot eli L:n K—automorfismit
ovat myos K —monomorfismeja L — M, ja niitd on n kappaletta. Seu-
raavan lemman mukaan muita ei ole, vaan « on jokin niistd, siis L:n
automorfismi, kuten pitéadkin. O

4.42. Lemma. Olkoot
KcLcM

toistensa alikuntia, M : K ddarellinen ja [L : K| = n.
Tdlloin on olemassa korkeintaan n K—monomorfismia L — M.
Jos L : K ei ole separoituva, niin niitd on ardosti véhemmdn.

Todistus. Késitellddn ensin tapaus, jossa M on K:n normaali laajennus.
T&lloin voimme nimittéin jéljitelld lauseen 4.38. todistusta. Separoitu-
vuudesta luopuminen aiheuttaa vain sen, ettd haettujen K —monomorfis-
mien méird kasvaa kussakin induktioaskelessa korkeintaan m—kertaiseksi,
missd m on alkion o minimaalipolynomin eri nollakohtien lukumé#&ra
sen hajoituskunnassa ja siis enintéin, mutta ei vilttamétta tasan sen
aste. Jos L : K ei ole separoituva, niin jollakin o € L\ K niitd on
aidosti viihemmaén.

Yleinen tapaus palautuu jo kisiteltyyn huomaamalla, ettd M voi-
daan korvata normaalilla sulkeumallaan N, koska sekin on OY-lauseen
4.34. mukaan #irellinen ja koska jokainen K —monomorfismi L — M
sitd suuremmalla syylld on K —monomorfismi L — N. [
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Galois’n piilause.

4.43. Lause (Galois’n p##-). Olkoon kuntalaajennus L : K ddrelli-
nen, separoituva ja normaali. Merkitddn

G=K"=T(L:K)

n=[L: K]

G ={H|H on G:n aliryhmd }

F={M|K C M C L ovat toistensa alikuntia }

Seuraavat vditteet ovat tosia:

(1) #G=n
(2) Kuvaukset x : F — G ja T G — F ovat toistensa kddinteiskuva-
uksia.

(3) VM € F:

[L:M]=#M"

#G
M: K| =
k)=

(4) Kunta M € F on K:n normaali lagjennus aina ja vain, kun M*
on G:n normaali aliryhmd.
(5) Kun kunta M € F on K:n normaali laajennus, niin Galois'n

ryhmd T'(M : K) ja tekijiryhmd ]\5* = 11:((23]\12)) ovat isomorfiset.

Todistus.

(1) on lause 4.39.

(2) seuraa kaikesta ti#hénastisesta yhdistelemlld nédin: Olkoon en-
sin M € F. Lauseen 4.40. mukaan

M= M,

kunhan L : M on &érellinen, normaali ja separoituva. N&mé& asiat
olemme olettaneet laajennuksesta L : K, mutta direllisyys ja lauseen
4.21 mukaan myos separoituvuus periytyvit L : M:lle, joka on normaa-
liuden ensimmadisen karakterisoinnin 4.13. mukaan my6s normaali, on-
han L jonkin K —polynomin ja siis myos M —polynomin hajoituskunta.

Olkoon sitten H € G. Ainakin H ¢ H'*, tama helppo puolihan sel-
vitettiin lauseessa 4.6. Liséiksi voimme soveltaa edellisté tulosta kuntaan
HT, jolloin saamme

HY*T = HT.
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Artinin lauseen 4.26. mukaan siis
#H=[L:H'|=[L: H*"| = #H"™,
Siinépé se!
(3) seuraa — kuten (1) — siitd, ettd myos [L : M] on &direllinen,
separoituva ja normaali. Lauseen 4.39. mukaan nimittdin talloin

#I'(L: M) =[L:M],

kuten viitetdinkin. Viitteen jalkimmé&inen yht#lo merkitsee tdmén huo-
mioiden, etti

[M : K|[L: M] = #G,
joka on viite (1). Huomaa muuten, ettd kun M* on G:n normaali ali-
ryhmé, niin
#G G
#M M
(4) ja (5) edellyttéviit vield pientd lemmaa:

) = M™:n indeksi G:n suhteen.

4.44. Lemma. Olkoon L : K ddrellinen, separoituva ja normaali kun-
talaajennus ja

KcMcCL
toistensa alikuntia sekd ¢ € I'(L : K) = K*. Pitee

(p(M))* = oM*p~".

Todistus. TAmé4 seuraa suoraan mairitelmisti. L:n automorfismi o kuu-
luu joukkoon @M *p~1 tismiilleen silloin, kun

IBeM s a=gfp,
eli o lap=p3¢e M,
eli ¢ lap(x)=z Vre M.
Toisaalta myos ehto a € (p(M))* merkitsee, etté
ap(z) = p(z) Vre M,
eli ¢ lap(x)=x Vre M.
U

Pidlauseen todistuksen loppuosa. Muistetaan viitteet:
(4) Kunta M € F on K:m normaali laajennus aina ja vain, kun M*
on G:n normaali aliryhma.
(5) Kun niin kidy, niin Galois'n ryhmé I'(M : K) ja tekijaryhmé 17
ovat isomorfiset.
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Todistaaksemme kohdan (4) oletamme aluksi, ettd M : K on nor-
maali laajennus. On osoitettava, etti M*p~! = M* kaikille ¢ € G.
Olkoon siis ¢ L:n K—automorfismi. Edellisen lemman mukaan

eM* o™t = (o(M))*,
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joten riittdd todistaa, ettd (M) = M. Taméi taas on normaaliuden
karakterisoinnin 4.37.(3) mukaan selvéé, onhan rajoittuma

K —monomorfismi.

Toisen puolen todistamiseksi oletetaan, ettd M* on normaali aliryh-
mé Galois'n ryhméssid G = T'(L : K). Kéytetddn nyt karakterisointia
4.37.(2) kuntalaajennuksen M : K normaaliuden testaamiseen. Otetaan
siis K —monomorfismi ¢ : M — L. Koska L : K on oletuksen mukaan
dédrellinen ja normaali, niin lause 4.31. takaa, ettd o on jonkin K—au-
tomorfismin 7 : L — L rajoittuma. M™* on normaali aliryhmé, joten
edellisen lemman nojalla

(r(M))* =7M*r~1 = M*,

mistd kohdan (2) nojalla seuraa 7M = M, eli oM = M.

Lopuksi todistetaan kohta (5). Olkoon todella M* normaali ali-
ryhmé, jolloin on ainakin olemassa tekijaryhmé Mi Ryhdytédén sitten
tarkastelemaan viitetyn isomorfian toista osapuolta, joka on Galois'n
ryhméd I'(M : K). Keksitddn aluksi homomorfismi

h:G—T(M:K): i dIve

Témé on todella kuvaus asianomaisten joukkojen vililld, silld L : K on
normaali ja 90|M siis jdlleen karakterisoinnin 4.37. mukaan M:n auto-

morfismi. Ryhm#dhomomorfisuus on ilmeinen asia. Ryhmien homomor-
fismilauseen mukaan h:n kuvaryhmi h(G) ja %(h) ovat isomorfiset.

Riitta4 siis osoittaa, ettd h on surjektio ja huomata, ettd ydin on M™.
Lause 4.31. varmistaa surjektiivisuuden ja viimeistelee todistuksen. [

Malliesimerkki.

4.45. Esimerkki. Olkoon
P(X)=X*-2¢cQ[X].

Merkitéin w = V2 > 0.
(1) Madrataan P hajoituskunta: Juuret C:ssd ovat fw ja tiw:

P(X)=(X—-w)(X+w)(X —iw)(X +iw).

Hajoituskunnaksi kelpaa siis K = Q(w,7). Lauseiden 4.13. ja 4.19.
mukaan kuntalaajennus K : Q on #érellinen, normaali ja separoituva.
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(2) Madratiadan aste

[K: Q] =[Q(w,7) : Q(w)][Q(w) : QJ.

i:n minimaalipolynomi on X?+1 € Q(w)[X]. w:n minimaalipolynomi on
alkuperdinen P(X) € Q[X], silld P on todella Q:ssa jaoton. (Kéytd Ei-
sensteinin ehtoa tai muodosta parittain tuloja P:n 1. asteen tekijoisté.)
Etsitty aste on siis 8.

(3) Médridtédn Galois’'n ryhmé I'[K : Q). K:n Q—automorfismeissa
voivat em. polynomin P juuret kuvautua vain permutoitumalla toisik-
seen, erityisesti

(1) 4 kuva on =i.

(2) w:n kuva on +w tai +iw.
Kokeilemalla huomaa, ettd ndmi kaikki 8 mahdollisuutta tulevat ky-
symykseen. Galois'n ryhmén laskutoimitukset voi taulukoida kahdeksi
8 x 8—talukoksi. Vahemmiilld pidsee, kun huomaa, ettd muut kuvaukset
saadaan tuloina kahdesta ”generaattorista” « ja (3, joille

a(i) =1, aw)=1iw
B(i) = —i, Plw) =w.
INK:Q)={l,a,0?% a3, a8, a*3, a3}
Laskutoimitusten luettelemisen sijasta voi ryhmén esittisd mukavasti an-

tamalla generaattorit ja niiden viliset relaatiot. (Niistd lisdd seu-
raavassa luvussa.)

DK :Q) = {a,8: 0 = B2 = 1,80 = a®B).

(4) T'(K : Q)m aliryhmét on mahdollista 16yté#é kokeilemalla. Ne
ovat:

G =I'(K:Q),

S ={1,a,a?, a’},

T ={1,0%,8,0%3},
U ={1,0% a8,a*s},

A={1,0%},

B ={1, 8},

C ={1,ap},

D ={1,a?s},
E ={1,0’p} ja

1 ={1}.
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Niiden inkluusiot ovat:

U
C FE

~
~ s U Q

Téstéa seuraa, ettéi Galois’n péilauseen mukaan vastaaville kiintopiste-
kunnille péateviit kidnteiset inkluusiot:
K=1I!
Dt Bt At ¢t ET
Tt St Ut
Q=a".

(5) Masratasn kiintopistekunnat. Tyotéd helpottaa, ettd tiedimme
niiden asteet. Q:n suhteen asteen 2 vilikunnat Q(i), Q(v/2) ja Q(iv/2)
ovat ST, TTja Ut — tiissi jirjestyksessi, kuten voi helposti todeta.
Huomaa: Q:n suhteen asteen 2 vélikunnalle M on [K : M] = 4, ja edelld
esiintyivit 4-alkioiset aliryhmiit.

Loput 5 villikuntaa ovat astetta 4. Midrétiin esimerkiksi CT. Se
ei ole aivan triviaalia. C'= {1, @f}. On siis loydettéivi ne K:m alkiot

T =a+bw+ cw? 4+ dw? + ei + fiw + giw? + hiw®, a,...,h e Q,
joille af(z) = z. Soveltamalla a:aa ja (:aa saadaan
af(z) = a+ fw — cw?® — hw® — ei + biw + giw? — diw?,

mistd saadaan 8 yhtaloa:

a = a,
b= 1,
c=—c,
d= —h,
e = —e,
= b,
g=g Ja
h=—d



Siis kertoimet a,...,h € Q ovat mielivaltaisia, paitsi ettd: ¢ = 0,e =
0,f=bjah=—d.

Ct={z=a+b(+i)w+ giw’+d1—i)w?|a,b,g,d e Q}.

Tiistd aste 4 ndkyy. CT:n lauseke kuntalaajennuksena sievenee vieli:
Koska (1 +4)%? = 2i ja (1+4)3 = —2(1 — 4), niin

Ct=Q((1 +i)w).

Vastaavalla tavalla voi todeta, ettd

Al = Q(,v2),
Bl = Q(w),

D' = Q(iw) ja
E'=Q((1 - i)w).

(6) Tarkastetaan vastaavatko normaalit aliryhmét ja vilikunnat toi-
siaan. Normaaleja aliryhmié ovat G, S,T,U, A ja I. Niiden kiintopiste-
kunnat osoittautuvat sopivien polynomien P(X) hajoituskunniksi:

Gl :PX)=X

St P(X)=X%2+1

T : P(X)=X?-2
Ul P(X)=X%2+2
AT P(X)=X*-X%2-2
I':P(X)=X*-2

ja ovat siis Q:n normaaleja laajennuksia. Muut eiviit saa sitd ollakaan,
vaan kullekin on olemassa polynomi Q(X), jolla on vain osa nollakoh-
distaan ao. laajennuksessa: Lukija tdydentdkoon taulukon.

(X) = X"~
(X) =
(X) =
(X) =

O O

Dt

O O
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(7) Testataan lopuksi Galois'n péilauseen viimeistd viitettd nor-
maaliin aliryhméisin A. Pitéisi todeta isomorfisiksi ryhmét T'(AT : Q) ja
%. Tekijaryhmé on ainakin 4-alkioinen

<Oé,62044252 = 17505:@367052 = 1>
— (0,81 0% = B = 1, fa = af})
= (Z2,+) x (Z2,+).

Sama pitiisi saada laskemalla T'(A : Q) suoraan. Koska AT = Q(iv/2),

niin sen Q—automorfismit saadaan valitsemalla i:n kuvaksi +i ja v/2:n

kuvaksi /2, misti saadaan 4 alkiota Galois'n ryhmiisin. Tissi o =

3% =1 ja aff = fa, joten ryhméi on

(ZQ, —|—) X (ZQ, —|—)
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5. RYHMATERAPIAA

Galois'n padlauseen mielenkiinto perustuu pitkilti sen sovelluksiin,
joissa yleensi saadaan tietoa vilikunnista ldhtemélld Galois’n ryhméé
koskevista tiedoista. Tétd varten tarvitaan tuntumaa ryhmiin, erityisesti
permutaatioryhmiin ja niiden normaaleihin aliryhmiin. Vapaita ja #&-
rellisesti generoituja ryhmié koskevia tarkasteluja ei tarvita monisteen
loppuosan ymmaértiamiseksi, mutta muita tdmén luvun kohtia tarvitaan.

Generaattorit ja kommutaattorit.

5.1. Midritelmd. Olkoon G ryhmé. Laskutoimitusta merkitsemme mul-
tiplikatiivisesti, ykkosta e:lld, aliryhméné olemista merkilld €, normaa-
lina aliryhméné olemista <.

(1) Joukko J C G generoi aliryhmén M C G, mikéli

M= () L

JCLeG

eli M on pienin joukon J siséltéivid aliryhmé. Kun J # (), niin
M muodostuu kaikista joukon J alkioiden ja niiden ki#nteisten
adrellisistd tuloista.

(2) aliryhmén M generoiva joukko J on minimaalinen, jos mikéiéin
sen aito osajoukko ei generoi M :44.

5.2. Esimerkki. (1) Additiivisen ryhmén Z generoi mm. jokainen seu-
raavista joukoista:

Z,N,{1},{-1}.

Néistd {1} ja {—1} ovat minimaalisia.
(2) ryhmén G alkioiden z ja y kommutaattori on

myw‘ly_l.

G:n kommutaattorialiryhmd on kaikkien kommutaattorien generoima
aliryhmé G’. G on kommutatiivinen, eli abelin ryhméi aina ja vain kun
kommutaattorialiryhmé G’ on pelkki {e}.

5.3. Lause. Jokainen kommutaattorialiryhmdadi G’ laajempi aliryhmi
H & G on normaali. Erityisesti G' itse on normaali.

Todistus. Olkoon h € H ja x € (. Silloin

zhx ' =zhz 'h *‘he G'Hc H O
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5.4. Lause. Tekijdaryhmd % on kommutatitvinen aina ja vain, kun

normaali aliryhmd H < G sisdltid kommutaattorialiryhmdn G'.

Todistus. Olkoot
X=xH ja Y =yH.

tekijaryhmén % alkioita. Silloin XY X~'Y ! on sen alkio xyx~1y~'H.

Se on %:n neutraalialkio H aina ja vain, kun zyz~ly~! € H. % on siis
kommutatiivinen aina ja vain, kun H siséltdd kaikki kommutaattorit ja

siis koko G":n. [
Symmetriset ryhmiéit.

5.5. Madritelmd. Symmetrinen ryhmd S, muodostuu kaikista n—al-
kioisen joukon E,, = {1,2,...,n} permutaatioista. Vakiintuneen tavan
mukaisesti merkitsemme permutaatiota, joka kuvaa kunkin luvun j € E,

luvuksi n; symbolilla
< 1 2 ... n )
T =
ny no ... Ny,

(ST % S ¥
T = s
N, Mgy - ni,,

missd ¢ on mielivaltainen FE,:n permutaatio. Laskutoimituksena on
kuvausten yhdistdminen. Permutaatioita yhdistettdessd on oppikir-
joissa usein tapana merkitd ensiksi sovellettava permutaatio va-
semmalle. Me kiytdmme kuitenkin kuvausten yhdistdmisessi
tavanomaista jérjestyskonventiota ja laskemme siis esimerkiksi:

1 2 3 1 2 3\ (1 2 3
2 1 3 1 3 2) \2 3 1)°

Symmetrisen ryhmén aliryhmid sanotaan permutaatioryhmiksi.

eli

On hyvda huomata, ettd S, :n méaédritelméssi olennaista on vain jou-
kon E,, mahtavuus, ei sen alkioiden nimet. Symmetristen ryhmien mer-
kitys perustuu paljolti siihen, ettd kaikki ryhmét ovat permutaatioryh-
mien kanssa isomorfisia:

5.6. Lause (Cayley). 2 Jokainen ddrellinen ryhmd G = {a1,...,a,}
on isomorfinen jonkin permutaatioryhmdn M € S, kanssa.

OMyos ddrettomin joukon E permutaatiot eli bijektiot itselleen muodosta-

vat ryhmin, symmetrisen ryhmdn Sg. Cayleyn lause todistuksineen pétee téssikin.
Asiasta lisdé luvuissa 7 ja 8.
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Todistus. Isomorfismiksi kelpaa kuvaus, joka alkioon a € G liittéda
n—alkioisen joukon G permutaation

Sq T — ax,
ns. vasemman siirron alkiolla a. 0O

Mddritelmd. Transpositio eli vaihto on permutaatio, joka kuvaa kaksi
E,:n eri alkiota toisikseen ja muut itselleen. Merkintoja:

”JZTJ‘J:(”J):(]’”:(1 U ST A n)
5.7. Lause.
) Sn:ssi on n! alkiota.

Sy, 288 on 3n(n — 1) transpositiota.

(1

(2)

(3) Transpositiot generoivat ryhmdn S,.

(4) Transpositiot (1,2),(2,3),... ja (n — 1,n) ovat minimaalinen
ryhmdn S,, generoiva joukko.

(5) Jokainen transpositio (i,7), i < j, voidaan lausua tulona

(G7)=(i+1)...0-27-D0G -1 —-27—-1)...(;,i+ 1).

(6) Transpositio (1,2) ja kiertivi permutaatio

1 2 ... n—1 n
2 3 ... n 1
ovat minimaalinen ryhmdn S, generoiva joukko.

Todistus. Induktio. O

Huomaa, ettd permutaation esitys transpositioiden tulona ei ole yk-
sikéisitteinen. Esimerkiksi Ej4:ssé

(1,2) = (3,4)(2,1)(3,4).
Kuitenkin esiintyvien transpositioiden lukumééri on modulo 2 riip-
pumaton niiden valinnasta. Tamén perustelemme:
5.8. Midritelmd. Permutaation g € S,, merkki on
€3 = (_1)Vﬁ=
missé
vg = ##{(i,J) € En x By |1 < j ja B(4) < B(i)}
on jdarjestyskddntojen eli inversioiden lukuméird permutaatiossa 3. Sa-

nomme, ettd [§ on parillinen, jos sen merkki on 1 ja pariton, jos sen
merkki on —1.
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5.9. Lause.

(1) Kahden permutaation tulon merkki on niiden merkkien tulo.
Merkkikuvaus € on sits ryhmdhomomorfismi Sy, :ltd multiplika-
tiwviselle ryhmdlle {1, —1}.

(2) Transpositio on pariton.

(3) Parillinen permutaatio voidaan esittid tulona vain parillisen mo-
nesta transpositiosta, pariton vain parittoman monesta.

Todistus. (1) Koska 3 on bijektio joukolta {1,...,n} itselleen, niin tulo

P I 2000

1<i<y<n

on *£1, silld merkkid vaille sekéd osoittaja ettd nimittaja kiyvat lapi ker-
taalleen kaikki erotukset ¢ — 7, missd ¢ < j. Toisaalta tulon tekij&i
%ﬁa(]) on positiivinen tai negatiivinen sen mukaan, vaihtaako ( i:n
ja j:n keskindisen jérjestyksen vai ei. Siksi koko tulon merkkikin on
sama kuin permutaation 3 merkki ja ylldttien

Pg = eg.

Tésta viite seuraakin, silld jos o on toinen E,,:n permutaatio, niin

p= I A=t

1<i<j<n

1<o(i)<o(j)<n
= PBP07

koska o on bijektio.
(2) Viite on triviaali, kun transpositio 7 vaihtaa kaksi perékkiista
lukua. Toisaalta lause 5.7. (5) kertoo, etté jokainen permutaatio voidaan

lausua parittoman monen ( 2(i — j) — 1 kpl.) téllaisen tulona.
(3) Seuraa edellisisté kohdista. [

Kiertohajoitelma. Hajoitimme edelld mielivaltaisen permutaation tu-
loksi transpositioista. Toinen hyodyllinen hajoitelma on permutaation
esittdminen tulona erillisisté syklisistd permutaatioista eli kierroista.
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5.10. Maddritelmd. Permutaatio 8 € S,, on syklinen permutaatio, tar-
kemmin sanoen k—kierto, jos se permutoi syklisesti k£ kpl. luvuista

1,...,n ja kuvaa muut n — k kpl. itselleen. Merkintojas:
. . . 11ty ... k-1 Ik kg1l ... O
B = (i1,02, .- ip—1,0) = | . . . . . )
2 13 ... 1k 1 k41 .. in

Huomaa, ettd erityisesti transpositiot ovat kiertoja ja ettd niille
kiayttamdmme merkintédtapa on tdmin standardin mukainen. Kannat-
taa varoa algebran kirjoja lukiessaan sitd mahdollisuutta, etté mielival-
taista permutaatiota saatetaan merkitd kirjoittamalla ndkyviin meidén
médritelmémme 5.5. kaksirivisen matriisin alempi rivi. Esimerkiksi per-

mutaatio
1 2 3
3 1 2

on eri asia kuin kierto (3,1,2), joka on permutaatio

(3,1,2) = (2,3,1) = (1,2,3) = (; ?) ?)

5.11. Lause. k—kierto 8 voidaan lausua transpositioiden tulona esi-
merkiksi seuraavasti

B = (i1, 02, ig—1,0k) = (i1,12)(i2,73) - - - (ik—1, %)
Tastd nikyy, ettd sen merkki on (—1)*~1. Erityisesti jokainen 3—kierto
B on parillinen permutaatio.

Todistus. Helppo [

5.12. Lause. M:ikd tahansa permutaatio B € S,, paitsi identtinen ku-
vaus voidaan esittdd tulona erillisisté ei identtisistd kierroista — siis sel-
laisista, jotka permutoivat eri lukuja. Tdmd esitys on jdrjestystd vaille
yksikdsitteinen ja jarjestyksen saa valita vapaasti.

Todistus. Perustelemme ensin esityksen olemassaolon. Olkoon § € §,,.
Tehtévind on jakaa joukko E,, = {1,2,...,n} luokkiin, eli erillisiin os-
ajoukkoihin, joita kutakin ( permutoi syklisesti. Tamén luokkajaon
antaa sopiva ekvivalenssirelaatio, nimittéin transitiivisuusekvivalenssi:

a~rb < a=p"(b) jollekin m € Z.

Téama on selviistikin ekvivalenssirelaatio joukossa FE,: refleksiivinen,
symmetrinen ja transitiivinen.
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Merkitddn luvun a luokkaa, sen transitiivisuusluokkaa

[a]={...87 a,a,Ba, B?a,...}.

Nytpdhén [a] on &irellisen joukon F, osajoukkona itsekin dérellinen.
Olkoon siiné j alkiota: j = #a]. Itse asiassa luokan [a] alkiot ovat
tdsmélleen

a”/@a7/62a"" ja ﬁ]_l(a‘>7

silla
{a,Ba, Fa,...,Fa} C[a] =
= #{a,0a,0%,...,a} < #la] = j,
joten on olemassa luvut 0 < p < v < j siten, etté
gt =p,

jolloin
g" Fa = a.

On néin ollen olemassa nollasta eroava luonnollinen luku £, jolla
Bka = a.
Olkoon k pienin téllainen. Nyt

[a] = {a, Ba, Ba,. .., ﬁkfla},

missé kaikki alkiot eroavat toisistaan. Erityisesti k = j.
Permutaation 3 rajoittuma luokkaan [a] on selviisti kierto

sq = (a, Ba, Ba,..., 3 1a).

Koska transitiivisuusluokat ovat erillisid ja niiden yhdiste on koko FE,,,
niin § on tulo niin saatavista kierroista. Mahdolliset yksialkioiset transi-
tiivisuusluokat tuottavat identtisen kierron, joka tarpeettomana jétetdian
pois tulosta.

Osoitetaan kehitelmin yksikisitteisyys. Olkoon

ﬁ281$2...81,

hajoitelma erillisten kiertojen tuloksi. 3:n useampialkioiset transitiivi-
suusluokat ovat s;:den transitiivisuusluokat, koska ne on oletettu erilli-
siksi. B:n rajoittumat néihin ovat kierrot s;. [
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5.15. Esimerkki.

1 2 3 45 6 7 8

(7 4 8 3 1 6 2 5)_(177727473,8,5).
1 23 4567289
(7 4 6 1 3 9 2 8 5)—(1,7,2,4)(3,6,9,5),
1 23 456 789
(8 5 2 71 6 9 3 4)—(1,8,3,2,5)(4,7,9).

Sykliset ryhmiét.

5.14. Midritelmd. ryhmé G on syklinen, mikili on olemassa a € G, s.e.
{a} generoi G:n. Tillsin

G={d"|n€Z}.

Sanomme, ettd a on G:n wvirittdjia. Syklinen ryhmé on aina kommutatii-
vinen eli abelin ryhmé. Se voi olla direton tai dérellinen:

5.15. Lause. Adreton syklinen ryhmd on isomorfinen kokonaisluku-
jen additiivisen ryhmdin (Z,+) kanssa. m—alkioinen syklinen ryhmd on
isomorfinen additiivisen ryhmdn (Zp,,+) kanssa.

Todistus. Jos jokainen a™ on eri alkio, niin isomorfismi on kuvaus a* —
k € Z. Muuten se on

a*—keZy,
missi m = min{n € {1,2,...}|a" =e}. O

Itse asiassa tietenkin mink# tahansa ryhmén G miki tahansa alkio
a € G generoi kommutatiivisen aliryhmén

{a"|neZ}eG

Sitd sanotaan a:n generoimaksi G:n sykliseksi aliryhméksi ja sen kerta-
lukua eli alkioiden lukumaéairai, ddrellisessd tapauksessa

min{n € N|a" = e},
sanotaan alkion a € G kertaluvuksi.

5.16. Lause. Ryhmd G, jonka kertaluku on alkuluku, on syklinen ja
sits kommutatiivinen.

Todistus. Jos G on pelkkii {e}, on asia selvi. Muuten G:lld on e:std
eroava alkio a. Sen virittdmé syklinen aliryhm& on kommutatiivinen,
mutta yhtyy koko G:hen, koska sen kertaluku jakaa G:n kertaluvun,
joka on kuitenkin oletettu jaottomaksi. [
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Alternoivat ryhmiit.

5.17. Madritelmd. Totesimme edelld, ettd kuvaus € on ryhméhomomor-
fismi S, :1td multiplikatiiviselle ryhmille {1, —1}. Sen ydin muodostuu
kaikista parillisista permutaatioista ja on symmetrisen ryhmén normaali
aliryhmaé, alternoiva ryhmd A,,. Selvisti #.A4,, = %n!

5.18. Lause. Alternoiva ryhmda A, (n > 2) operoi transitiivisesti jou-
kossa E,, toisin sanoen kaikille a ja b € E, on olemassa parillinen
permutaatio B € A, jolle

b= [((a).
Todistus. Olkoon ¢ € E,, \ {a,b}. Valitse 8 = (a,c)(c,b). O

5.19. Lause. Alternoivan ryhmdn A, (n > 2) virittdvit 3—kierrot

(1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n).

Todistus. Olkoon p € A,. p voidaan esittid tulona parillisen monesta
transpositioista

P = t1t2t3t4 .. .tQm
= 11(1,2)(1,2)tats(1,2) ... (1,2)tom.

Viite on siis todistettu, mikili jokainen muotoa ¢(1,2) tai muotoa
(1,2)t oleva permutaatio on esitettivissd #érellisend tulona viitteen
3—kierroista ja niiden kéénteisistd. Niin onkin. Olkoon i, j € E,\{1,2}.

id
(1
=(1,i,2) = (1,2,i) "
(1,2,5)(1,2,2)(1,2,5)
= sama kuin edellinen

Muita ei ole. O

Alternoivien ryhmien normaaleilla aliryhmilld — oikeastaan niiden
puutteella — tulee olemaan ratkaiseva osa todistettaessa, ettd yleisen
polynomin juuria ei voi ”1oytéda algebrallisesti”.
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Asrellisesti generoidut ryhmiit.

5.20. Mdidritelmd. ryhmé G on ddrellisesti generoitu , jos silld on dérel-
linen generoiva joukko. Esimerkiksi sykliset ryhmiit ja dérelliset ryhmét
ovat #drellisesti generoituja.

5.21. Lause.

(1) Adrellisesti generoitu ryhmd on enintddin numeroituva.

(2) Adrellisesti generoidun ryhmdn homomorfinen kuva on ddrelli-
sesti generoitu.

(3) Jokainen ddrellinen generoiva joukko sisdltid minimaalisen ge-
neroivan joukon, joka sekin on ddrellinen.

Todistus.

(1) Se muodostuu generoivien alkioiden ja niiden kéénteisten #érel-
lisista tuloista.

(2) Sen generoivat generaattorien kuvat.

(3) Jata turhat pois! O

Vapaat ryhmit.

5.22.  Maddritelmd. Olkoon I joukko ja J = I\J(I x {-1}). Sa-
nomme [:td aakkostoksi ja sen alkioita kirjaimiksi. Kirjaimet a € I
jab=a"t € (I x {—1}) ovat toistensa vastineet. Muodostetaan I:n vi-
rittdmd vapaa ryhmd G seuraavasti: Joukko G muodostuu niisté #érelli-
sen monen kirjaimen jirjestetyisté jonoista (aq,...,a,), joissa ei esiinny
peridkkiisind kirjaimina toistensa vastineita. N&itd jonoja sanotaan sie-
vennetyisi sanoiksi. Erityisesti tyhjd sana, jossa ei ole yhtédn kirjainta,
on sievennetty sana. Laskutoimituksena (:ssé on sievennettyjen sanojen
asettaminen perdkkiin ja sen jélkeen sieventdminen:

(al,...,an)o(bl,...,bm)

muodostetaan siis jonosta

(al,...,an,bl,...,bm),

poistamalla kirjaimet a, ja b;, mikili ne sattuvat olemaan toistensa
vastineita, tdmén jilkeen poistamalla tarvittaessa a,,_1 ja bs jne. kunnes
jéé sievennetty sana.

5.23. Lause. Vapaa ryhmd on ryhmd.
Todistus. Laskemalla voi osoittaa, ettd méiritteleméimme o on assosia-

tiivinen laskutoimitus. Neutraalialkiona toimii tyhjid sana. Sievennetyn
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ae 5o . . / / : 5 / .
sanan (ag,...,ax) kidnteisalkio on sana (ay,...,a}), missi a’ on a;n
vastine.

Merkintoja voi hieman yksinkertaistaa jattaméilld turhat sulkeet
pois.

(a)

(a1,...,a;) =as,...,a,

(o) t=a"".

a,

Tarvittaessa voidaan G:n alkioita merkitd myos sieventdmittoming sa-
noina, kunhan muistetaan samaistaa sanat, joista sieventdmaélld tulee
sama.

5.24. Lause.
(1) Aakkosto generoi vapaan ryhmdnsa.
(2) Vapaa ryhmd G mdédriytyy isomorfiaa vaille yksikdsitteisesti aak-
kostonsa mahtavuudesta.
(3) Erityisesti vastinaakkostot I ja I x {—1} generoivat isomorfiset
ryhmdt.

Todistus. Selva. [

5.25. Lause. Jokainen ryhmd on isomorfinen jonkin vapaan ryhmdn
tekiyjdaryhmdan kanssa.

Todistus. Olkoon I ryhmén G generoiva joukko. Sellainen on olemassa,
kelpaahan esim. koko GG. Osoitetaan, ettd G on I:n generoiman vapaan
ryhmén T’ tekijiryhmé(n kanssa isomorfinen). Riittdd loytéd surjektii-
vinen homomorfismi

h:T — G.
Sellainen on tarjolla: kuvataan
a=(ay,...,an)—ay...ay €G.
Homomorfisuus ja surjektiivisuus ovat ilmeisid. Viite seuraa heti: G ~

T
Ker h° O

Edellinen lause sellaisenaan ei vield paljoa sano, riippuuhan esitys
joukon I valinnasta eiké h:n ytimestéikédn ole vield sanottu mitidén. Sa-
notaan:

5.26. Huomautus (ryhmdn virittiji-relaatioesitys).
Edellisen lauseen tilanteessa homomorfismin h ydin on

N =Ker h
={a=da"...al" €T |ay,...,a, € (CG),a}" ...a" =e € G}.
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Ytimen alkioita af* ...ak" (= e) sanotaan generaattoreiden ap € I vi-
lisiksi relaatiotksi. Selvisti G médrdytyy generaattoreistaan ja néiden
vilisistd relaatioista, mutta niitd voi olla ja yleensd on kovin paljon.
Tilannetta voi yrittdsd yksinkertaistaa. Tamé& onnistuu, kun huomaa,
ettd N on I':n aliryhmé4, jonka tuntemiseksi riittd& tuntea sen generoiva
joukko, ryhmdn G mddrittelevien relaatioiden joukko (generoivan joukon
I suhteen). Generoiva joukko I ja méérittelevit relaatiot madraiviit ali-
ryhmén N € I ja siis ryhmén G = % tédysin.

GG muodostuu aakkoston I kirjainten ja niiden muodollisten k&i#n-
teisten jonoista, eli sanoista, jotka sievennetédén poistamalla alkio-vasta-
alkioparit, jolloin saadaan vapaa ryhmé, ja jatkamalla sieventelyé pois-
tamalla myos kaikki sanassa mahdollisesti esiintyvit méérittelevit relaa-
tiot. TAmé& ryhmin G esittdmistapa saattaa olla melko yksinkertainen,
kun maéaérittelevid relaatioita on kohtuullisen vihén. Edes dérellisesti
generoidun ryhmén tapauksessa ei kuitenkaan tarvittavien relaatioiden
joukko ole aina #érellinen. Adirellisen monen relaation tapauksessakaan
ei sieventely yleensi ole mikéiédn helppo rutiinitehtévi.

Olemme todenneet, etti miké tahansa ryhmé voidaan lausua ge-
neraattoreiden ja relaatioiden avulla. Toisaalta mikéd tahansa joukko I
kelpaa vapaan ryhméin generaattoreiksi ja miké tahansa joukko R vapaan
ryhmén G alkioita médréé jonkin tekijiryhmén sen relaatioina. (Ne sa-
maistetaan siis neutraalialkioon.) Tamé& tekijiryhmé on % , missd N
on suppein G:n normaali aliryhmé, joka siséltdd joukon R. (Suppein on
olemassa, nimittéiin kaikkien leikkaus.)

Jos néin esitetyn ryhmén mééritteleviin relaatioihin lisdtédén uusi
relaatio, niin saatava uusi ryhmé on aikaisemman tekijaryhmé&. Tamé
jarkeenkdypé lause (von Dyck) todistetaan periaatteessa samalla tavalla
kuin edelld ollut erikoistapaus, mielivaltaisen ryhmén esittdminen va-
paan ryhmén tekijaryhméné.

Ratkeavat ryhmit.

5.27. Mdadritelmd. ryhmé G on ratkeava, mikili on olemassa #érellisen
monta sen sisdkkéistd aliryhmé&a

{e}=GpeGie---eG,=G

siten, etta
(1) Gi<lGi+1 Vi=0,...,n—1,
G,
(2) Cz;rl on kommutatiivinen Vi=0,...,n— 1.
i
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Huomaa, ettd aliryhmit G; € G eivit yleensé ole normaaleja, koska
HaK<<G# H<AG.

Ratkeavan ryhmén kiisitteen merkitys piilee siiné, ettd polynomiin liit-
tyvil Galois’'n ryhmé tulee osoittautumaan ratkeavaksi tésmilleen silloin,
kun "nollakohdille on olemassa algebrallinen kaava”.

5.28. Esimerkkeji.

(1) Abelin ryhmét ovat ratkeavia, jonona {e} € G.

(2) Symmetrinen ryhmé S3 on ratkeava; silld on normaalina aliryh-
ménéd 3—alkioinen syklinen ryhméi, jonka generoi permutaatio
(1,2,3) € S ja tekijairyhmé on So.

(3) Myos Sy on ratkeava; sillid on aliryhméjono

{e} €V e Ay € Sy,

missd A4 on alternoiva ryhmsé ja V on Kleinin neliryhmi?°

e a b c
e e a b c
a a e ¢ b
b b ¢ e a
c ¢ b a e
tekijaryhmiit ovat itse asiassa
RN
{e}
Ay
4 (7
V ( 37+>
Sy
4 (7
./44 ( 27+)

Kaikki ovat kommutatiivisia.
(4) Symmetrinen ryhmé Ss ei ole ratkeava. Perusteluksi tarvitaan
melkein koko témé luku.

5.29. Lause (Ratkeavuuden perinnéllisyyslause).

(1) Ratkeavan ryhmdn aliryhmdt ovat ratkeavia.

(2) Ratkeavan ryhmdn tekijiryhmit ovat ratkeavia.

(3) Jos ryhmin G normaali aliryhmd H ja tekijiryhmd % ovat rat-
keavia, niin myds G itse on ratkeava.

Todistus. Namé kaikki perustuvat ryhmien isomorfialauseisiin: [

20g = (12)(34), b = (13)(24), ¢ = (14)(23). Neliryhmiista hieman liséé lauseen
5.35. todistuksessa.
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5.30. Lause (Isomorfialauseet).

(1)

H HN
NnH N
kun N < G ja H € G.
(2)
G/N & o,
m ~ o supistussddnto

kun N <1 G ja N € H < G.
Todistus. (1) Tarkastellaan kanonista surjektiota

G

aliryhmén H € G kuva on 0(H) € $. Sen alkukuva §~1(0(H)) sisiltas
tietysti H:n, mutta on yleensd sitd aidosti laajempi, silld se siséltédd
kaikkien alkioidensa sivuluokatkin:

0g € O(H) < 0(gN) C 0(H).

Alkukuva on siis G:n aliryhmid HN = {hn|h € H, g € N}. 6:n rajoit-
tumina on saatu kaksi surjektiota ryhmaélle 6(H), nimittdin

¢ :H— 6(H)
ja 0" :HN — 6(H).
Ryhmien homomorfismilauseen mukaan

H HN
Ker ¢’ Ker 67

(~ 0(H)).

Viitteen todistamiseksi riittdéd nédin ollen todistaa, ettd ytimet ovat oi-
keat. Téssd ei ole mitddn ongelmaa:

Ker  =Ker N H=NNH.
Ker 0/ =Ker §Nn HN =NNHN = N.

(2) Jo osan (1) oletuksin on NNH < H, joten lisiehdolla N € H te-
kijiryhm& H/N on olemassa ja luonnollisella tavalla isomorfinen G/N =
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0(G):m aliryhmén 0(H) kanssa. Surjektiivisessa homomorfismissa nor-
maalin aliryhmén kuva on normaali aliryhmé, joten H/N <t G/N. Nyt
kanoniset surjektiot yhdistdmaélli saadaan surjektiivinen homomorfismi

0 ) G/N
N — .
G —- G/N 5 HIN
Homomorfismilause antaa isomorfian
G/N B G

H/N  Ker(pf)’

mutta esiintyvd ydin on H. [

Lauseen 5.29. Todistus. (1) Olkoon
{e}=Gp <G <--- <G, =G,
missé kukin tekijaryhméa % on kommutatiivinen. Jos H &€ G, niin
J
valitaan

H =G, NH

ja saadaan
{6}:H0<]H1<]"'<]HT=H,

missd kukin tekijaryhma

Hj_|_1 _ Gj_|_1 NH _ Gj_|_1 NH N
Hj GjﬁH Gjﬂ(Gj.H ﬂH)
L GilGirinH) _ Gj

G G

on kommutatiivinen.
(2) Jos N <1 G, niin saadaan

{e}_g_GoNqalj\fq qGTN_G_N_
N N N N N

Y

2lQ

misséd kukin tekijaryhmé

GinN/N GipN _ Gja(GN)
G,N/N "~ TGN G,N
Gt Gjt+1/G,

~Y

TG n(GN) T (G N (GN))/Gy
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on kommutatiivinen, koska osoittaja on siti.

(3) Olkoon lopuksi

{6}:N0<N1 <---<N,.=N, ja
N Gy Gy G, G
A2 Ay i e Ry i 4
missé asianomaiset tekijaryhmit ovat kommutatiivisia. Itse G:lle saa-
daan jono

{e}=No<< N1 <+ <AN, =N=Gy <G <--- <G5 =G,

misté tekijaryhmiksi saadaan joko kommutatiiviseksi jo tiedettyji %—*
J
tai
Gj_|_1 - Gj_|_1 /N

G, ~ G;/N

nekin abel. [
Yksinkertaiset ryhmiit.

5.31 Mdadritelmd. Ryhmé, jolla ei ole yhtdin epétriviaalia normaalia ali-
ryhméé, on yksinkertainen.

5.82. Esimerkki. Adrelliselld ryhmiilld, jonka kertaluku on alkuluku, ei
ole edes yhtd#n epétriviaalia aliryhmé#&. Se on siis yksinkertainen. Né&in
kay, vaikka ryhmé& lauseen 5.16. mukaan on syklinen ja siis kommutatii-
vinen ja sellaisena ratkeava.

Yksinkertaisuus on ratkeavuudelle tavallaan vastakkainen ominai-
suus. Juuri mikédn ryhmé ei ole molempia. Ainoan poikkeuksen muo-
dostaa itse asiassa edellinen esimerkki, silld pitee

5.33. Lause. Ryhmd G on samalla sekd yksinkertainen ettd ratkeava
aina ja vain ollessaan alkulukukertalukua, lauseen 5.16. mukaan siis
syklinenkin.

Todistus. Jos G on ratkeava, niin on olemassa sen sisdkkéiset aliryhméit
{e} =Gy <Gy <--- <G, =0G.

Poistamalla mahdolliset toistot jonosta voimme olettaa, ettd G,,—1 # G.
Tapaus G = {e} on triviaali ja sivuutetaan. Yksinkertaisuusoletuksen
takia G,,—1 on {e}. Ryhmi G = % = GC:: on siis abel.

Abelin ryhméin kaikki aliryhmét ovat normaaleja, joten G:ll4 ei nyt
saa olla edes yhtdin epétriviaalia aliryhméé. Kuitenkin jokainen alkio
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g € G\{e} virittds aliryhmén, nimittéin syklisen aliryhmén {¢" |n € Z}.
Tamé4 on siis koko G, joka néin ollen on syklinen. Sykliselld ryhmélla on
kuitenkin epétriviaaleja aliryhmii — esimerkiksi ¢/:n virittdams sykli-
nen aliryhmé, missd j on kertaluvun #G tekijd, tapauksessa #G = oo
miké tahansa kokonaisluku — ellei sen kertaluku ole alkuluku, miké ja&
ainoana mahdollisuutena jéljelle. Lauseen kiinteinen puoli on helppo
todistaa. [J

Todistamme pian korkeamman asteen yhtéloiden tutkimisessa olen-
naisella tavalla tarvittavan lauseen, jonka mukaan alternoiva ryhmé A,
on yksinkertainen kaikilla n > 5 — toisin kuin A4, jonka edelld tote-
simme olevan suorastaan ratkeava.

Sen sijaan emme tarvitse jatkossa seuraavaa &dérellisten ryhmien
rakennetta selvittdvia lausetta, jolla siis tédsséd on ”vain yleissivistéavi
arvo’:

5.34. Lause (Jordan—Hélder). Mielivaltaisella ddrelliselld ryhmdlld
on aliryhmdt

{e}=GoyeGe---eG,=G
siten, ettd (vrt. 5.27.)

(1) Gi<lGi+1 Vi=0,...,n—1,
(2) Gé+1 on yksinkertainen Vi=0,...,n—1.

Tekijiryhmien Gé—tl jono ritppuu, jarjestystd lukuunottamatta, vain ryh-
mdsti G, ei normaalien aliryhmien valinnoista.

Todistus. Ideana on alkaa tilanteesta {e} < G ja liséitd viliin maksi-
maalinen m#drd normaaleja aliryhmié, induktiivisesti yksi kerrallaan.
Isomorfialauseita tarvitaan. [J

5.35. Lause. Alternoiva ryhmd A, on yksinkertainen kaikilla n > 5.

Todistus. Olkoon {e} # N < A, = A, n > 5. Osoitamme, ettd A C N.
Riittad, ettd IV sisdltdd A:n virittdjiat, esimerkiksi lauseen 5.19 kierrot

(]-a 233)7 (17 274)7 AR (1,2,71)

Itse asiassa riittdd osoittaa, ettd IV sisdltédé edes yhden 3—kierron (a, b, ¢).
Riittévyyden voi todeta seuraavasti: Merkint6jé tarvittaessa muuttaen
voi olettaa, ettd (1,2,3) € N. On osoitettava, ettd (1,2,k) € N, kun
k > 3. Nytpa

(1,2,k) = (1, k,2)*
ja  (1,k,2) = (3,2,k)(1,2,3)(3,2,k) "' € (3,2,k)N(3,2,k) " C N,
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koska N on normaali ja (3,2, k) on parillinen permutaatio, siis (3,2, k) €
A.

Ongelmaksi jaa loytad N:std 3—kierto. Tarkastellaan millaisia al-
kioita N:ssé ylimalkaan voi olla. Ainakin jokainen x € N on muotoa

T = 8182...8n,

missé s;:t ovat erillisii kiertoja. Todistus jakautuu tapauksiin (1) —
(4) sen mukaan kuinka monia alkioita kierrot s; permutoivat. Voimme
olettaa, ettd x:n muodostavat kierrot sq,ss,..., s, on lueteltu pituus-
jirjestyksessé, pisin ensin.

(1) ”s; on pitk# kierto.” Oletetaan, ettd jollakin z € N s; on
muotoa

s1 = (a1,...,ax)

missd k > 4. Lohkaistaan sq:std alkupéé
t= (a17 az, CL3)

ja osoitetaan, etté
t~totat

on toisaalta N:n alkio, toisaalta 3—kierto (a1, as, a4).

(tlzt)z~! kuuluu todella normaaliin aliryhmiin N | koska z € N
ja t on 3—kiertona parillinen eli A:n alkio. Kiertojen tulon laskemi-
seksi yksinkertaistetaan merkintdjid. Nimedméllda F,:n alkiot uudelleen
korvaamme jokaisen a;:n yksinkertaisesti j:ll&, jolloin siis esimerkiksi
t=(1,2,3). Kdyttamélld aluksi kiertojen ¢ ja s; j # 1 erillisyytté, joka
takaa niiden vaihdannaisuuden, ja sitten suoraan laskemalla saamme
todella:

tlatet =t s180 . st(5180. . 5,) =
=t 131t(52 - Sm) (82 . ..sm)_lsl_1 =
=t 181t81 =
=(1,2,3)71(1,2,...,k)(1,2,3)(1,2,...,k) "t =
=(3,2,1)(1,2,...,k)(1,2,3)(k,...,2,1) =
=(3,2,1)(1,2,...,k)(1,2,3)(k,...,2,1) = (1, 3,4).

(2) s ja s ovat 3—kiertoja”. Oletamme, etté jollakin z € N
z = (1,2,3)(4,5,6)y,
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missd on taas lyhennetty merkintojé kirjoittamalla ss...s,, = y. Ol-
koon nyt t = (2,3,4). Silloin

(ttat)z™t = (1,5,2,4,3) € N,
joten tapaus (2) palautuu tapaukseen (1).
(3) ”s; on ainoa 3—kierto.” Oletamme, etté jollakin z € N
x=(1,2,3)y,
missd So...S,; = y muodostuu erillisistd 2—Kkierroista eli transposi-
tioista, jolloin y? = y ja siis, muistaen s;:den vaihdannaisuuden:
2® = ((1,2,3)y)” = (1,2,3)%° = (1,2,3)* = (1,3,2)

on N:i#&n kuuluva 3—kierto.

(4) ”s1 on transpositio.” Jiljelld on tapaus, jossa jokainen N:n
alkio on pelkkien erillisten transpositioiden tulo, parillisen monen totta-
kai! N:ssé on siis alkio

z=(1,2)(3,4)y,
missi y2 = y. Muokkaamalla titd edelld opitulla tavalla kiertoa t =
(2,3,4) kityttden saadaan N:dédn kuuluvaksi kahden transposition tulo
ttotzt = (1,3)(2,4).

Alternoivan ryhmén A, tapauksessa tdmé tilanne todella esiintyy ja
tuottaa edelld mainitun Kleinin neliryhmén V < A4. Mutta tédsséd on
oletettu, ettd m > 5, joten on olemassa vieléd alkio 5 ja siis esimerkiksi

(5,3,1) € A. Toistetaan temppu vield kerran: N:ssé on alkio
(5,3,1)71(1,3)(2, 4)(5,3, 1)((1,3)(2, 4) " =
= (1,3,5)(1,3)(2,4)(5,3,1)(2,4)(1,3) =
= (1,3,5)(1,3)(5,3,1)(2,4)(2,4)(1,3) =
= (1,3,5)(1,3)(5,3,1)(1,3) =
= (1,5,3)

vastoin tdmin kohdan oletusta. [

Taydellisyyden vuoksi mainitaan, ettd tapauksissa m = 1,2,3 ja 4
kiy seuraavasti:

(1) Az on yksialkioinen, siis ~ {e}. Titd ei ole tapana pitéé yksin-
kertaisena ryhméné.

(2) As on kolmialkioinen, joten silld ei ole ei triviaaleja aliryhmid
ollenkaan. Se on yksinkertainen abelin ryhmaé.

(3) Ay ei ole yksinkertainen, koska Kleinin neliryhmé on sen nor-
maali aliryhm&. Muita ei olekaan, miki todistetaan oleellisesti
kuten edellinen lause, mutta helpommalla vaivalla.
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Jo Galois todisti, ettd A5 on pienin yksinkertainen epikommutatiivinen
ryhmé. Vilittoméané seurauksena lauseesta 5.35. saadaan:

5.36. Lause. Symmetrinen ryhmd S,, ei ole ratkeava, kun n > 5.

Todistus. Muuten sen aliryhmé A, olisi lauseen 5.29. mukaan ratkeava,
mutta sitd se ei ole, vaan yksinkertainen. [

p—ryhmiét.
5.37. Madritelmd.
(1) ryhmén G alkiot a ja b ovat konjugoidut, mikéli
a=g lbg

jollekin g € G.
(2) Konjugointi on ekvivalenssirelaatio. Ekvivalenssiluokkia sano-
taan G:n konjugointiluokiksi G1,Ga, . . ..

5.38. Lause.

(1) Ykkosalkion sisdiltivd konjugointiluokka on G1 = {e}.
(2) #G =1+ #Go + #Gs + #G4 + ... ( G:n luokkayhtdilo )

5.39. Madadritelmd. Alkion x € G keskittdji on G:n aliryhmé
Co(z) ={g € G|zg = gx}.

5.40. Lause.

Cg(z):n indeksi r:nkonjugointiluokka

%E{G:n Cg(a:)—sivuluok:at}\ =4 Eg_lxg lg € G; .

Todistus. Alkiot g ja h € G kuuluvat samaan oikeanpuoleiseen sivuluok-
kaan € %(m) jos ja vain jos

hg™! e Ca(x),

hg 'z = zhg™! | eli
g trg=h"tohc{g zg|g € G}.

Tunnetusti aliryhmén vasempia ja oikeita sivuluokkia on yhtd monta.
Keskittidjan oikeanpuoliset sivuluokat ja konjugointiluokan eri alkiot vas-

taavat siis toisiaan bijektiivisesti. [J
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Huomaa, ettd konjugointiluokat voivat olla eri kokoisia, mutta edel-
linen lause takaa, etté kunkin konjugointiluokan alkioiden lukuméérd on
koko G:n kertaluvun tekij.

5.41. Mddritelmd. Olkoon p alkuluku. Ryhmé G on p—ryhmd, mikili
sen kertaluku on p:n potenssi.

5.42. Esimerkki.

(1) Kleinin neliryhmé V on 2—ryhmé.
(2) Symmetrinen ryhmé S, ei ole p—ryhmé millekéén p kun n > 3.

5.483. Maidritelmd. Ryhmén G keskus on normaali kommutatiivinen ali-
ryhmé

Z(G)={zr € Glxg =gz Vg € G}.

5.44. Lause.
Abelin ryhmdn keskus on koko ryhmd.

(1)

(2) Z(Ss) = {e}.

(3) z € Z(G) < x:n konjugointiluokka on pelkkd {x}.
(4) p—ryhmdin G # {e} keskus ei ole pelkki {e}.

Todistus. Kaksi ensimméistéd viiitettd ovat triviaaleja. Viitettd (3) var-
ten huomataan, etti

{z} = {97 'zg| g € G} merkitsee, etti
=g tzg VYgeQq.

Kohta (4) on varsinainen asia. G:n luokkayht#lo on
=BG =1+ HCy+ -+ HC.

Toisaalta konjugointiluokkien kertaluvut ovat p™:n tekijoité, siis itsekin
muotoa

#C; =p™, n; € NU{0}.

Oikealla puolella taytyy siis esiinty# yksialkioisia konjugointiluokkia, itse
asiassa ainakin p — 1 kappaletta; joka tapauksessa siis ainakin yksi neut-
raalista eroava = € G kuuluu téllaiseen. Mutta téllsin kohdan (3) nojalla

xe Z(G)\{e}. O
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5.45. Lause. Olkoon G p—ryhmd kertalukua p™. Silloin G:lld on jono
G:n normaaleja aliryhmid

{e} =Gy <Gy <Gy <G, =G,
siten, ettd
#G; =p
katkilla 7 = 0,...,n . BErityisesti p—ryhmd siis on ratkeava.

Todistus. Tehdéédn induktio. Tapaus n = 0 on selvi. Yleisessd tapauk-
sessa tarkastellaan G:n keskusta

(e} # Z(G) < G.

Se on kertaluvun p™ abelin ryhmé. Sellaisessa on aina kertaluvun p
alkio, ts. on olemassa r € Z(G), jonka generoima aliryhmé K on tasan
p—alkioinen, silld miké tahansa sellaisen abelin ryhmén alkio y generoi
syklisen aliryhmin, jonka kertaluku myos on p:n potenssi. Keskuksen
aliryhménid myos K on G:n normaali aliryhmé. Ryhmé % on p—ryh-
mii, jonka kertaluku on p"~!. Induktio-oletuksen nojalla tilanne on siis

tamaéa:

5 < ﬁ < 4 Gnil — g
K K K K’
vieldpé siten, ettd kaikki ovat %:n normaaleja aliryhmié ja
G, ~
#d =y

kaikilla 7 =1,...,n — 1.
Niin ollen #G; = pt'Vj =1,...,n — 1, ja my6s jokainen G, on
G:n normaali aliryhmé. Lisddmalld jonon alkuun Gy = {e} saadaan

haluttu jono.
Gj+

1
G, ovat

Viimeinen viite seuraa siité, ettd esiintyvit tekijaryhmét
alkulukukertalukua p, siis syklisini abelin ryhmii. O
Sylowin lause.

5.46 Lause (L. Sylow?! 1872). Olkoon ryhmdin G kertaluku #G =
per, missd p on alkuluku, mutta ei r:n tekyd. Tdalloin

(1) Jossakin G:n aliryhmdssd on tasan p® alkiota. Téllaista sano-
taan p— Sylow—aliryhmdksi.

(2) Kaikki p—Sylow—aliryhmdt saadaan toisistaan konjugoimalla.

(3) Jokainen G:n p—alkioinen aliryhmd sisdltyy johonkin p— Sylow—
aliryhmddn.

(4) #{A € G|#A=p*} =1(modp)

210n olemassa muitakin samaan aihepiiriin liittyvid Sylowin lauseita. Ludwig
Sylow (1832-1918), oli norjalainen kuten Abel ja hdnen maanmiehenséd Sophus Liekin.
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Todistus. Todistamme induktiolla vain kohdan (1), jota jatkossa tarvi-
taan. #G = n. Lause pitee, kun n = 1 tai 2. Yleisessd tapauksessa
tarkastelemme luokkayht&lod

#G = #G1 + - - + #G, eli lyhyesti
(% =t te,

Olkoon z; € G, Z; = zj:n keskittaja, jan; = #7; kullekin j =1,...,s.
Indeksid koskevan lauseen 5.40. mukaan
(0%
r
() nj:p—ijl,...,s.
Cj
Voimme olettaa, ettd jokainen c; on joko 1 tai p:n monikerta. Jos néin ei
olisi, niin olisi nimittdin jokin ¢; > 1 p:1l4 jaoton. Kaavan (s*) mukaan
olisi siis
r
#HZ;=n; =p*— <pr=n,ja
Cj
ro.
— jaoton p:ll4.
Cj
Induktio-oletuksen mukaan téllainen Z; siséltédisi p®—alkioisen aliryh-
mén, joka siis olisi G:n p—Sylow—-aliryhm4 ja lause olisi todistettu. J&a
tapaus, jossa luokkayhtélon (x) oikealla puolella on summa vain yk-

kosistd ja p:n monikerroista. Olkoon ykkosid z kappaletta. Lauseen
5.44.(3) mukaan z = #(Z(G)). Luokkayhtilo () saa muodon

pr=14---+1+kp=z+kp

jollekin £ € N. z on siis jaollinen p:lld, joten keskus Z(G) ei ole yk-
sialkioinen, vaan jopa p jakaa sen kertaluvun z = #(Z(G)). Nytpd
pétee, ettd abelin ryhméllé, jonka kertaluvun jakaa alkuluku p, on aina
olemassa kertaluvun p alkio, siis sellainen, joka generoi p—alkioisen sykli-
sen aliryhmén. Perustelemme téimén kohta, mutta kiiytdmme sitéd ensin.
Sen mukaan Z(G):1la on p—alkioinen syklinen aliryhméd P. Keskuksen
médritelmén nojalla P < G. Nyt

G a—1
- — r
#P p )
joten induktio-oletus sanoo, etté #%:Ha on olemassa kertaluvun p®—!
aliryhm# #%. Télloin S on G:n aliryhmaé, jolle #5 = p©.
Lause on todistettu, kun viel todistetaan ylla kdyttdmamme abelin
ryhmien syklisid aliryhmié koskeva viite, eli
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5.47. Lemma. Olkoon G abelin ryhmd ja sen kertaluku #G jaollinen
alkuluvulla p. Silloin G:ssd on kertaluvun p alkio.

Todistus. Teemme jilleen kerran induktiopéittelyn kertaluvun n = #G
suhteen. Tapaukset n = 1,2, ja 3 ovat triviaaleja, péteehéin lause tie-
tysti aina, kun n itse on alkuluku. Jos n ei ole alkuluku, niin G:ll&
on epétriviaali aliryhmé, silld G on joko epésyklinen tai sitten syklinen
kertalukua, joka ei ole alkuluku. Olkoon kertaluvultaan suurin epétri-
viaali aliryhmd M € G, m = #M. Olkoon t € G\ M ja olkoon T
sen generoima syklinen aliryhma. Silloin MT" on abelin ryhmén G ali-
ryhmé, ja aidosti maksimaalista aliryhméd M suurempana siis koko G.
Ensimmaéisen isomorfialauseen 5.30.(1) nojalla

M mMT G

T T 7T ja siis

m#(T) =n#(M NT), plld jaollinen.

Siispd p on joko m:n tai #7:n alkutekijia. Koska m < n, niin induktio-
oletus kertoo, etti ensin mainitussa tapauksessa on olemassa kertaluvun
p alkio g € M C G, kuten halutaankin. Jalkimméisesséd tapauksessa taas

T:n alkiolla t 7 on kertaluku p. [J

Témén lemman oletuksista voi sen avulla todistetun Sylowin lau-
seen avulla jilkiviisaasti karsia kommutatiivisuuden??.

5.48. Lause (Cauchy). Olkoon G mikd tahansa ryhmd ja p sen ker-
taluvun #G alkutekijia. Silloin G:ssd on kertaluvun p alkio.

Todistus. Sylowin lauseen mukaan on olemassa G:n p—Sylow-aliryhmé.
Olkoon se H # {0}. Sylowin lauseen 5.46. mukaan H:la on mm.
p—alkioinen aliryhmé. Koska p on alkuluku, aliryhmé on syklinen. [J

5.49. Esimerkki Sylowin lauseen tilanteesta. Tarkastellaan symmetrista
ryhmiiéd Sy. Sen kertaluku on #S, = 4! = 24 = 23 x 3 = 3! x 8. Sylowin
aliryhmien kertalukuina esiintyviit siis lauseen mukaan 3 ja 8. Tillaisia
voikin suoraan 16ytéd#: mikd tahansa 3—kierto, vaikkapa (1,2,3) € Sy
generoi sellaisen. Kertaluku 8 on vihemmién itsestédénselvd. Kleinin
neliryhmé )V on S4:n normaali aliryhmé. Olkoon ¢ € S transpositio.
Sen generoimassa aliryhmésséd T on kaksi alkiota ja sen ja V:n yhdessi
generoimassa ryhméssa V1 8.

Sylowin lause ei pide ilman oletusta, etté p on alkuluku. Esimerkin

tdstd antaa alternoiva ryhmé As, jolla ei itse asiassa ole kertaluvun 15
aliryhméé, vaikka #.A45 = 15! = 60 ja 15 = 15"

22Cauchyn tulos on Sylowin lausetta vanhempi ja siis alun perin todistettu eri
tavalla.
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6. RADIKAALIA

Cardanon kaava. Polynomiyhtélon
apr” + - +ax+ag=0

ratkaiseminen on algebran klassinen ongelma. Muinaiset egyptildiset
ja babylonialaiset selvisivit ensimméisen, pitkdlti myos toisen asteen
yhtéloistd. Cardanon kaavana tunnettu kolmannen asteen yhtélon rat-
kaisu on periisin renessanssin Italiasta, varsinaisena keksijéan#ddn ilmei-
sesti bolognalainen matemaatikko Scipione del FERRO ja téstd lihes
riippumatta Niccolo Fontana, liséinimeltd TARTAGLIA. Girolamo CAR-
DANO puolestaan oli monipuolinen luonnontieteilija ja ”ld#kéiari”, joka
Tartaglian harmiksi julkaisi kaavan kirjassaan ” Ars Magna” (1545), viit-
tamétté sentédin sité itse keksineensé. Neljdnnen asteen yhtélo palautuu
kolmannen asteen yhtdloon, minké huomasi samassa yhteydessi Carda-
non oppilas Ludovico FERRARI. Myos tdmén idea julkaistiin Ars Mag-
nassa lupaa kysymétta.

Ratkaisukaavat antavat lausekkeen juurille kertoimien funktioina, ja
muodostuvat ddrellisestd médrdstd kunnan laskutoimituksia ja n:nsien
juurten ottoja. Esimerkiksi kolmannen asteen yhtilé palautuu muo-
toon

4 pr+q=0

siirtdmalla aluksi origo kuutioparabelin késinnepisteen alle, siis kohtaan
joka loytyy ratkaisemalla ensimmaéisen asteen yhtélo. Nyt ratkaisun an-

taa kaava2?
3 q P sl q PG
x_\/2+\/27+4+\/2 o7 T4

missé eri vaihtoehdot syntyvit kompleksisten kuutiojuurten valinnoista.
Neljéinnen asteen yhtdlon ratkaisu tapahtuu témén jédlkeen huomaa-
malla, ettd myos sen toiseksi korkein termi on melko helppo eliminoida,
jolloin saadaan

zt +pr? 4+ qgr+7r =0,
joka on yhtépitivad sen kanssa, ettd kaikille t € R
(22 4+ t)* = (2t — p)x® —qz + (t* — 7).

23Cardanon kaava johdetaan mm. Tapani Kuusalon monisteessa Kompleksia-
nalyysi. Klinen historiankirjassa kaavojen alkuperiisid muotoja kisitelldéan seikkaperiisesti.
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Tsmiin oikea puoli on muotoa (z—a)? — jolloin yhtlo ratkeaakin helposti
— kunhan diskriminantti havid:

(*) 42t —p)(t* = 1) — ¢* =0.

Viimeisin yhtélo on kolmatta astetta t:lle.

Viidennen ja korkeamman asteen yhtéloiden ratkaisukaavaa etsit-
tiin ldhes kolmesataa vuotta, kunnes norjalainen Niels Henrik ABEL
vuonna 1824 LAGRANGEnR esitoiden pohjalta todisti, etti sellaista ei
ole olemassa. (RUFFINIn hyvis yritystd Abel ei tuntenut.) Ongelmaksi
jii loytda yhtendinen tapa saada selville, mitkd yhtélot ovat ”algebral-
lisesti ratkeavia”, mitki eiviit. Evariste GALOIS selvitti tdydellisesti
tdmén puolen kolme vuotta sen jilkeen kun Abel oli kuollut tuberku-
loosiin vuonna 1829, mutta hinen lauseensa, jonka mukaan yht#lo on
ratkeava aina ja vain, kun polynomin hajoituskunnan Galois’n ryhm#
on ratkeava??, tuli julki vasta 1843, yksitoista vuotta Galois'n ennenai-
kaisen kuoleman?® jilkeen.

Esitdmme todistuksen Abelin tulokselle kiyttden Galois’n menetel-
mid. Aloitamme sanomalla tdsméllisesti, mitd ovat algebrallisesti rat-
keavat polynomiyhtilot. Seuraavassa on kaikkien tarkasteltavien
kuntien karakteristika yksinkertaisuuden vuoksi 0.

Juurilaajennus.

6.1. Mddaritelmd. Kuntalaajennus L : K on radikaali—, eli juurilaajen-
nus, mikéli

L =K(ay,...,an) jaon olemassa na, ...,n, € N, joilla
(a;)" € K(an,...,aj-1) Yje€{2,...,m}.

Jono ag,...,ay on juurilaajennuksen L : K juurijono.

Miaritelmé merkitsee, ettdi L saadaan K:sta adjungoimalla siihen
yvksi kerrallaan #édrellinen méird aikaisempien alkioiden n:nsié juuria.
Kunnan L alkiot ovat siis etsimiemme kaavojen kaltaisia lausekkeita
K:n alkioista.

24 Aina-puoli edellytts, ettd kunnan karakteristika on 0. On jopa olemassa
toisen asteen ratkeamaton yhtils, jonka Galois'n ryhmé on perédti kommutatiivinen.

25Evariste Galois oli radikaali tasavaltalainen ja kuoli 20-vuotiaana mahdolli-
sesti poliittiseksi epiillyssd hamaérissa olosuhteissa kiydyssi kaksintaistelussa. Hanen
elaméstidn on muodostunut legenda; kauneimmillaan se on esitettynid E.T. Bellin kir-
jassa Matematiikan miehid. Tarinan takana olevia tosiasioita ruoditaan Rothmanin
artikkelissa [10].
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6.2. Madidritelmd. Polynomi P € K[X] on juurin ratkeava, mikili on
olemassa K:n juurilaajennus M, joka siséltdd P:n hajoituskunnan 3.

Miédritelmé merkitsee, ettd P:n kaikki juuret ovat lausuttavissa ha-
lutunlaisina kaavoina. Kunnan M ei tietenkéddn tarvitse olla itse X. Juu-
rilaajennuksen vilikunnat eiviit aina ole juurilaajennuksia. Todistamme
seuraavassa, ettd juurin ratkeavan polynomin hajoituskunnan Galois'n
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ryhmi I'(X : K) on ratkeava. Todistuksen péiikohdat sisdltyvit seuraa-
vaan lauseeseen:

6.3. Lause. Olkoon L : K normaali juurilaajennus. Galois’n ryhmd
I'(L : K) on ratkeava.

Todistus. Todistus on idealtaan suoraviivainen: Juurilaajennus muo-
dostuu jonosta laajennuksia, joissa kussakin lisdtdén yksi k£:n n:s juuri.
Sellaisella on kommutatiivinen Galois’n ryhmé. Ratkeava ryhmé taas
koostuu jonosta kommutatiivisia ryhmid. Yksityiskohdissa on kuitenkin
nipertamistd; joudumme kiyttdmadn tehokkaasti ratkeavuuden siily-
misominaisuksia.

Juurilaajennusoletus merkitsee, etté

L=K(ai,...,qn,) jaon olemassa ni,...,n, € N, joilla
()™ € K ja
()" € K(aq,...,aj-1) Yje€{2,...,m}.

Téassé jonossa voi ilman muuta olettaa, ettd jokainen luku n; on alku-
luku, silld tdhén pasdstdadan lisddmaélla juurijonoon tarvittaessa a:n alem-

pia juuria, onhan esimerkiksi
3
Vv = /.

Erityisesti siis on olemassa alkuluku p, jolle o € K. Joudumme otta-
maan kiyttoon apukunnat
QL = L(wo, ce ,wp_l) ja
QK = K(wo, e ,wp_l),
missé wy, . . . ,wp—1 ovat polynomin X? —1 nollakohdat eli ykkosen n:nnet
juuret. Tarkastelemme kahta kaksivaiheista kuntalaajennusta.
Qr
L 1957¢
K

Tavoitteena on todistaa, ettd I'(L : K) on ratkeava. Kéytdmme periy-
tymislauseita 5.29. ja Galois'n péidlauseen 4.43. mukaisia yhteyksié

1) (LK) = T
2) MO+ K) = g s
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jotka péteviit, koska oletuksen mukaan L : K ja hajoituskuntana Qg : K
ovat normaaleja kuntalaajennuksia. Yht#lo (1) osoittaa, ettd riittdd
todistaa I'(2;, : K) ratkeavaksi. Yhtélon (2) mukaan taas télle riittés,
ettd ['(Qg : K) ja I'(Qf : Q) ratkeavat. Todistamme sen.

Osoitamme aluksi, ettd I'(Qx : K) on jopa abelin ryhmi: Qg saa-
daan K:sta adjungoimalla siihen ykkosen juuret wy,...,w,—1. Kuten
klassisessa tapauksessa K = Q ovat ne lauseen 4.18. mukaisesti yleises-
sdkin karakteristikan 0 tapauksessa erillisié, eihén polynomilla X? —1 ja
sen derivaatalla pXP~! ole yhteisis tekijoitd. Ykkosen juuret muodos-
tavat kunnassa (Qx multiplikatiivisen aliryhmén. Juurten erillisyyden
vuoksi tdmd ryhmé on alkulukukertalukua p ja siis syklinen: ykkodsen

juuret ovat wi,w?, ..., W’ jaw? = wp = wo = 1. Kunnan Qx = K(w1)
K —automorfismi A, € I'(Qg : K) midrdytyy vaikutuksestaan juureen
w1, jonka kuva on jokin juurista wq,...,w! = 1.

Ap(wr) =wpVk=1,...,p.

Tallaiset automorfismit A; kommutoivat.
J#d todistettavaksi, ettd myos I'(€)y : Q) on ratkeava. Muistetaan
merkinnét:

L=K(ay,...,0m),
QK = K(wo,...,wp_l),

QL = L(wo, ce ,wp_l).
Tutkittava laajennus €, : Q jakautuu vaiheiksi
QK C QK(al) C QL.

Koska L : K on &érellinen ja normaali, on L lauseen 4.13. mukaan
jonkin polynomin P € K[X] hajoituskunta. Qp = Qg (aq)(ag,...,amn)
on saman polynomin P € Qg (a1)[X] hajoituskunta, joten laajennus
Qr : Qk(aq) on normaali. Koska separoituvuus on automaattista ka-
rakteristikan 0 tapauksessa on Galois’n péilauseen 4.43. mukaan

F(QL . QK>

F(QK<C¥1) : QK) = F(QL : QK(al))

['(Qy : Q) on siis ratkeava, mikdli molemmat Galois'n ryhméit I'(Q, :
Qr (1)) ja T'(Qx(a1) @ Q) ovat ratkeavia. Osoitamme, ettd ne sitd
ovat.
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I'(Qp @ Qr(a1))n ratkeavuustodistus on induktio jonon pituu-
den m suhteen. Voimme tehdd induktio-oletuksen, etté todistetta-
vana olevan lauseen 6.3. viite pétee, kun tutkittavan normaalin kun-
talaajennuksen juurijonossa on enintéén m — 1 termié o;. Laajennus
Qr = Qr(ar)(ag,...,a) @ Qg (1) on juurilaajennus, jonka juuri-
jono on alkuperiistd yhdelld lyhempi, sitéd paitsi normaali. Induktio-
oletuksen mukaan sen Galois'n ryhmé I'(Qy, : Qx (1)) siis on ratkeava.

Toinen puolisko Qx () : Qx on sekin normaali laajennus, silld
XP — 1 hajoaa Q:ssé ja siis XP — of hajoaa Qg (aq):ssé, joka néin
ollen on Qx—polynomin X? — of hajoituskunta, ovathan sen nollakoh-
dat ojwy,...,0qwy ja alwf = «1. Samaa havaintoa kiyttden voi
todistaa, ettd I'(Qx (1) : Qg ) on kommutatiivinen: Qg (o) Qx—au-
tomorfismi méirdytyy nimittidin vaikutuksestaan aq:een, jonka se kuvaa
joksikin XP —afm nollakohdaksi a;w?. Kommutointi seuraa kuten edel-
14 Galois'n ryhméé I'(Q g, K) tutkittaessa.

(2 : Q) on siis ratkeava, mikd endd todistuksesta puuttui-
kin. O

Passtiksemme polynomin hajoituskuntaa koskevaan tulokseen tar-
vitsemme pari lemmaas:

6.4. Lemma. Olkoon L : K ddrellinen kuntalaajennus ja M sen nor-
maali sulkeuma. Silloin on olemassa sellaiset M : K :n vilikunnat

Ll?"'aLén

ettd

(1) M=K(LyU---ULy)
(2) Kaikki laagjennukset L : K ja L : K ovat isomorfisia.

Todistus. Todistus on helppo, koska kiiytettidvissd on normaalin sulkeu-
man konstruktio 4.34. jonka samalla kertaamme. Adirellisens laajennuk-
sena L on vektoreiden aq, ..., a, virittdmé K —vektoriavaruus, missé al-
kiot aq,...,a, ovat algebrallisia. Merkitdin aj:n minimaalipolynomia
P,, € K[X]. Kuntalaajennuksen L : K normaali sulkeuma on polyno-
mien tulon P = P,, ... P, hajoituskunta N. Saman laajennuksen nor-
maaleina sulkeumina laajennukset M : K ja N : K ovat isomorfiset, ja
voimme siis samaistaa ne: M = N. Hajoituskunnan yksikéisitteisyytté
koskevan lauseen 4.9. todistus osoittaa, ettd kun 3; on P;:n nollakohta,
niin laajennukset

K(aq,...,05,...,a,) : K=L: K ja
K(og,....B5,...,00) : K
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ovat isomorfiset. Jéalkimmdiset generoivat N:n, eli M:mn, kun j ja 3;
kiyvit 1api kaikki mahdolliset arvot. [

6.5. Lemma. Juurilaagjennuksen L : K normaali sulkeuma M on juu-
rilaajennus.

Todistus. Tamé seuraa edellisestd Lemmasta: M = K(L; U---U Ly),
missé kaikki laajennukset L; : K ja L : K ovat isomorfisia, siis juurilaa-
jennuksia. Riittéda siis ilmeisesti todistaa, ettéd kahden juurilaajennuksen
R: K ja S : K yhdessi virittdmi laajennus K (RUS) on juurilaajennus.
Olkoon niilld juurijonot (aq,...,an) ja (B1,...,0,). Tillsin

(a1, am, B1, ..., Bn)

on juurijono K(RU S):lle. O

6.6. Lause. Olkoon M : K juurilaajennus ja ¥ sen vdlikunta: K C
¥ C M. Galois'n ryhmd I'(X : K) on ratkeava.

Todistus. Palautamme viitteen lauseen 6.3. tilanteeseen. Suoraan méi-
ritelméan mukaan
NY:K)=T(X: Kp),

missé Ko on I'(X : K):n kiintopistekunta
Ky={oceX|A(oc) =0VA T (¥: K)}.

Todistammekin, ettd I'(X : Kj) on ratkeava. Tilanne on hieman alku-
peréistd helpompi, silld ¥ : Ky on normaali laajennus, koska Ky on
['(X : Kp)m eli I'(X : K):n kiintopistekunta, ja normaalius on lauseen
4.41. mukaan vilttamiatonta téille Galois’n relaatiolle. Koska K C K,
niin tietysti myos M : Ky on juurilaajennus ja 3 sen vilikunta:

KoCcXc M.
Olkoon N kuntalaajennuksen M : Ky normaali sulkeuma. Lemman 6.5.
nojalla se on normaaliutensa ohella myo6s juurilaajennus, ja lause 6.3.
soveltuu siis siihen, koska karakteristika 0 takaa separoituvuuden:

['(N : Ky) on ratkeava.

Tutkittava Galois'n ryhmi I'(X : K() on Galois’n pédlauseen 4.43 mu-
kaan sen tekijaryhmé ja siis myos ratkeava. [J

117



Viidennen asteen yhtéls. Tarkoituksena on nyt antaa esimerkki vii-
dennen asteen Q—kertoimisesta polynomista, joka ei ole juurin ratkeava.
Edellisen lauseen mukaan riittéé, ettd sen hajoituskunnan ¥ Galois’n
ryhmé Q:n suhteen ei ole ratkeava. Ratkeamattomksi tieddmme aina-
kin symmetriset ja alternoivat ryhmét, kun n > 5.

6.7. Lause. Olkoon p alkuluku ja P jaoton asteen p Q—kertoiminen
polynomi. Jos P:lld on tasan kaksi ei reaalista juurta C:ssd, niin sen
hajoituskunnan ¥ Galois’n ryhmd Q:n suhteen on symmetrinen ryhmd

S,.

Todistus. Algebran peruslauseen mukaan P:114 on C:hen siséiltyvi ha-
joituskunta Y. Koska P on jaoton ja karakteristika on 0, niin P:n nol-
lakohdat ovat yksinkertaisia. Galois'n ryhmén G = I'(X : Q) alkiot
médrdytyvit vaikutuksistaan néihin nollakohtiin, joita ne permutoivat.
Téssd mielessé Galois'n ryhméd on symmetrisen ryhmén S, aliryhmaé.
Osoitamme, ettd se siséltdéd alkiot (1,2) ja (1,2,...,p), jotka lauseen
5.7.(6) mukaan generoivat koko ryhmén S,.

Transposition loytédmiseksi riittdd huomata, ettd kompleksikonju-
gointi on C:n Q—automorfismi. P:n reaaliset juuret ovat sen kiintopis-
teitd. Kompleksiset juuret, joita on kaksi, kuvautuvat toisikseen, silld
reaalikertoimisen polynomin juuret ovat reaalisia tai parittain toistensa
kompleksikonjugaatteja. Juurten kompleksikonjugointi on siten pelkki
transpositio ja numeroimalla juuret alkaen kompleksisista samaistamme
sen transpositioon (1, 2).

p—kierron (1,2,...,p) loytdmiseksi muistetaan, ettd lauseen 4.9.
mukaisesti P:n hajoituskuntaa 3 konstruoitaessa kuntaan Q adjungoi-
daan aluksi P:n juuri a, jolloin laajennuksen Q(a) : Q aste on p ja
koko laajennuksen ¥ : Q aste siis sekin p:lld jaollinen. Galois'n péd-
lauseen 4.43. mukaan témé aste on Galois’n ryhmén kertaluku ja siis p
jakaa #G:m. Cauchyn lause 5.48. takaa nyt, ettd G:ll4 on p—alkioinen
syklinen aliryhmé. Symmetrisen ryhmén ainoat kertaluvun p alkiot ovat
p—kierrot. G:ssd on siis p—kierto. (al,as,...,a,), jossa voidaan valita
a; =1, jolloin 2 = a,, jollekin p € {2,...,p}. G:ssé on siis kierto

(Lag,...,a, =2,...,ap)
ja néin ollen myos kierto
(1L, as,...,a, = 2,...,ap)(“_1) =(1,2,b3,...,bp),

joka alkiot bs, . .., b, uudelleen nime&dmalld on haluttu kierto (1,2,...,p).
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6.8. Esimerkki (TATA ON ODOTETTU). Q- polynomi
P(X)=X°—-6X+3

el ole juurin ratkeava.

Todistus. Riittéa tarkistaa, ettd P toteuttaa edellisen lemman 6.9. eh-
dot, sillé silloin sen hajoituskunnan Galois'n ryhmé Q:n suhteen on Ss,
joka lauseen 5.36. mukaan ei ole ratkeava. Lause 6.6. estéd téalloin
P:n hajoituskuntaa olemasta juurilaajennus, mitd juuri viitetddnkin. P
on Q—polynomina jaoton: Tidmin nikee Eisensteinin ehdosta 1.20.
mutta asian voi pienelld vaivannéolld tarkistaa suoraankin kertoimia ver-
tailemalla.

N

L -10

(2) P:114 on tasan kaksi kompleksista juurta, silli reaalisia on kolme,
kaikki yksinkertaisia. Sen derivaatalla P’(X) = 5X% — 6 on nimittéin

6

kaksi reaalista nollakohtaa, i</7 miké takaa ettéd itse reaalifunktiolla

59
P ei ole kolmea enempéé nollakohtia. Koska P:lld ei ole nollakohtia
derivaattansa nollakohdissa, ovat reaaliset nollakohdat yksinkertaisia.
Toisaalta niitd on ainakin kolme, koska P(—2) = —17 < 0, P(—1) =
8 >0, P(1) = -2 < 0ja P(2) =23 > 0. Loput kaksi nollakohtaa ovat

aidosti kompleksisia ja toistensa konjugaatteina eri kohtia. [
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7. KUKAT, TAPETIT JA KRISTALLIT

Symmetria ja ryhméi. Tutkiskellessamme algebrallisten yhtéléiden
ratkeavuutta kiinnitimme huomiota polynomin juurien tuottamiin kun-
talaajennuksiin ja niiden Galois’'n ryhmiin. Ryhmit kuvaavat symmet-
riaa. Taméi ei ehké heti ole ilmeisté ja siksi téisséd kappaleessa on tarkoi-
tus silméilld millaisia ryhmié liittyy aivan tavallisiin paperille piirrettyi-
hin symmetrisiin kuvioihin.

Tasokuvioista.

7.1. Madritelmd. Olkoon M metrisen avaruuden R?, euklidisen ta-
son, isometristen bijektioiden eli (jiykkien) litkkeiden joukko.

7.2. Lause. M on ryhmd.

Todistus. Isometrioista yhdistetty kuvaus on isometria, samoin isomet-
risen bijektion kdinteinen.

g

7.3.  Huomautus. Euklidinen geometria kisittelee niité tasokuvioiden
ominaisuuksia, jotka ovat invariantteja ryhméin M kuvauksissa®®. Tim#
asia saa lisévalaistusta, kun ensin luokittelemme M:n alkiot.

7.4. Lause. Ainakin seuraavat ovat litkkeitd:

(1) Translaatiot eli siirrot
T,:x+— x+ a,

missi a € R2.

e

X

26Ttse asiassa my6s mittakaavan muutokset, homotetiat sallitaan.
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(2) Rotaatiot eli kierrot
R,z = (x1,22) — Ry,

missd matriisi Reo on muotoa

__[cosp —singp
R(w)_(singo cosgp)'

Ry ()

(3) Reflektio eli heijastus

H:xz=(x1,22) — (1, —2x2)

H(x)

(4) Niisti yhdistetyt kuvaukset, joita ovat mm. heijastukset mie-
livaltaisten suorien suhteen ja kierrot maielivaltaisten pisteiden
ympdri. (Katso lisiksi lause 7.7.)

(5) Muita ei ole.

Todistus. Vain kohta (5) on hieman epétriviaali. Todistamme siité sa-
man tien n-ulotteisen version. Olkoon f : R™ — R" isometrinen bijek-
tio, siis

1f(2) = FWll = lle —yll Vz,y € R™.
Yhdistetéén sithen translaatio T_ ;(gy. Néin saadaan isometrinen bijektio
T_ () o [, jolle 0 on kiintopiste. Riittéé todistaa, ettd se on yhdistetty
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kuvaus kierrosta ja heijastuksesta H. Voimme siis olettaa, ettd f(0) = 0,
jolloin erityisesti
@) = [lz]] Ve e R".

Lineaarialgebrasta muistamme mééritelmén, jonka mukaan R™:n li-
neaarikuvaus, joka siilyttédd normin, on ortogonaalinen. Yhdistamalla
kuvaukseen tarvittaessa heijastus saadaan sille determinantiksi positii-
viluku, itse asiassa +1, jolloin kuvaus siilyttdd suunnistuksen. 2—, ja
3—ulotteisia suunnistuksen siilyttitivid ortogonaalikuvauksia sanotaan
kierroiksi; 2-ulotteisessa tilanteessa kierto on lauseessamme viitettya
muotoa?7.

Todistettavaksi jidi siten vain se, ettd jokainen origon kiinnittéiva
isometrinen kuvaus f : R — R” on lineaarinen. Tdmé seuraa siité,
ettd se ensinnékin séilyttad sisdtulon R™:ssé, koska

le = yl* = (z =y, 2 —y) = |]2[]* = 2(2,y) + |lyl* Vz,y € R
= (f(2),f(W) = 5(If(=) = FWII* = [1F @I = [1F@)I)

= 5 (llz = ylI* = {l«[I* = llyl[*)

= (7,9),

(
1
2

—

ja toisekseen tilloin jokainen f(ax+ fy) —af(z)— B f(y) on nolla, koska
sen sisdtulo mielivaltaisen alkion f(z) € R? (todella, kaikki R™:n vekto-
rit ovat tétd muotoa, koska f on surjektio.) kanssa hiviéé, onhan

(flaz + By) — af(x) = Bf(y), f(2)) =
= (f(axz + By), f(2)) — (f(ax), f(2)) — (f(By), f(2)) =
= (ax + By, 2z) — (ax,z) — (By, z) = 0.

OOlemme kiinnostuneita tasokuvioiden symmetriaominaisuuk-
sista. Yhteyden ryhmiin antaa seuraava havainto:

7.5.  Huomautus ja mddritelmd. Olkoon T C R? tasokuvio. Niiden
liikkkeiden f € M joukko, joille T on invariantt,

Gr={fe M| f(T)=T},

on ryhmén M aliryhmé. Se on nimeltisin T:n symmetriaryhmd®® Gr.

273 ulotteinen kiertomatriisi esitelldsin luvussa 8.
28Fri asia kuin symmetrinen ryhmé.
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7.6.  Esimerkkeji. (1) Olkoon T origokeskinen ympyrd. G muodos-
tuu selvistikin kaikista niistd liikkeisté, joissa origo ei liiku. Se on siis
ylinumeroituvasti ddreton ryhmaé, jonka virittévit rotaatiot ja heijastus
H.

(2) Olkoon T kuvan mukainen origokeskinen neli. 7' = [—1, 1]2.

0.1)

(1,0)

Gr muodostuu nyt vain rotaatioista Rz, Ry, R:%r, identtisesta ku-
vauksesta ja edellimainituista yhdistettynid heijastukseen. Se on siis
dérellinen ryhmé, jonka virittéviit rotaatio Rz ja heijastus H.

(3) Olkoon T kuvan mukainen #éreton suoraparvi.

Ylinumeroituvasti déiretén ryhmé Gp muodostuu nyt kaikista suo-
raparven suuntaisista siirroista, niité vastaan kohtisuorasta raidan levey-
den pituisesta siirrosta, heijastuksesta parveen kuuluvan origon kautta
kulkevan suoran suhteen, kierrosta R, ja niistd yhdistetyistd kuvauk-
sista.
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(4) Olkoon T kuvan mukainen #éreton verkko.

NN
XN N

Numeroituvasti déretén ryhmé G muodostuu nyt kumpienkin suo-
raparvien suuntaisista verkkosuunnikkaan ao. sivun monikertojen mit-
taisista siirroista, kulman 7 suuruisista kierroista verkon solmukohtien
suhteen ja néistd yhdistetyistd kuvauksista.

Esimerkeisté nikyy, ettd melko samankaltaisten kuvioiden symmet-
riaryhmit saattavat olla kovin erilaisia. Osoittautuu kuitenkin, ettd
mahdollisia tasokuvioiden symmetriaryhmid on olemassa vain véhén.
Aluksi huomataan, etté itse asiassa tason liikkeitéikin on vihemméin kuin
saattaisi lauseen 7.4. valossa #kkisiltéddan luulla.

7.7. Lause. Jokainen tason litke on jokin seuraavista

(1) Kierto jonkin pisteen ympdri

(2) Siirto

(3) Siirtoheijastus, eli siirto ja sen jilkeen heijastus siirron suuntai-
sen suoran, akselin suhteen.

Erityisesti kierron ja heijastuksen yhdistelmd on aina siirtoheijastus

Todistus. Perustuu lauseeseen 7.4.(5). Kannattaa aluksi piirrelld ku-
vioita vakuuttuakseen lauseen todenperiisyydestid. Liikkeet voi heti ja-
kaa suunnistuksen séilyttiviin ja kiddntéviin.
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Kukat. Luokitellaan #érelliset tasokuvioiden symmetriaryhmiéit:

7.8. Lause (Leonardo da Vinci?®). Tasokuvion ddrellinen symmet-
riaryhmd on aina jokin seuraavista

(1) syklinen ryhmd C,, joka muodostuu kierroista saman pisteen.
kuvion symmetriakeskuksen suhteen, siis origon ollessa sym-
metriakeskuksena kuvauksista R, Roo,...,Rno = Ro, missd

a= 2" 4(C,) = n.

n

%@@9 5

(2) dihedraalinen ryhmd D,,, joka muodostuu edelld mainittujen li-
siksi n:std heyjastuksesta symmetriakeskuksen kautta sopivasti
sijoitetun sddnnollisen n—kulmion kdarkiin ja sivujen keskipistei-
siin kulkevien suorien suhteen. #(D,) = 2n. Huomaa pélli-ja
pyorikuvioiden ero: pollé on symmetrisempi.

Todistus. Kuten edellinen.

g

29Teonardo keksi tdmin lauseen suunnitellessaan symmetrisid kirkkoja. Todis-
tus ja ryhmaikisite ovat tietysti myohempii.
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Lukijan tehtéviksi jdd — kuten moni muukin hauska asia téssd lu-
vussa — muodostaa kertolaskutaulut joillekin dihedraalisille ryhmille.
Siind yhteydessd voi huomata esimerkiksi, ettd syklinen ryhmi Cy ja
dihedraalinen ryhm# D; ovat isomorfisia, mutta muodostuvat eri ku-
vauksista.

Naiin on dérelliset tasokuvioiden symmetriaryhmét luokiteltu. Huo-
miota herédttdd, ettd niilld kaikilla on symmetriakeskus eli invariantti
piste. Siksi niitd sanotaan tavallisesti pisteryhmiksi.

Sen 17 seindpaperia. Alamme tarkastella direttomis tasokuvioiden
symmetriaryhmié. Némé# on tapana jakaa diskreetteihin ja jatku-
viin.

7.9. Madritelmd.

(1) Olkoon G C Sg ryhmé joukon E bijektioita itselleen, laskutoimi-
tuksena kuvausten yhdistdminen. Alkion x € E rata on joukko

G(z) = {g(z)|g € G}.
(2) Ryhmi avaruuden R™ bijektioita itselleen on diskreetti, mikili
miki#in piste x € R™ ei ole ratansa kasautumispiste.

7.10. Esimerkkejd.

(1) Jokainen #érellinen ryhmé avaruuden R™ bijektioita itselleen on
diskreetti. Koko symmetrinen ryhmé Sg» ei ole diskreetti, ei
liioin tason symmetriaryhmi Grz.

(2) Seuraavat ovat esimerkkejd tasokuvioista, joiden symmetriaryh-
mé on diskreetti, mutta déreton:

00 600 60 60 60 60 60 60 060
@)

vy ¥V V¥V ¥V ¥V ¥v ¥WVv ¥V ¥
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(®)

(6)

@)

Kuvioiden (1) - (7) symmetriaryhmit jéttévit eréiéin suoran inva-
riantiksi. Niitd sanotaan friisiryhmiksi. On olemassa tédsmiilleen ylld
kuvatut 7 friisiryhméé. Seuraavien sivujen kuvioiden symmetriaryhmiét
eivit jatd mitddn suoraa invariantiksi. N&itd ryhmid sanomme tapetti-
ryhmiksi. On olemassa vain kuvatut 17 tapettiryhméé (Fedorov 1891).
Kaikkia on kiytetty runsaasti ornamentiikassa?°

30 Alhambran mosaiikeissa on 13 eri symmetriaa, Toledosta 16ytyy vield kaksi
lisad.
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§8%8 8888 8388 4888

§828 8838
§828 €838
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§8%3
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Irti tasosta. On mahdollista luokitella saman tapaisin menetelmin
myos useampiulotteisten kappaleiden symmetriaryhmid. Esimerkiksi
sddnnollisilld monitahokkailla on verrattain yksinkertaiset dérelliset sym-
metriaryhmét. Tapettiryhmien vastineina syntyy kolmiulotteisessa ava-
ruudessa ryhmié, jotka kuvaavat esimerkiksi kemiassa ja kiinteédn olo-
muodon fysiikassa tirkeitd mahdollisia kidehilarakenteita. Adrellisii on
32 ja varsinaisia dérettomii kristallografisia ryhmi on 230 erilaista. Nel-
jannessé ulottuvuudessa ryhmié saadaan 4783 kpl ja ylemmissd ulottu-
vaisuuksissa vield enemmén, kuitenkin aina dérellinen méira.

Euklidisen avaruuden ohella myts muiden metristen avaruuksien,
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vaikkapa pallon pinnan isometriset bijektiot muodostavat kauniita ja
mielenkiintoisia — itse asiassa hyvinkin merkityksellisi& ryhmis. Seuraa-
vassa luvussa toteamme sitéd paitsi, ettd myos edelld sivuuttamillamme
jatkuvilla ryhmill& on samantapainen merkitys symmetrian kuvaajina.
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8. KLASSISET LIEN RYHMAT

Klassiset Lien ryhmét ovat vektoriavaruuden lineaarikuvausten —
yhtélailla matriisien — muodostamia topologisia ryhmiid. Ne ovat esi-
merkki matematiikan eri alojen, téssi lineaarialgebran, ryhméteorian ja
differentioituvien pintojen seki useampiulotteisten monistojen3! teorian
synteesisti. Lisdksi niilld on merkitystd modernin fysiikan perustana.

Lien ryhmiit.

8.1 Mddritelma.

(1) Topologinen ryhmd on ryhmé G, joka on varustettu sellaisella
topologialla, ettd laskutoimitus on jatkuva kuvaus G x G — G
ja alkion kd#ntédminen on jatkuva G — G.

(2) Reaalinen Lien ryhmd eli jatkuva ryhmd on ryhméd G, joka on
samalla varustettu differentioituvalla struktuurilla, siis monisto,
jossa ryhmén laskutoimitus ja kdédntdminen ovat differentioituvia
kuvauksia3?.

(3) Kompleksinen Lien ryhmd on ryhmé G, joka on samalla komplek-
sianalyyttinen monisto, jossa laskutoimitus ja kdédntdminen ovat
analyyttisia kuvauksia.

Topologisten ryhmien merkitys perustuu suureksi osaksi siihen, etta
niisséi on — kuten ryhméssid (R™,+) — mielekéstd puhua translaa-
tioista, tosin erikseen vasemman- ja oikeanpuoleisista, siis kuvauksista
x +— hzx ja x — xh. Translaatiot ovat homeomorfismeja. Jos ryhmin
topologia on ”lokaalisti kompakti”, kuten yleensi onkin, niin topolo-
gisessa ryhmaésséd on olemassa Lebesguen mitan vastine, Haarin mitta,
joka on translaatioinvariantti. Tadmé# tekee mahdolliseksi harrastaa in-
tegraalilaskentaa. Ilmio on tuttu esimerkiksi ympyrén kehélté, joka on
topologinen ryhmé luonnollisella topologiallaan ja laskutoimituksellaan,
joka on kulmien yhteenlasku modulo 27. Haarin mitta on téll6in kaaren
pituus eli tasainen jakauma viililld [0, 27]. Fourier-analyysi ja yleisem-

31Liite M

320n yhdentekevis, minks kertaluvun differentioituvuuden asetamme pohjaksi
Lien ryhmén mééritelmélle. Vuonna 1900 maailman matemaatikoiden kongressissa
Pariisissa DAVID HILBERT esitti kuuluisat 23 probleemaansa, joista viides koski
titid asiaa. Hilbert tiesi jo, ettd jokainen C*—mielessi (0 < k) Lien ryhmé voidaan
varustaa yhteensopivalla C*° —Lien ryhmén struktuurilla, itse asiassa jopa reaaliana-
lyyttisen eli C¥ —ryhmén struktuurilla. Avoimena oli kysymys siitd, voidaanko samaa
sanoa tapauksessa C?. Mydnteisen vastauksen todistivat oikeaksi J. V.NEUMANN
kompakteille ryhmille 1933 ja MONTGOMERY ja ZIPPIN yleisessd tapauksessa 1952.
Heidén lauseensa sanoo: Kaikki dédrellisulotteiset, lokaalikompaktit separoituvat met-
riset lokaalisti yhteniiset topologiset ryhmét ovat Lien ryhmii.
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min harmoninen analyysi tutkii nditd ilmivitd. Emme syvenny tdhin
aiheeseen, vaan keskitymme esitteleméén klassisia Lien ryhmié.

Klassiset Lien ryhmiit.

8.2. Esimerkkejd.

(1) Topologisia ryhmié ovat kaikki Lien ryhmét.

(2) Reaalisia Lien ryhmié ovat mm. (R"™,+), kaikki kompleksiset —
erityisesti alla kohdassa (3) mainitut — Lien ryhmét ja seuraavat
ryhmiit, jotka ovat n X n—matriisien avaruuden R"*" = R
osajoukkoja, itse asiassa alimonistoja:

GL(n,R) = Aut(R") = kiiéintyviit n X n—matriisit
= lineaariset bijektiot R® — R™ (General Linear )
Erityisesti R:n multiplikatiivinen ryhmé on GL(1,R)
SL(n,R) = n x n—matriisit, joiden determinantti on 1
(Special Linear )
O(n,R) = ortogonaaliset n x n—matriisit
= sisdtuloavaruusisomorfismit R" — R"™ (Orthogonal )
SO(n,R) =0(n,R)NSL(n,R) (Special Orthogonal )
U(n,C) = unitaariset n X n—matriisit
= sisétuloavaruusisomorfismit C" — C" (Unitary )
SU(n,C)=U(n,C)NSL(n,C) (Special Unitary )

(3) Kompleksisia Lien ryhmid ovat samaan tapaan itse (C",+) ja
kompleksiset matriisiryhméit

GL(n,C) = Aut(C") = kiifintyvit n x n—matriisit

= C — lineaariset bijektiot C" — C"

SL(n,C) = n X n—matriisit, joiden determinantti on 1.

N4itd sanomme klassisiksi Lien ryhmiksi. Seuraavassa késittelemme vain
reaalisia.

Tunnemme lineaarialgebrasta klassisten Lien ryhmien algebrallisia
ominaisuuksia. Kiinnitimme huomiota differentioituvaan puoleen esi-

merkkeind ortogonaaliryhmit SO(2,R), O(2,R), SO(3,R), ja O(3,R).

8.8. Esimerkki (SO(2,R) ja O(2,R)). Siséituloavaruusisomorfismit, eli
isometriat R? — R?, joilla origo on kiintopisteens, ovat lauseen 7.7.
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mukaan tédsmaélleen kierrot origon ympéri, heijastus z—akselin suhteen
ja niistd yhdistetyt kuvaukset. Kierrot muodostavat tdsmélleen ryhmén
SO(2,R), kierrot ja heijastus yhdessé virittdvit ryhmén O(2, R).

P

kierto @ kierto @ o heijastus H

Tarkastellaan aluksi pelkkid kiertoja. Kierron voi ilmaista antamalla
kiertokulman ¢ € R/27Z = S! | ja ryhméné onkin

SO(2,R) = S' = ympyri,

samoin topologisena avaruutena ja monistona. Asian voi perustella seu-
raavasti. Kulman ¢ kierron matriisi on

kiertomat(¢) = (Z:ﬁj _Czianj)) .

Kuvaus "kiertomat” on jatkuva R — R2*2, koska sen komponentit,
matriisielementit +cos¢ ja 4 sin¢ ovat sitd. Samasta syystd se on
differentioituvakin. Kuvaus ”kiertomat” voidaan tulkita kuvaukseksi
my6s ympyrialtd matriisiryhmélle, koska se vie 27:n monikerralla eroavat
pisteet yhteen. Itse asiassa ”kiertomat” on homeo- jopa diffeomorfismi
ympyriltd kuvajoukolleen SO(2,R), joka siis on monistona ympyrin
kanssa isomorfinen.

Ryhmé O(2,R) siséltédd myos heijastuksen. Sekéd ryhméni ettd to-
pologisena avaruutena ja monistonakin on

O(2,R) = S* x {—1,1}.

Tamékin on heuristisesti uskottavaa asiaa , koska tason ortogonaaliku-
vaus epéileméttd muodostuu kierrosta ja mahdollisesti sen alla yhdesté
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heijastuksesta, jonka mukanaoloa tai olemattomuutta voi merkitd esim.
indeksilld 1 tai —1. Asiaa voi perustella tarkemmin laskemalla matrii-
seja. Kierretyn heijastuksen matriisi on

e s cos¢  sing

peilikiertomat(¢) = (Sin 6 — cos ¢> .
Myos kuvaus ” peilikiertomat” on jatkuva ja jopa differentioituva lokaali
injektio R — R?2*2. Sekin voidaan tulkita injektioksi ympyraltid mat-
riisiryhmiélle, ja on diffeomorfismi ympyréltd kuvajoukolleen, joka muo-
dostuu kaikista kierroista yhdistettyné yhteen heijastukseen. Kuvausten
"kiertomat” ja ”peilikiertomat” kuvajoukot ovat erillisié, silld determi-
nanttifunktio det on jatkuva R?*? — R, mutta saa O(2,R):ssé vain
arvot 1 ja —1, ensin mainitun kierroille ja jéalkimmaéisen heijastuskier-
roille. Topologisena avaruutena ryhméllda O(2,R) on siten kaksi yhte-
néistd komponenttia, joista kumpikin on ympyrin kanssa isomorfinen,
toisin sanoen

O(2,R) = S* x {—1,1}.
ja neutraalialkion sisiltéivd komponentti on aliryhmi SO(2,R).
8.4. Esimerkki (SO(3,R) ja O(3,R)). SO(3,R) muodostuu kolmi-
ulotteisen avaruuden kierroista origon kautta kulkevien akseleiden ym-
péiri. Kunkin kierron voi karakterisoida kolmella reaaliluvulla, esimer-

kiksi kiertoakselin suunnan méérittelevilla kahdella kulmalla ja kierron
suuruudella tai — kuten seuraavassa tehdaan — Fulerin kulmilla

X" X
o €[0,27), B € [0,7) ja v € [0,27),
jolloin vastaava matriisi on tulo
cosy sinvy 1 cos 1 —sinf3 cosa sina 1
—siny cosy 1 0 1 0 —sina cosa 1
0 0 1 sin 0 cosf 0 0 1
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Kuten tason kiertojen tapauksessa muodostuu nytkin kaikkien isometris-
ten lineaarikuvausten ryhmi O(R, 3) téllaisista kierroista ja heijastuk-
sesta, jossa determinantti vaihtuu 1:std —1:een. Topologisella ryhmaélld
O(3,R) on kaksi yhtendistd komponenttia, jotka ovat diffeomorfisia kes-
ken#én ja joista toinen on aliryhmd SO(3,R).

Lokaali isomorfia. Edellisissé esimerkeissi nikyy, ettd kaksi Lien ryh-
méai voivat olla ”lokaalisti isomorfisia” olematta isomorfisia. Asetamme
tarvittavan méiritelmén:

8.5. Midritelmd. Lien ryhmét G ja H ovat lokaalisti isomorfisia, mikéli
niiden neutraalialkioilla e ja e’ on ympéristot U ja V', ja ndiden vililld on
diffeomorfismi, joka siilyttia kaikki kysymykseen tulevat ryhmétulot.

8.6. Esimerkki. Lien ryhmét SO(3,R) ja O(3,R) ovat lokaalisti isomor-
fiset, kiiyhéin etsityksi ympiéristoksi itse SO(3,R) ja diffeomorfismiksi
sen upotus O(3, R):één.

O(3,R) on epidyhtendinen, nimittiin kahdesta yhtendisestd kom-
ponentista muodostuva ryhmé, joka osoittautuu lokaalisti isomorfiseksi
toisen komponenttinsa kanssa. Ei pidd kuitenkaan luulla, etteiviit kaksi
lokaalisti isomorfista Lien ryhméi# voisi olla kumpikin yhteniisid ole-
matta isomorfisia:

8.7. Esimerkki. Lien ryhmini ympyrda ST = SO(2,R) ja suora R ovat
lokaalisti isomorfiset, kiiyhén etsityksi ympéristoksi esimerkiksi vili | —
7, 7[C R ja diffeomorfismiksi

(*) © — e,

Kaava () méérittelee itse asiassa lokaalisti injektiivisen reaalianalyytti-
sen surjektion, peitekuvauksen R — S'. R on S':n co—kertainen peite.

Seuraava esimerkki samasta asiasta on vihian vihemmaén triviaali.

8.8. Esimerkki. Lien ryhmét SO(3,R) ja SU(2,C) ovat lokaalisti iso-
morfiset. Témén asian ymmaértidd parhaiten tulkitsemalla ortogonaali-
kuvausryhmiin SO(3,R) R?:n yksikkopallon S? suunnistuksen siilyt-
tdvien isometrioiden eli pallon kiertojen ryhmiksi. Toisaalta pallolla
on luonnollinen yhteys kompleksilukuihin, samaistaahan stereografinen
projektio Riemannin pallon S? kompleksilukujen tasoon 6, johon
on otettu mukaan &direttomyyspiste vastaamaan projektiokeskusta eli
pallon pohjoisnapaa.
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Ei ole kovin vaikeaa kompleksianalyysia33 osoittaa, etti pallon kier-
toja vastaavat kompleksitasossa C tésmilleen ne ensimméisen kertalu-
vun rationaalikuvaukset, jotka ovat muotoa

(%) w:z—w=w(z)= 7_%2:2

missé a ja b € C ja ainakin toinen niistd on nollasta eroava. Sanomme
nditd Mobius-kierroiksi. Laventamalla rationaalilauseketta (x) tarvit-
taessa voidaan olettaa, ettd |a|? 4+ |b|?> = 1. N&in teemmekin, ja nimi-
tdmme matriisia

a b
(+%) (—b a)
Mobius-kierron w : z — w(z) = % matriisiksi Mat(w).

Toisaalta SU(2,C):n alkiot, unitaariset 2 x 2—matriisit, ovat tés-
milleen muotoa (#*), missi determinantti |a|? + |b|> = 1. Laskemalla
kahden Mobius-kierron yhdistetyn kuvauksen huomaa heti, ettd kuvaus,
joka SU(2, C)—matriisiin liitt#d vastaavan Mobius-kierron, on ryhmé-
homomorfismi ja tietysti surjektio Mobius-kiertojen ryhmiille, joka on
SO(3,R), koska Mobius-kierrot ovat bijektiota vaille samoja kuin pallon
kierrot. Saatu surjektiivinen ryhmidhomomorfismi

0 : SU(2,C) — SO(3,R)
33Ks. esim Nevanlinna—Paatero: Funktioteoria § 3.14.
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el ole aivan injektio, vaan matriisit M € SU(2,C) ja —M esittavit
samaa kiertoa: (M) = @(—M). Muut esittivitkin sitten eri kiertoja
— homomorfismin ¢ ydin on {I, —1I}, missd I on 2 x 2—yksikkomatriisi.
Olemme loyténeet isomorfismin tekijaryhmiille

SO(3,R) = SU(2,C)/{I,~I}.

SU(2,C) on SO(3,R):n kaksinkertainen peite. Loytdmadmme peiteku-
vaus ¢ on jatkuva, jopa lokaali diffeomorfismi.?* Tissi esimerkissi varsi-
naisesti etsimiksemme lokaaliksi isomorfismiksi Lien ryhmien SU(2, C)
ja SO(3, R) vilille kelpaa siten kuvaus ¢, kunhan se rajoitetaan sopivaan
neutraalialkion I € SU(2,C) ympéristoon.

Kaikki nelja edellisen esimerkin Lien ryhm#d ovat tosin yhteni-
sid, mutta eivit kaikki yhdesti yhteniisid. Suora on yhdesti yhtenéinen,
mutta ympyri S! ei. SU(2,C) on homeomorfinen C?:n eli R*:n yksik-
kopallon pinnan eli S%:n kanssa ja siis yhdesti yhtenidinen. Siitd anti-
podaaliset pisteet samaistamalla saatu ortogonaaliryhmé SO(3,R) on
homeomorfinen ns. projektiivisen avaruuden P3 kanssa eiki yhdesti yh-
tendinen. Tamé&n voi todeta huomaamalla, ettd yhdesti yhtendisyyden
estiviiksi kutistumattomaksi lenkiksi kelpaa meridiaani, joka yhdistda
pohjoisnavan eteldinapaan, joka on samaistettu pohjoisnapaan.

Ryhmén topologia, erityisesti sen yhtenéisyysominaisuudet ovat lo-
kaaleista isomorfismeista puhuttaessa tirkei asia, silli pitee

8.9. Lause. Kaksi yhdesti yhtendisté Lien ryhmdd ovat isomorfisia
aina ja vain ollessaan lokaalisti isomorfisia.

Tll& lauseella on merkitysté kaikille Lien ryhmille — kuten esimerk-
kiemme valossa saattaa arvata.

8.10. Lause. Jokainen Lien ryhmd on jonkin yhdesti yhtendisen Lien
ryhmdn Lien tekijiaryhmd.

Emme todista kumpaakaan néisté lauseista, emmeké edes ole méé-
ritelleet, mitd tarkoitetaan Lien ryhmén Lien tekijaryhmalla.

Lien ryhmén Lien algebra.

8.11. Johdanto. Mielivaltaisen pieni neutraalialkion e ympéristo méaras
edelld sanotun mukaan yhdesti yhtendisen Lien ryhmén G isomorfismia

34SU(2)-matriisien tulkinnan avaruuden kiertoina voi esittéi hieman toisinkin.

Liitetdan SU(2)-matriisiin M R3:n kuvaus (z,y,2) — H = ( vz _Zy) —

zZ+1y -z
K=MHM ! — (K11,Im(K21), Re(K21)). Osoittautuu, etté se on ylld konstruoitu
kierto.
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vaille ja mé#éritelmén mukaan jokaisen Lien ryhmén lokaalia isomorfiaa
vaille. Mielivaltaisen pienté alkion e ympéristoda on differentiaalilasken-
nassa totuttu edustamaan tangenttiavaruudella 7., jota yritdmme ha-
vainnollistaa puutteellisella 2-ulotteisina kuvalla:

Téssd tdmé ei kuitenkaan sellaisenaan riité, silld esimerkiksi Lien
ryhmit SO(3,R) ja R?, ovat kumpikin 3-ulotteisia, mikd merkitsee,
ettd kummankin tangenttiavaruuskin on 3-ulotteinen — ja siis vekto-
riavaruutena sama. Sopivasti paranneltuna tangenttiavaruus kuiten-
kin saadaan kantamaan koko neutraalialkion ympéristod kuvaavaa in-
formaatiota. Kikka on siini, ettd siind otetaan kiyttoon vektoriava-
ruussadntojen lisdksi uusi laskutoimitus, Lien sulkeet kuvaamaan ryh-
mén laskutoimitusta. Vaikka konstruktio tehdédén neutraalialkion koh-
dalla, se kuvaa ryhmén rakennetta kaikissa pisteissi, silld koko ase-
telma voidaan siirtiid mielivaltaisen pisteen a € G kohdalle translaatiolla
V,: G — G :x+— ax, joka on diffeomorfismi, jolloin sen derivaatta DV,
on isomorfismi 7, — T,.3°

8.12. Madritelmd. Tarkastelemme aluksi erikoistapauksena klassisisia
Lien ryhmii, jotka ovat matriisiryhmis, siis GL(R,n):n aliryhmia®®.

3575114 on mielenkiintoinen seuraus. Olkoon X, € T, \ {0}. Tillsin X, =
DV, (Xe) on kaikkialla nollasta eroava differentioituva vektorikenttd monistolla G.
Lien ryhmi G voidaan siis "kammata ilman jakausta tai pyorrettd” toisin kuin esim.
tavallinen pallo S2 C R3. Erityisesti Sy ei ole varustettavissa Lien ryhmén ra-
kenteella, miki selittdd seuraavilla sivuilla esiintyvien tangenttiavaruutta esittdvien
kuviemme vajavaisuutta.

36ja alimonistoja
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Neutraalialkiona on ykkkosmatriisi

10...0
1 01...0
00...1

Klassissen Lien ryhméin G tangenttiavaruus neutraalialkion I kohdalla3”
g muodostuu kaikista I:n kautta kulkevista moniston G differentioitu-
vista kiyristd samaistaen kéiyrit, joilla on sama derivaatta I:n kohdalla.

Tangenttivektoreita ovat siis viime kiddessd ndmé derivaatat, jotka
klassisen Lien ryhmén tapauksessa ovat matriiseja. Tangenttiavaruus
on monistosta G periytyvine laskutoimituksineen vektoriavaruus, jonka
laskutoimitukset ovat tavalliset matriisien yhteenlasku ja luvulla kerto-
minen.

Neutraalialkion ympéristossd tangenttiavaruus g sivuaa monistoa G
ja ympéristossi olevat matriisit ovat muotoa

Ai:I—i_GV;?

missé € on pieni luku ja V', on matriisi, jolle ||[V|| = 1.3®

>

V' ei yleensd kuulu ryhméédn G, mutta kuuluu ainkin rajalla € — 0
tangenttiavaruuteen g. Ryhmétoimitus — matriisien kertolasku — antaa

37Liite M.

38 Matriisien vektoriavaruus R on varustettu jollakin normilla, esimerkiksi
operaattorinormilla tai euklidisella normilla. Emme sano mitd normia kiytdmme,
koska kaikki normit Harellisulotteisessa avaruudessa R kuitenkin antavat saman
topologian.
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kahteen tillaiseen sovellettuna
<I+61‘/1)(I—|-62V2) :I+€1V1—|—62V2—|-6162V1‘/2

Ensimmaéisen kertaluvun (yksi epsilon) tarkkuudella eli tangenttiavaruu-
dessa se siis vastaa matriisien yhteenlaskua, mutta toisessa kertaluvussa
on G:n ryhmétoimituksen epikommutatiivisuutta heijasteleva matriisi-
tulotermi V; V5, josta teemme kaipaamamme lisidstruktuurin tangenttia-
varuuteen.

8.14. Midritelmd. Klassisen Lien ryhmén G Lien algebra g on tangent-
tiavaruus 17 varustettuna vektorilaskutoimitustensa lisidksi laskutoimi-
tuksella

[(X,Y]=XY -YX,

jota sanotaan Lien tuloksi, Lien sulkeiksi, tai kommutaattoriksi.

Olemme tangenttivektoreita tutkiessamme ajautuneet algebrasta
differentiaaligeometriaan, jota tarvittaisiin lisd#, jos haluaisimme m#é-
ritelld Lien algebran mielivaltaiselle Lien ryhmille. Tarkoitus ei kuiten-
kaan ole laajasti ruveta pohtimaan téité, vaan valaista asiaa tarkastele-
malla lihemmin klassisia esimerkkeja.

8.15. FEsimerkki. Palaamme tilanteeseen, jossa Lien ryhmé& on jokin
edelld esitellyisti GL(n, R):mn aliryhmistd. G:n tangenttiavaruus g neut-
raalialkion e = I kohdalla koostuu kaikista matriiseista

dA(t)
X = dt ‘t:O’

missd t — A(t) on kiyrd G:ssd, siis kuvaus janalta G:lle, ja liséksi
A(0) = I. g on ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja sille voidaan muodos-
taa kanta seuraavasti: G muodostuu joukosta matriiseja, joiden elemen-
tit riippuivat differentioituvasti joistakin (minimaalisen monesta) para-
metreistd x1,...,x,. g:n vektoriavaruuskanta saadaan derivoimalla G:n
yleinen alkio

a11(x1, ..., xK) .. aip(T1,...,Tk)

an1(T1, -y Tk) o Apn(T1, ..., Tk)

kunkin parametrin z; suhteen kohdassa I = A(0....,0). Kutakin para-

0A

metria x; tulee siis vastaamaan tangenttivektori X; = 3—’x—0‘
. o=
J

g on
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nédiden virittdmé vektoriavaruus. Lukija laskekoon tdmén tapauksessa
SO(3,R). Tuloksena on:

Lien ryhm& Tangenttiavaruus
) gl(n,R)=R"""
(n,R) sl(n,R)={M € R"*"|jalki(M) = 0}
(n,R) o(n,R)={M € R"™™| M : n transpoosi on — M}
SO(n,R) so(n,R) =o(n,R)Nsl(n,R)
(n,C) wu(n,C)={M € R"™™|M :n transpoosi on — M}
(n,C) su(n,C)=u(n,C)Nsl(n,C)

Sen sijaan ettd todistelisimme niitd asioita, katsomme mitd hyotyd Lien
algebrasta voisi olla. Ainakin Lien algebra on alkuperiistid ryhméé sikéli
miellyttéavampi objekti, ettd se on vektoriavaruus. Tiatd voi kiyttad
alkuperdisen ryhmén tutkimiseen, silli Lien ryhmi médrdytyy lo-
kaalia isomorfiaa vaille Lien algebrastaan. Erityisesti kommutatii-
vinen Lien ryhmé, jolla ilmeisestikin on triviaali Lien tulo [X,Y] = 0,
méidrdytyy lokaalia isomorfismia vaille pelkistd dimensiostaan.

Téamé yksikésitteinen médrdytyminen ei ole pelkki teoreettinen ole-
massaolo- ja yksikésitteisyyslause, vaan klassisen Lien ryhmén neutraa-
lialkion ympéristo voidaan laskemalla rekonstruoida Lien algebrasta eks-
ponenttifunktion avulla:

8.16. Magdritelmd. Olkoon X € R™™ = gl(n,R). Maérittelemme:

oo

1 .
eX = — X7,

§=0
Sarja suppenee, kun || X|| < 1.

8.17. Lause.

(1) deteX = KX,

(2) Jos XY =YX, niin eXY = eXe¥

(3) Eksponenttifunktion exp : gl(n,R) — GL(n,R) derivaatta ori-
gossa on identtinen kuvaus.

(4) Eksponenttifunktion exp : g — G derivaatta origossa on ident-
tinen kuvaus. Se kuvaa siis Lien algebran origon ympdriston
vastaavan Lien ryhmdn origon ympdristoksi.

Yhteys Lien ryhmien ja niiden Lien algebrojen vililla on siis ldhei-
nen. Itse asiassa tilanne on vield parempi. Lien algebrat voi nimittdin
karakterisoida aksiomaattisesti.
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Lien algebrat.

8.18. Midritelmd. Asrellisulotteinen vektoriavaruus V varustettuna li-
siiksi laskutoimituksella [X,Y] on Lien algebra, jos péteviit laskulait

X — [X,Y] on lineaarinen VY
[X, Y] =—[Y, X]
(X, [V, Z]] + [Y,[Z,X]] + |Z,[X,Y]] =0 (Jacobin identiteetti)

Osoittautuu, ettd jokaiseen &dérellisulotteiseen abstraktiin Lien al-
gebraan liittyy Lien ryhmé, jonka Lien algebra se on. Toisaalta Lien
algebrat tunnetaan ldhes kaikki — ns. puoliyksinkertaiset on luokiteltu.

Kun huomaamme, ettd Lien ryhmét olennaiselta osin pitévit sisél-
ld4n kaiken, mitd tarkoitamme dérettomélld eli jatkuvalla symmetrialla,
on ymmérrettavid, ettd Lien ryhmét ja algebrat ovat paras tyokalu,
jolla fysiikassa kuvataan luonnossa esiintyviéd sdénnonmukaisuuksia, in-
variansseja eli symmetrioita. Erityisen tarkeitd ovat Minkowskin avaruu-
den isometrisista isomorfismeista eli Lorentz—muunnoksista muodostuvat
ryhméit, ovathan luonnonlait erikoisen suhteellisuusteorian mukaan téssé
mielesséd invariantteja.
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LuTE M: PARI SANAA MONISTOISTA

M.1. Johdanto. Klassisissa Lien ryhmissd voi harrastaa differentiaali-
laskentaa — ne ovat monistoja. Monistojen teoria on se laaja mate-
matiikan ala, jota sanotaan differentiaaligeometriaksi. Esitédmme luvun
8 tarpeisiin médritelmén reaaliselle monistolle — oikeastaan vain R™:n
alimonistolle — ja sen tangenttiavaruudelle. Yleinen mééritelmé loytyy
luonnollisestikin kaikista differentiaaligeometrian tai Lien ryhmien kir-
joista.

M.2. Middritelmd. Euklidisen avaruuden R? siled pinta eli 2-ulotteinen
alimonisto on joukko G C R3, joka lokaalisti — siis jokaisen pisteensi x
ympiristossid — on jonkin jatkuvasti derivoituvan kuvauksen f: U — R
kuvaaja, missé U on avoin joukko jossakin R3m kolmesta koordinaatti-
tasosta.

N\
O

Useampaan ulotteisuuteen kaavamaisesti yleistien saadaan edelli-
sesté

M.3. Middritelmd. Euklidisen avaruuden R™™ n-ulotteinen alimonisto
on joukko G C R", joka lokaalisti — siis jokaisen pisteensid x ympéristossi
— on jonkin jatkuvasti derivoituvan kuvauksen f : U — R™ kuvaaja,
missé U on avoin joukko jossakin R™":n n—ulotteisista ”koordinaat-
titasoista”.

M.J. Midritelmd. Euklidisen avaruuden R™ " n-ulotteisen alimoniston
G tangenttiavaruus T, kohdassa x € G on edellisesséi médritelméssé
esiintyneen funktion f derivaatan kuvaaja. Se on mukavinta ajatella
siirretyksi origosta kulkemaan pisteen x € G C R™™ kautta.
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M.5. Huomautus. G:n tangenttiavaruus T, ei riipu funktion f valin-
nasta.

M.6. Huomautus. G:n tangenttiavaruus T, sivuaa monistoa G pisteessé
x. Tami tarkoittaa sitd, ettd jokaisen siledin kidyridn v :la,b[— G de-
rivaatta v/(tg) kohdassa, jossa 7(t9) = z, on tangenttiavaruuden T,
suuntainen.

Tangenttiavaruus yhtyy néiden derivaattavektoreiden joukkoon
{7/ (to)|y Ja, b[— G on siles kiyri, v(to) = },

jona sen voisi mééritelldkin. Téllaisella médritelmélld on se etu, etté se
kelpaa myos silloin, kun monisto G esitetéiin jossakin muussa muodossa,
esimerkiksi jonkin silefin funktion F' : R™"*™ — R™ ( rankF’(z) = m)
tasa-arvopintana tai — kuten klassiset Lien ryhmét luvussa 8 — pisteen x
ympéristo jonkin silein funktion ¢ : U — R™™™, kuvajoukkona , missi
U on avoin joukko R™:ssé.
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Tokihan n lineaarisesti riippumatonta tangenttiavaruuden vektoria
jo virittdd sen. Jos z = ¢(0), niin néiksi voidaan valita koordinaattiak-
selien kuvien muodostamien kiyrien

ti — gO(tl,...,tn)

derivaatat kohdassa ¢ = 0.

Klassisen Lien algebran kantavektorit muodostetaan néin.
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ALGEBRAN HISTORIAA:

000 ooD ooon ooon A oan 0D Ao AN NN aan
N A R O AT L A SR (R
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50 60 70 80 90

VMNP Y BRI S SRR TETERTT

100 200 300 400 500 600 700 800 900 21 %

gl

i
6

[

1 1 1 1
3 7 9 10

Hieroglyyfien numerot

Babylonialaiset kiyttiviit neljatuhatta vuotta sitten jo varsin ke-
hittynytta aritmetiikkaa nuolenpéékirjoituksissaan ja osasivat ratkaista
joitakin toisen asteen yhtéloitd. Muinaisesta Egyptistd on siilynyt kir-
juri Ahmosen laatima matematiikan oppikirja, ns. Rhindin papyrus.
Siitd voi padtelld, ettd egyptildiset eivit tunteneet toisen asteen yhtélon
ratkaisukaavaa. Deduktiivisen matematiikan kehdossa, Kreikassa, pai-
asiallinen kehitys tapahtui geometrian alalla, mutta algebraakin har-
rastettiin, etenkin lukuteoriaa. Pythagoras (n. 585-500 e.Kr.) ki-
sitteli kokonaislukujen nelididen summia ja pythagoralaiset kehittivit
itse asiassa uskontofilosofian, jossa kokonaislukuja palvottiin kaiken ole-
vaisen alkuna. Eukleideen (n. 300 e.Kr.) Alkeet kiisittelee algebraa
sekd geometrisesti ettd myos lukuteoreettisesti; alkulukuja todistetaan
olevan #drettomén paljon. Antiikin etevin matemaatikko, Arkhimedes
(287-212 e.Kr.) masrssi mlle likiarvon (329 < 7 < 31), "tyhjennys-
menetelmilld”, eli approksimoimalla ympyrén alaa sisé- ja ulkopuolelle
piirrettyjen sddnnollisten monikulmioiden avulla ja todisti integraalilas-
kentaa ennakoiden, ettd molemmat antavat saman raja-arvon. Samoihin
aikoihin Diophantos laski symbolein, harrasti lukuteoriaa ilman geomet-
rista taustaa ja etsi kokonaislukuratkaisuja kokonaislukukertoimisille yh-
téloille.

Numerojirjestelmédmme, ”arabialaiset luvut”, on tosiasiassa alku-
jaan intialainen. Hindulaiset matemaatikot (n. 200-1200) ottivat kiyt-
toon paikkajérjestelmén, johon kuului nollamerkki, negatiiviset luvut
(velat) ja muita uusia symbolisia merkintétapoja. He osasivat myos
laskea nelio- ja kuutiojuurilla. Noin 600-luvulta alkaen hindulaista ja
kreikkalaista traditiota jatkettiin etenkin arabiankielisessé kulttuuripii-
rissd. Arabit hyviksyivit irrationaaliluvut, mutta eivit negatiivisia. He
kisitteliviit sujuvasti 1., 2. ja eriissé erikoistapauksessa jopa 3. asteen
yhtaloitd. Tarkkoja todistuksia kreikkalaiseen tyyliin ei kuitenkaan an-
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nettu. Algoritmi (nimestéi Mohammed ibn Musa al-Khowarizmi (830))
ja algebra (edelld mainitun teoksesta ”Al-jabr w’al mugabala”; al-jabr
= palauttaminen. ) ovat alkujaan arabian kieltd. Suomeksikin kén-
netyn ”Viisaan viinin” ja muiden runoteosten tekijiand tunnettu Omar
al-Khaijam (1048?7-1122) oli my6s aikansa etevin matemaatikko3?.

Euroopassa keskiaika oli matematiikan kannalta hiljaista. Kannat-
taa mainita arabialaisten numeroiden yleistyminen soveltavalla puolella
ja Pisan Leonardon eli Fibonaccin (n. 1170-1250) lukuteoreettiset tar-
kastelut.

Renessanssin aluksi eurooppalaiset kiinnittivit huomionsa kreikka-
laisten saavutuksiin, mutta 1500-luvulta alkaen myos algebran kehitys
jatkui, aluksi vielépé voimakkaasti. Cardanon kaava 3. asteen yhtilon
ratkaisemiseksi tuli julki vuonna 1545. (Asiasta lisdé luvussa ”Radi-
kaalia”.) Negatiivisten lukujen nelijuuria alettiin kéiyttds symbolisena
laskuapuna. Nykyiset merkinnét laskutoimituksille, nelivjuurille, yh-
téaloille ja epéyhtiloille sekd muuttujille ja tuntemattomalle z otettiin
iy tto0m.

1600-luvulle tultaessa oli geometria edelleen dominoiva matematii-
kan ala, mutta algebra — etenkin lukuteoria — tuli nyt sen rinnalle en-
nen kaikkea siité syysté, ettd Descartes’in (1596-1650) suorakulmais-
ten koordinaattien jirjestelméllinen kiytto kytki luvut ja geometrian
toisiinsa luoden samalla pohjan derivaatan ja integraalin keksimiselle
ja raja-arvojen tutkimiselle. Samalla alkoi todenniikoisyyslaskenta ja
sen myotd kombinatoriikka. Pascal esitti binomikertoimet vuonna 1654,
Fermat jitti jalkipolville kuuluisan probleemansa kuollessaan v. 1665.
Girard muotoili algebran peruslauseen v. 1629 ja Leibnitz merkitsi
3 x 3—matriiseita indeksiparein 1693.

Lukujérjestelméiamme alettiin ymmértad 1700-luvulla, kun toisaalta
negatiiviset, irrationaaliset ja kompleksiset, toisaalta algebralliset ja
transkendenttiset luvut 16ysivit paikkansa. Euler todisti 1737 e:n ja
e?:m irrationaalisuuden ja yritti 1749 todistaa algebran peruslauseen.
d’Alembert kirjoitti v. 1747 kompleksilukuja muodossa a + by/—1.
Lambertin todistus 7:n irrationaalisuudelle on periisin vuodelta 1761
ja Lagrangen uraauurtavat tutkimukset polynomin juurten permutaa-
tioista vuodelta 1770. Lineaarialgebraa ennakoivat ”suorakulmalasku-
sddnnot” lineaaristen yhtéloryhmien ratkaisemiseksi. Téllaisia laativat
mm. McLaurin, Cramer ja Vandermonde. Karakteristisen yht#lon
ottivat kiyttoon Laplace, Lagrange ja Euler. Vuosisadan lopussa ta-
pahtui geometristen konstruktioiden alalla ratkaiseva ki#&nne. Gauss
(1777-1855) todisti v. 1796 algebrallisin menetelmin, ettd sddnnolli-

39Hinen algebrankirjansa suomennosta saanemme kuitenkin vield odottaa.
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nen 17-kulmio on konstruoitavissa harpilla ja viivoittimella ja 16ysi pari
vuotta myohemmin riittdvin ehdon n—kulmion konstruoituvuudelle,
joka oli erds muinaisten kreikkalaisten avoimista ongelmista. Vuonna
1837 Wantzel todisti Gaussin ehdon myos vilttaméattomiksi ja sivutuot-
teena téstd ratkesi myos kulman kolmiajakoa koskeva ongelma. Ympy-
rdn nelidintiongelma jdi téssd vaiheessa ratkaisematta, koska tieto m:n
transkendenttisuudesta puuttui vield lihes sadan vuoden ajan.
Abstraktin algebran alku sijoittuu vasta 1800-luvulle, jolloin mééri-
teltiin ryhmé, kunta ja algebra ja selvitettiin transkendenttilukujen ole-
massaolo ja ylemméin asteen polynomiyhtélon ratkeavuus. Determinantti-
ja matriisioppi kehittyi. 1800-luvun edistysaskelten luettelo on pitki:
Gauss keksi algebran peruslauseen todistuksen 1799 reaalisille ja
1848 kompleksisille kertoimille, Abel (1802-1829) todisti Lagrangen ja
Ruffinin téiden pohjalta erédén viidennen asteen yhtédlon ratkeamatto-
maksi ja otti kiyttoon lukukunnan kisitteen. Galois (1811-1832) loi
taydellisen teorian polynomiyhtéloiden ratkeavuudesta ja tdhén tarvit-
tavista kerroinkunnan laajennuksista. My6s normaali aliryhmé ja iso-
morfia ovat Galois'n keksintoji. Galois’n teoriaa kehitti edelleen Jordan
(1838-1922), jolta on perdisin Abelin ryhmé-nimitys, Jordan-Holderin
lause ryhmille (HOLDER 1859-1937), ja matriisien normaalimuoto. Sy-
low, joka tutki kertalukua p™ — misséd p on alkuluku — olevien aliryh-
mien olemassaoloa, eli vuosina 1832-1918. Abstraktin ryhmén kisite
on nykyisessi muodossa perdisin Cayleyltd (1821-1895), joka myds to-
disti, ettd kaikki ryhmét ovat realisoitavissa permutaatioryhminé ja otti
kiyttoon nimeddn kantavat luvut. Matriisi-nimityksen (1850) isé on
Sylvester. Hamilton (1805-1865) selvensi lopullisesti lukujérjestelmén
rakenteen esittédmiilld kompleksiluvut reaalilukupareina (1837, Gaussin
esitys v.1831 ei tullut julki); yleistyksené kompleksiluvuista Hamilton loi
kvaterniot, kunnan, jonka laskutoimitus ei kommutoi. Témén suuntai-
nen tutkimus tuli tavallaan tiensd péddhin vuonna 1878, kun Frobenius
(1849-1917) todisti, ettd R™ voidaan varustaa vinokunnan struktuu-
rilla vain, kun n = 1,2 tai 4. Frobeniukselta ovat periisin myos mi-
nimaalipolynomi (1878) (yksikisitteisyystodistus on Henselin, vuodelta
1904), matriisin ranki ja Cayley-Hamiltonin lauseen todistus. Ensim-
méisen transkendenttiluvun loysi Liouville (1889-1913) vuonna 1844.
Cantor (1845-1918) on keksinyt joukkojen mahtavuuden ja siitd seu-
raavan irrationaali- ja jopa transkendenttilukujen runsauden lisiksi ni-
meédn kantavan fraktaalisen joukon ja myos reaalilukujen esittéimisen
Cauchyn jonojen ekvivalenssiluokkina. Dedekind (1831-1916) puoles-
taan esitti tdmén kanssa ekvivalentin tavan reaalilukujen konstruoimi-
seksi rationaaliluvuista — Dedekindin leikkaukset — vuosina 1871-72.
Hén konstruoi myos kokonaisluvut joukko-opin avulla. Dedekind ja
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Weber tutkivat algebrallisin metodein kompleksimuuttjien algebrallis-
ten funktioiden muodostamia kuntia ja niiden avulla Riemannin pintoja
jatkaen néin Abelin tutkimuksia. Tissd yhteydessd he ottivat kiiyttoon
kunta-nimen. Kroneckerin algebrallisten lukujen teoria vuodelta 1887
esittédd algebralliset luvut aidon algebrallisesti polynomirenkaan Q[X]
pidideaalien avulla kiyttamétta kompleksi- tai edes reaalilukuja. Téasté
oli end# lyhyt askel aksiomaattiseen kunnan kisitteeseen, joka esiintyy
ensimmaéisen kerran Weberin (1842-1913) Galois’n teorian perusteita ké-
sitteleviissd kirjoituksessa vuodelta 1893. Hilbert (1862-1934) esitti 1897
algebrallisten lukujen teorian ja 1899 reaalilukujen postulaatit. Hermite
(1822-1901) todisti 1855, ettd hermiitisen matriisin ominaisarvot ovat
reaalisia ja 1873, ettéd e on transkendenttinen. Samaa menetelmié téy-
dentéen Lindemann (1852-1901) esitti m:n transkendenttisuustodistuk-
sen 1882. Kokonaislukujen Peanon (1858-1939) aksioomat ovat periisin
vuodelta 1889 ja joukko-opin Zermelon (1871-1953) aksioomat vuodelta
1908.

Algebran kehitys ei tietenkéién ole paittynyt vuosisatamme alkuun,
vaan 1900-luku on ollut uusien keksintojen aikaa. Katsausluontoinen yh-
teenveto nykyalgebran historiasta on Encyclopedia Britannicassa, joka
omistaa hakusanalle algebra parikymmenté sivua.

149



LAHTEISTA

Témé& moniste perustuu ldhes kokonaan kirjaluettelossa mainittui-
hin teoksiin. Piildhteend olen kiiyttényt Stewartia [11], jota miellyt-
tédvan tyylinsd vuoksi suosittelen luettavaksi monisteen rinnalla. Kirja
siséltdd juuri sopivan méirian harjoitustehtéivid, jotka on maltettu myos
pitéd riittévin helppoina Galois’'n teorian aloittelijan ratkaistaviksi. Stewart
esittelee lisiiksi Galois’n teorian kiyttod mm. sdidnnollisten monikulmioi-
den konstruoitavuuden tutkimiseen ja #érellisten kuntien teoriaa. Laa-
jempi ja uudempi esitys Galois'n teoriasta on Bastidan kirjassa [1]. Hu-
hut kertovat Rothmaninkin julkaisseen kirjan samasta aiheesta. Van der
Waerdenin klassista algebrankirjaa [13] olen pitényt pohjana symmetri-
sid polynomeja kisitteleviille luvulle. Ryhmiteoriaa ja luvut 7 ja 8 olen
haalinut kokoon vaihtelevista ldhteistd. Historialiite perustuu Mikko
Saariméen kokoamiin muistiinpanoihin kirjoista Kline [7] ja Struik [12].
Erityisesti Galois'n henkilosté kiinnostuneille Bellin [2] ldhinnd kauno-
kirjallista elémikertaa tarkempi on Rothmanin kriittinen artikkeli [10].
Siisti ja lyhyt kertomus on Stewartin kirjassa. Trisektoreita ei esiinny

ainoastaan jutussa [4] vaan olen kohdannut sellaisen elévéssé eldméssi....
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