)

.. .. MATEMATIIKAN JA |:|
JYVASKYLAN YLIOPISTO TILASTOTIETEEN LAITOS

Algebra 2 B 2009. Maanantai 30.3. klo. 10-12 MAD 380 Harjoitus 4(10)

Tehtavét 1.-5. ovat olennaisesti samoja kuin viime kerralla, koska niita ei ehditty
késitella

1. Méarad Galois'n ryhmét kuntalaajennuksille.

(a) [Q(a) : Q], missd o = V/3 € R.
(b) [Q(B) : Q], missid 3 = v/2 € R.
(¢) [Q(V2,v3) : QJ.
(d) [Q(v2,7) :
(e) [Q(9) - Q)

QJ, missi v = V2 € R.
missd § on polynomin z* — 322 + 3 nollakohta.

2. Maarada Galois'n ryhmat edellisen tehtdvan kuntalaajennuksien normaaleille sul-
keumille, jotka ovat

(a) [Q(e,w): Q], missi v = V3R jaw=es .
(b) [Q(B,w): Q], missi B=v2€eRjaw=c7.
(©) [Q(2,V3) : Q).

(d) [Q(
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Q(V2,7,w) : Q], missi y = V2 cRjaw=¢e5 .

3. Lemman 4.36 mukaan (L) C N, kun K C L. € N C M ovat toistensa alikuntia,
N : K on &aérellinen normaali kuntalaajennus ja o : . — M on K-monomorfismi.
Keksitkod esimerkin, joka osoittaisi, ettéd ilman mitddn oletusta laajennuksen N : K
luonteesta ei lemman johtopditos a(lL) C N ole tosi.

4. Totta vai tarua?

(a) Jokainen K-monomorfismi on K-automorfismi.
(b) Jokaisella aarelliselld kuntalaajennuksella on normaali sulkeuma.

(¢c) Jos K C Ljao:L — L on K-automorfismi, niin rajoittuma o|, on Kn
K-automorfismi.

(d) Kuntalaajennus, jonka Galois-ryhmén aste on 1, on normaali.

(e) Adrellisen normaalin kuntalaajennuksen Galois-ryhmé on dérellinen.

(f) Jokainen Galois-ryhmé on kommutatiivinen eli abelin ryhma.

(g) Galois:n vastaavuus * = (1)~! ei pide muille kuin normaaleille laajennuksille.
(h) C:ssé n-asteisen normaalin kuntalaajennuksen Galois-ryhmén kertaluku on n.
(i) Aérellisen normaalin kuntalaajennuksen Galois-ryhmé on syklinen.

5. Masrasd kuntalaajennuksen aste:

(a) Q(v3,v/5,V7) : Q (vastaus: 8)
(b) Q(v6,v/10,v/15) : Q (vastaus: 4)

6. Kuinka monta alkiota on ryhmissi I'(Q(v/3,v/5,v/7) : Q)? Vihje: Lause 4.39.
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7. Kuntalaajennuksen (4, v/5) : Q Galois-ryhmé on neliryvhmé G = {I, R, S, T}, missi
I on identtinen kuvaus, R vaihtaa i ja —imn, S vaihtaa v/5mn ja —v/5m ja T =
R o S. Mitéd aliryhmid on? Ovatko normaaleja? Mitkd ovat vastaavat véalikunnat?
Onko Galois'n vastaavuus * = (1)~! voimassa?

8. Totta vai tarua? (Koko ajan kuntalaajennukset C C.)

(a) Jos L : K on &aéarellinen normaali kuntalaajennus, niin Galois’'n ryhmén
['(L : K) kertaluku on sama kuin K-vektoriavaruuden L. dimensio.

(b) Jos M on é#irellisen normaalin kuntalaajennuksen viilikunta, niin M™ = M.

(c) Jos M on é#irellisen normaalin kuntalaajennuksen vilikunta, niin M*T = M.

(d) Jos M on &érellisen normaalin kuntalaajennuksen L : K vilikunta, niin
['(M : K) on kuntalaajennuksen L : K Galois'n ryhmén alilryhmé.

(e) Jos M on é&érellisen normaalin kuntalaajennuksen L : K vilikunta, niin
['(L : M) on kuntalaajennuksen L : K Galois’'n ryhmén tekijayhma.

9. Ratkaise kolmen alkion symmetrisessi ryhmésséa S yhtélo
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