KOMPLEKSILUVUISTA'

1. JOHDANTO

Yht#lolld 22 + 1 = 0 ei ole ratkaisua reaalilukujen joukossa, koska jokaisen reaalilu-
vun toinen potenssi on positiivinen. Jotta télle yhtélolle saataisiin ratkaisu, meidan
taytyy laajentaa reaalilukujen joukkoa lisaamélld siithen uusi alkio (merkitdén ta-
td toistaiseksi symbolilla v/—1), joka ei ole reaaliluku. Suotavaa olisi, ettd 'luvulla’
v/—1 voitaisiin laskea kuten reaaliluvuilla: ainakin lukuun +/—1 pitéisi voida lisiti
reaalilukuja ja sité taytyisi myos kertoa reaaliluvuilla. Néin ollen laajennetun lukua-
lueemme tulee sisiltii myos kaikki muotoa a + by/—1 olevat alkiot, missi a,b € R.
Jos reaalilukujen laskusddnnot pysyvéit edelleen voimassa, niin tatd muotoa olevien
Tukujen’ summaksi saadaan

(a+bV=1)+ (c+dvV—=1) = (a+¢)+ (b+ d)vV/—1
ja tuloksi
(a+bv—=1)(c+dV—1) = ac+ adv/—1 + bey/—1 + bdv/—1v/~1
= (ac — bd) + (ad + bc)vV/—1,

missd kdytimme hyviksi tietoa /—14/—1 = —1. Siispa néiden laskutoimitusten tu-
lokset olisivat my0s samaa muotoa olevia ’lukuja’.

Kun ajatelemme 'lukua’ a+by/—1 reaalilukuparina (a,b) € R?, voimme asettaa edel-
listen havaintojen pohjalta tdsmaéllisen méaéritelméan télle laajennetulle lukualueelle:

Maéaritelma 1.1. Kompleksilukujen joukko C on
C=R?={(a,b) : a,b € R}
varustettuna komponenteittaisella yhteenlaskulla
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
ja kertolaskulla, joka méaritelldédn asettamalla
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be).

Joukosta C kiytetddn myos nimitystd kompleksitaso.

Osoittautuu, etté timé laajennus on todellinen menestys: yht#lon 22 + 1 = 0 lisiksi
pystymme ratkaisemaan jokaisen toisen asteen yhtdlén joukossa C, ja itse asiassa
jokaisella polynomiyhtalolla on ratkaisu joukossa C (katso lukua 5).

T ukualueiden luentomonisteen (Juha Lehrbiick ja Jouni Parkkonen) pohjalta koonnut JL.
Viimeksi muokattu 15. marraskuuta 2011



2. PERUSTEITA

Reaalilukujen laskutoimitusten perusominaisuudet ovat todella voimassa my6s komp-
leksiluvuille:

Lause 2.1. (a) Kompleksilukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat assosiatiivisia:
z+ (w4v)=(z+w)+v
z(wv) = (zw)v
kaikilla z,w,v € C;
(b) Kompleksilukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat kommutatiivisia:
ztw=w-+z2
Zw = wz
kaikilla z,w € C;
(c) Kompleksilukujen kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen:
(z+w)v =zw + 2v
kaikilla z,w,v € C.

(d) Alkio 0 = (0,0) on kompleksilukujen yhteenlaskun neutraalialkio ja alkio 1 =
(1,0) on kertolaskun neutraalialkio.

(e) Jokaisella kompleksiluvulla z on vastaluku —z = (—1,0)z (kddnteisalkio yhteen-
laskun suhteen).

(f) Jokaisella nollasta poikkeavalla kompleksiluvulla z = (x,y) on kadnteisluku

1 L -y
22 +y2 ’ 22 +y2

(kadnteisalkio kertolaskun suhteen).

Todistus. (a) Yhteenlasku seuraa suoraan reaalilukujen yhteenlaskun assosiatiivisuu-
desta, kertolasku vaatii hieman enemmaén tarkastelua mutta lasku on suoraviivainen.

(b) Seuraavat suoraan reaalilukujen laskutoimitusten kommutatiivisuudesta.
(c) Suoraviivainen lasku mééritelmien avulla.
(d) Kun z = (z,y) € C niin
24+ 0= (z,y)+(0,0) =(z+0,y+0) =z
ja
z:-1=(z,y)(L,0) =(z-1—y-0,2-04+y-1) = (z,y) = 2.

(e) Kayttamalld hyvéksi distributiivisuutta ja (d)-kohtaa saadaan

z+ (—2) = (1,0)z + (—=1,0)z = ((1,0) + (=1,0))z = (0,0)z = 0z = 0.

(f) Kun z = (z,y) # (0,0), niin

2 2
x -y T Y —xY Ty
, s f— s - 1’0
(wy)<w2+y2 ;1:2—|—y2> <x2+y2+$2+y2 x2—|—y2+x2+y2> (1,0)

O
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Lauseesta 2.1 seuraa, ettd kompleksilukujen joukko varustettuna yhteen- ja kertolas-
kuilla on kunta; itse asiassa tdmé on tdsmélleen alkion ¢ = \/—1 virittadmé reaalilu-
kujen kunnan kuntalaajennus eli C = R(7) (vertaa Algebran kurssiin).

Kompleksiluvuille méaritellaén vihennys- ja jakolaskut aivan kuten reaaliluvuille:
Kun z,w € C, niin z —w = z + (—w), ja jos lisiksi w # 0, niin z/w = z - w1

Reaalilukujen joukko on luontevaa tulkita kompleksitason ”x-akseliksi”. Maaritelladn
tatd varten kuvaus j: R — C asettamalla j(z) = (z,0).

Lemma 2.2. Kuvaus j on injektio. Lisdiksi

Jje+y)=7j()+iy) ja jlxy) =j(®)jy)
kaikilla z,y € R.

Todistus. Helppo ja suoraviivainen lasku. ]

Joukkoa j(R) = {z = (x,y) € C : y = 0} kutsutaan reaaliakseliksi Nyt voimme
samastaa reaalilukujen joukon kompleksitason reaaliakselin kanssa, ts. jos x € R,
niin voimme kirjoitaa myos x = (z,0) € C.

Kompleksilukua i = (0, 1) kutsutaan imaginaariyksikiksi ja joukkoa
{z=(z,y) €C:2=0} (=iR)

imaginaariakseliksi. Huomaa, ettd i = (0,1)(0,1) = (-=1,0) = —1, joten i € C on
todella yhtilon z? 4+ 1 = 0 ratkaisu.

Jokainen kompleksiluku z = (a,b) voidaan nyt esittad summana
(av b) = (a¢ 0) + (Ov b) = (av 0) + (0? 1)(b? 0) = a+1b,

missé viimeisessd vaiheessa kiytetddn edelld tehtyéd sopimusta, jonka mukaan komp-
leksiluku (a, 0) samastetaan reaaliluvun a kanssa (vastaavasti luvulle b). Nill& mer-
kinn6illd kompleksilukujen laskutoimitukset saavat muodot

(a+1ib) + (c+id) = (a+¢) +i(b+ d),
(a +1ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc).

Maiédritelmé 2.3. Kompleksiluvun z = (a,b) = a + ib reaaliosa on Re(z) = a ja
imaginaariosa on Im(z) = b. Siispd z = Re(z) + ¢ Im(z).

Huomaa, ettid sekd reaali- ettd imaginaariosat ovat reaalilukuja!

3. KONJUGAATTI JA MODULI

Maédritelmi 3.1. Kun z = a + ¢b € C, niin lukua Z = a — ¢b sanotaan luvun z
(kompleksi)konjugaatiksi eli listtoluvuksi.

Kompleksikonjugaatilla on seuraavat laskennalliset ominaisuudet:

Lemma 3.2. (a) Jos z =z +iy € C, niin 2z = 2° + y* ( € R).

(b) z-w =z - W kaikilla z,w € C.
(c) z4+w =Z+ W kaikilla z,w € C.
(d) Kaikilla z € C patee: z =z < z € R.
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Todistus. (a) 2Z = (x + iy)(z — iy) = 2 + y? + izy — izy = 2% + y°.

(b) Helppo lasku.

(c) Olkoon z = a +ib ja w = ¢ + id. Koska z + w = a + ¢+ i(b + ¢), niin
ztw=a+c—ilb+c)=a—ib+c—id=7%+w.

(d) Olkoon z = z + dy. Talloin
2=Z &= zt+iy=a—1y = Y= —1y
= y=—y <<= y=0 <= zecR
O

Kompleksiluvuilla ei ole olemassa luonnollista jarjestysté, joka toimisi samoin kuin
reaalilukujen jarjestys ¢ > ‘. Reaaliluvun itseisarvoa vastaava kisite voidaan kuiten-
kin maaritelld myos kompleksiluvuille:

Maiiritelméd 3.3. Kompleksiluvun z = = + iy moduli (eli itseisarvo) on

|z] = V2z = Va2 +y? = |(z,v)],

missé || - || on tason R? euklidinen normi (vrt. lineaarialgebran ja euklidisten ava-
ruuksien kursseihin).

HuowmIoITA: (i) Jos z € R (ts. z =z + 4 -0), niin

i >
12| = /—xQZ{ xz, josx >0,

—z, joszx <O.

(i) |z| = |z| kaikilla z € C.

(iii) Re(z) < |2| ja Im(z) < |z| kaikilla z € C.

(iv) |zw| = |z||w| kaikilla z,w € C.

Lemma 3.4. Kompleksilukujen moduli toteuttaa kolmioepdyhtdlon:
12+ w| < [2] + |w]

kaikilla z,w € C.

Todistus. Olkoot z,w € C. Laskemalla on helppo todeta, ettd
2w + Zw = 2Re(2w) < 2|zw| = 2|z||w],
misséd kdytimme hyviksi lemmaa edeltdvid huomioita (ii)—(iv). Siten
lz+zP =2+ w)E+T) = 2> + 20 + Zw + |w|?
< 122 + 20zl + [wl? = (|21 + [w])?,

mistd vilite seuraa. U

Modulin ja konjugaatin avulla kompleksiluvun z # 0 kiiénteisluvulle saadaan helppo
esitys:
-1 _ ®
z = Fik
Esimerkki 3.5. Lasketaan mitd on kahden kompleksiluvun osaméaaré z/w. Olkoon
siis z = a +1b ja w = c+ id # 0. T&lloin

2l = 2w (a+ib)(c—id) ac—l—bd_i_ibc—ad
w o w2 A+ d? S +dr R 4d?




4. NAPAKOORDINAATTIESITYS

Olkoon z = x + iy € C\ {0}, ja olkoon ¢ tason R? vektorien (1,0) ja (x,y) vilinen
kulma vastapaivadn (eli 'positiiviseen kiertosuuntaan’). Téll6in

z = [[(z,y)l[cos p = |z[cos o ja y=|[(z,y)]lsinp = |z[sine,
joten voimme kirjoittaa
(1) z = |z|(cos ¢ + isinp).

Kaavan (1) toteuttavaa lukua ¢ kutsutaan kompleksiluvun z argumentiksi (merki-
tadn usein ¢ = arg z). Huomaa, ettd tdmé ¢ ei ole yksikésitteinen, vaan myos kaikki
luvut ¢ + k27, k € Z, ovat kompleksiluvun z moduleita. Paria (|z],arg z) sanotaan
kompleksiluvun z napakoordinaattiesitykseksi.

z=V2(—1+1)

Y

KuvA 1. Kompleksilukujen z = v/2(i — 1) ja 271 = —21\*}% napakoor-
1 5 )

dinaatit ovat (2, 37) ja (3,57

Napakoordinaattiesityksen ja trigonometristen funktioiden yhteenlaskukaavojen avul-
la saamme havainnollisen esityksen kompleksilukujen kertolaskulle:

Lemma 4.1. (a) Olkoot z = r(cos ¢ +isinp) ja w = s(cosf + isinf). Tdlloin
zw = rs(cos(p + 0) +isin(p + 0)).
(b) Olkoot z, = ri(cos g +isingy), k=1,2,...,n. Talloin

kljzk = (Em) <cos (;%) —I—z'sin(g:(pk)>.

Todistus. (a) Sinin ja kosinin yhteenlaskukaavojen avulla saamme
rs(cos(p + 0) +isin(p + 6))
= rs(cos @ cos f — sin @ sin 6 + i(sin ¢ cos 6 + cos p sin 9))
= r5((cos ¢ + isinp)(cos 6 + isin )

= 7(cos @ + isin @) - 5(cosf + isin ) = zw.
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(b) Seuraa (a)-kohdasta induktiolla. O
Kompleksilukujen tulo saadaan siis "kertomalla modulit ja laskemalla argumentit

yhteen”.

Esimerkki 4.2. (a) Olkoon z = r(cos¢ + isiny) € C. Koska i = cos(7/2) +
isin(m/2), saadaan Lauseesta 4.1

iz =r(cos(p+ 7/2) +isin(p + 7/2)).

Siten luvulla i kertominen vastaa tasossa kiertoa kulman 7/2 verran positiiviseen
suuntaan.

(b) Erikoistapauksena Lauseen 4.1 (b)-kohdasta saadaan kuuluisa de Moivren kaava:
(2) (cos p + isin )F = cos(ky) + isin(ky).

5. POLYNOMIYHTALOITA
Napakoordinaattiesitystd ja kertolaskusadéntod kiyttéden on helppo tutkia komplek-
silukujen juuria:
Maidritelmi 5.1. Jos z,w € C, m € Z; ja 2™ = w, niin z on luvun w m:s juuri.
Lemma 5.2. Luvulla 1 € C on m kappaletta m:nsid juuria; toisin sanoen, yhtalolld

2™ =1 on m (kompleksista) ratkaisua.

Todistus. Olkoon
2r . . 27
Cm = cos — + isin —.
m m
T#lloin de Moivren kaavan (2) nojalla

G = €08 2m + isin 27 = 1,

joten (, on luvun 1 erds m:s juuri. Jos nyt n € {1,2...,m}, niin jilleen kaavaa (2)
kiyttien saadaan
" 2 . 27 n
Gy, = €OS —— + isin —,
m m
joten
2mnm 2mnm
") = cos —— +isin =1
(@) - -
Siispéd kaikki luvut (' (jotka ovat todella eri lukuja, kun n € {1,2...,m}) ovat
luvun 1 m:nsid juuria. O
HuowmauTus: ¢! =1 € R ja jos m on parillinen, niin
2 2mm /2 . . 2mm/2 .. .
m/2 — == Fisin == =cosm +isinm = -1 € R,

Namé ovat ainoat reaaliset ratkaisut yhtélolle z™ = 1.

Lemman 5.2 ja napakoordinaattiesityksen avulla 16ydetddn jokaisen nollasta poik-
keavan kompleksiluvun juuret:

Lause 5.3. Jokaisella kompleksiluvulla w € C\ {0} on m kappaletta m:nsida juuria.

Todistus. Kun w = r(cos ¢ + isin @), niin luku
z= W(cos£ +isin£)
m m

on luvun w yksi m:s juuri. Kaikki muut ovat muotoa 2(’, n € {1,...,m}, missi ¢,
on ykkdsen m:s juuri. Yksityiskohdat jitetddn harjoitustehtéviksi. O



_1:§1

6
—i = (g
Kuva 2. Ykkosen kahdeksannet juuret.

Esimerkki 5.4. Luvun 2 € C kolmannet juuret ovat /2,

. o2 . 27\ 4 1 V3
Va((cos 3 +isin ) = V2( ~ 5 +ig-)
ja
4 4 1 3
(e 110 ) < (35

HuowmAuTus: Koska jokaisella kompleksiluvulla on useita juuria, tdytyy positiivisille
reaaliluvuille tunnettujen juurien laskusédidntojen kanssa olla varovainen kompleksi-
lukujen joukossa. Esimerkiksi v/avb = v/ab kun a,b € R, mutta toisaalta

V-Ilv-1=i?=-1#41=V1=/(-1)(-1). (17

Tallaisia ongelmia késitellddn tarkemmin kompleksianalyysin kurssilla.

Edelld on siis saatu ratkaistua muotoa 2" +ag =0, m € Z, ag € C, olevat yhtilot.
Tarkastellaan seuraavaksi vield hieman muiden kompleksilukukertoimisten polyno-
miyhtaloiden ratkaisemista.

Aloitamme toisen asteen yhtaloistd. Jos ag, a1, ae € R, niin tunnetusti luvut

—ay + \/a% —4dasag . —a1 — \/a% — 4asag
Ja To =
a2

2 2a2

xrl =
ovat toisen asteen polynomiyhtilon
a2x2 +a1x+ag=0

ratkaisut, kunhan a% — 4asag > 0 eli kun luvulla a% — 4asap € R on reaalinen
neliéjuuri.
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Toisaalta Lauseen 5.3 nojalla jokaisella kompleksiluvulla on nelidjuuri, ja suoraan
laskemalla voimmekin todeta, etté jokaisella toisen asteen kompleksilukukertoimi-
sella yhtalolld on kaksi ratkaisua kompleksilukujen joukossa. Kirjataan tdmé tulos
seuraavassa muodossa:

Lause 5.5. Yhtilon 2% + a1z + ag = 0, missd ag, ay € C, ratkaisuja ovat luvut

a1+ <a1>2 . ay <a1>2
2] = —— — ) —a a 29 = —— — — ] —ag.
1 B 9 0 J 2 9 9 0

Todistus. Havaitsemme suoraan laskemalla, ettd
(z—21)(z — 23) = 22 + a1z + ao,

mista viite seuraa. O

Myo6s kolmannen ja neljénnen asteen (kompleksikertoimisille) polynomiyhtéldille on
olemassa "ratkaisukaavat”; mainitsemme tdssa vain kolmannen asteen yhtélon yleisen
ratkaisun. Tata varten merkitsemme

¢ :cos%r —i—isim%r = 7_1 —;Z\/g
(¢ € C on siis (erds) ykkosen kolmas juuri).

Lause 5.6 ("CARDANON KAAVAT”). Yhtdlon

(3) 2B 4pztq=0, p,q € C,
ratkaisuja ovat kompleksiluvut

21 =1ug+vo, z2=Cuo+Cv ja z3=C%ug+ Cuo,

missa

(4)

={-5-VE) ()
vy = — - - il
0 \/ 2 2) T3
ja kuutiojuurten arvot on valittu siten, ettd uovg = —p/3.
HuomAavuTus. Kaikki kolmannen asteen kompleksikertoimiset yhtialot saadaan muut-
tujanvaihdolla muotoon (3): Jos yht&loon
w3—|—a1w2+a2w—i—a3 =0

sijoitetaan w = z — a1 /3, saadaan muotoa (3) oleva yhtélo, joka voidaan ratkaista
Lauseen 5.6 avulla. Alkuperdisen yhtdlon ratkaisut saadaan nyt lisddmalla naihin
ratkaisuihin —a;/3. Néin ollen kaikki kolmannen asteen yhtdlot voidaan ratkaista
Lauseen 5.6 avulla.

Ratkaisukaava ei kuitenkaan ole kovin usein kiyttokelpoinen; titd valaisee seuraava
esimerkki:

Esimerkki 5.7. Ratkaistaan yhtalo
(5) 2 4+32+4=0
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ratkaisukaavan avulla. Nyt yhtdlo on muotoa (3), missd p = 3 ja ¢ = 4. Sijoittamalla
ndmé kaavaan (4) saadaan

Koska lisiksi wv = —v/—24+ V6 V/2+ V6= —1= —p/3, on

z1=u+v:<’/—2+\/7—<’/2+\/5

yhtélon (5) erds ratkaisu. Muita ratkaisuja ovat

ja

m=Cu+C ja  z3=Clu+ (o

Huom: Laskemalla voidaan todeta, ettd 23 +32+4 = (24 1)(2? — 2+ 4), ja toisaalta
22 — z4+4 > 0 kaikilla z € R, joten z = —1 on yhtilén (5) ainoa reaalinen ratkaisu.
Koska my0s 21 = u+ v € R, niin téytyy olla

{’/—2+xf—i°’/2+\/5:—1 (1.

HuomAauTus. Kolmannen (ja myos neljannen) asteen yhtaloiden ratkaisukaavalla ei
ole mutkikkuutensa vuoksi nykyisin juurikaan kiytannollistd merkitysté, silla kaik-
kien polynomiyhtaloiden likiméaéréiset ratkaisut 10ytyvit tehokkaamin erilaisten nu-
meeristen algoritmien avulla. Ratkaisukaavojen loytymisen teoreettiset seuraukset
ovat kuitenkin olleet valtaisat. Itse asiassa juuri Cardanon kaavat antoivat alkusy-
sidyksen kompleksilukujen kéytolle, silld usein kiy niin, ettd polynomiyhtdlon reaa-
lisetkin juuret esiintyvit Cardanon kaavoissa muodossa, joka siséltdd negatiivisten
lukujen nelidjuuria.

HuomAauTUS. Viidennen ja korkeamman asteen (kompleksi- tai reaalikertoimisille)
polynomeille ei ole olemassa yleistd ratkaisualgoritmia. Korkeamman asteen yhtaloi-
den ratkeamattomuus todistetaan nykyisin yleensé kiyttamalld ryhméteoriaa, erityi-
sesti niin sanottua Galois’n teoriaa. Niihin asioihin tutustutaan l&hemmin Algebran
(jatko)kursseilla.

Vaikka korkeamman asteen yhtéldille ei olekaan olemassa yleistd "ratkaisukaavaa”,
voidaan silti osoittaa, ettd jokaisella kompleksikertoimisella polynomiyhtalolld on
ratkaisu. Toisin sanoen, jokaisella joukon C (ja siten myos joukon R) polynomilla on
kompleksinen nollakohta:

Lause 5.8 (ALGEBRAN PERUSLAUSE). Olkoon P kompleksikertoiminen polynomsi
(joka ei ole vakio). Tdlloin on olemassa zy € C siten, etta P(zp) = 0 eli zo on
polynomin P nollakohta.

Olkoon nyt P, jokin n:nnen asteen polynomi. Algebran peruslauseen nojalla poly-
nomilla P, on nollakohta z,. Télléin P, voidaan tunnetusti jakaa termilld (z — zp,),
ja tuloksena on (n — 1)-asteinen polynomi P,_i, ts. P,(2) = (2 — z,)P,—1 kaikilla
z € C. Nyt my6s polynomilla P,_; on kompleksinen nollakohta z,_; (mikéli n > 2),
ja loytyy (n — 2)-asteinen polynomi P, _s siten, ettd P, (z) = (z — 2,)(2 — 2p—1) Pr—2
kaikilla z € C. Niin jatkamalla saadaan Algebran peruslauseen vahvennus:
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Lause 5.9. Jokaisella n:nnen asteen kompleksikertoimisella polynomilla on (kerta-
luvut huomioiden) tasmdlleen n kompleksista nollakohtaa.

6. KOMPLEKSINEN DERIVOINTI JA EKSPONENTTIFUNKTIO

Polynomifunktioiden lisdksi my6s muita reaalilukujen alkeisfunktioita voidaan laa-
jentaa kompleksilukujen funktioiksi. Tall6in osoittautuu, etté esimerkikisi eksponent-
tifunktion ja trigonometristen funktioiden vélilld on ehka yllattavankin ldheinen yh-
teys. Kompleksinen eksponenttifunktio exp: C — C\ {0} voidaan nimittdin mééri-
telld asettamalla kompleksiluvulle z = z + iy

(6) exp(z) = € = "W := ¢%(cos y + isiny).
Siten |e*| = e* ja arg(e®) = y.

Kaavan (6) erikoistapausta x = 0 kutsutaan Eulerin kaavaksi. Huomaa, etté kaavasta
(6) seuraa, ettd exp on jaksollinen funktio, jaksona on 27i. Trigonometristen funk-
tioiden yhteenlaskukaavojen avulla voidaan helposti osoittaa, ettd kaikille z,w € C
pitee e*e? = e* TV,

Kompleksifunktion f: C — C derivaatta méiritellddn erotusosamaérin avulla aivan
kuten reaalifunktioiden tapauksessa. Toisin sanoen, funktion f: C — C (tai funktion
f: U — C, missd U C C on avoin joukko) derivaatta pisteessd z € C (tai z € U) on

/ [N = f(2)
(7) 7'(2) = lim DT
jos oikean puolen raja-arvo on olemassa. Huomaa, ettd tdssd siis A € C, joten A —
0 tarkoittaa samaa kuin |A] — 0. Jos U C C on avoin joukko ja funktio f: U — C
on derivoituva jokaisessa pisteessd z € U, niin sanotaan, ettd f on analyyttinen
(joukossa U).

(€ C),

Kompleksinen derivointi noudattaa reaalisesta tapauksesta tuttuja peruslaskusdin-
toja:
Lemma 6.1. Olkoot f,g: C — C derwoituvia pisteessi z € C ja olkoon A\ € C.
Talloin myos Nf, f+ g, fgja f/g (mikali g(z) # 0) ovat derivoituvia pisteessi z,
ja

(a) (Af)(2) = Af'(2)

(b) (f +9)'(2) = f'(2) + ¢'(2)

(c) (f9)'(2) = ['(2)g9(2) + f(2)g'(2)

f)' f'(2)9(2) — f(2)g'(2)

d (=) (2)= .

@ (g ) g(2)?
Lemma 6.2. Olkoon f: C — C derioituva pisteessi z € C ja olkoon g: C — C

derwoituva pisteessi f(z) € C. Tdlldin gof on derivoituvia pisteessi z ja (gof)'(z) =

g (f(2)f(2).

Lemmojen 6.1 ja 6.2 tulokset péatevéit luonnollisesti myds silloin kun funktiot f ja g
on médritelty (sopivissa) kompleksitason avoimissa osajoukoissa.

Kompleksisella eksponenttifunktiolla on sama erityisominaisuus kuin reaalisella eks-
ponenttifunktiolla:

Lause 6.3. Eksponenttifunktio f: C — C, f(z) = €*, on analyyttinen eli derivoituva
kaikilla z € C. Lisiksi f'(z) = €* (= f(z)) kaikilla z € C.
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