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Alkusanat

Seuraavilla sivuilla on luentomuistiinpanoja Kompleksianalyysi 1 -kurssille. Namé&
on muokattu kompleksianalyysin luentomonisteestani sopimaan nykyiseen, 30 tun-
nin luentosarjaan. Toivoakseni kirjoitus helpottaa omien luentomuistiinpanojen te-
kemisté ja oppimista.

Kurssin alussa késitelldan lyhyesti kompleksitasoa ja sen perusfunktioita. Kurssin
péadkohteeseen, analyyttiseen funktioon tutustutaan luvussa 2. Kurssia seuratessa on
hyodyllista tarkkailla analogioita toisaalta analyyttisen funktion ja yhden muuttujan
reaalifunktion teorioiden seké toisaalta kompleksisen derivoinnin ja tason reaalisen
differentiaalilaskennan valill&.

Kurssin toisessa osassa késitelldadn kompleksista intergrointia ja redisylaskentaa
yleisemmissé alueissa, analyyttisten funktioiden potenssisarjaesityksia, konformiku-
vauksia sekd kompleksianalyysin sovelluksia.

Einstein’s advice to a junior high school correspondent:

"Do not worry about your difficulties in mathematics.
I can assure you mine are still greater.”
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1. Kompleksiluvut ja kompleksitaso

1.1. Yleistd kompleksiluvuista

Esimerkki. (Johdatteleva esimerkki) Olkoon

B _ |cosp — sin @]
R_R(w)_{smgp cosg |’ pER.

Talloin

B-Eg » e[
0 sin ¢ 1 CoS ¢
joten R kiertdi tasoa R? kulman ¢ verran vastapiiviin.

Kiertomatriisi R(y) voidaan samastaa suuntavektorin e = (eq, e2) = (cos ¢, sin ¢),
le] =1 kanssa, silla

Mielivaltaista vektoria z = (z,y) € R?, z # 0, vastaa yksikkdsuuntavektori

z .
e= m = (cos @, sin ),

missé |z| on vektorin z euklidinen pituus ja ¢ on vektorin (1,0) ja z:n vélinen kulma
p vastapéividn. Siten voidaan ajatella, ettd vektoria z vastaa matriisi

T _y _
IR = |2 ['z' f] -2
[ERE] y

Vektorin w = (u,v) € R? kertominen t&ll4 matriisilla (eli “kertolasku” zw) on siis
venytys luvulla |z| yhdistettyni kiertoon kulman ¢ verran vastapiivéiin. Saamme

2w ~ |z|Rw = {x —y} [u} = {xu—yv} )
Yy x v yu + v

Niin todellakin saadaan "hyvi” kertolasku R%:n vektorien vilille.



1.1 Méiritelma. Kompleksilukujen kunta C koostuu kaikista pareista (z,y) € R?,
joille madritelladan yhteen- ja kertolasku seuraavasti:
Olkoon z = (z,y) € C jaw = (u,v) € C.

z4+w=(r+uy+v)

zw = (xu — yv, zv + yu) .

1.2. Huomautus. Kunnan C nolla-alkio on

0= (0,0)

ja ykkosalkio on

1=(1,0),

ts.
24+0=0+2==2

z-0=0-2=0.

1

Jos z € C,z # 0, niin pisteen z kddnteisalkio 2~ on sellainen kunnan C alkio,

jolle

Néin C todella toteuttaa (tarkistal) kunta-aksioomat: Kaikilla 2y, 29, 23 € C

1) 21+ 20 = 29 + 21 ja 2129 = 2921 (kommutatiivisuus)

i) 21+ (22 + 23) = (21 + 22) + 23 ja 21(2223) = (2122)23 (assosiatiivisuus)

v

)
)
i) 21(22 + 23) = 2122 + 2123 (distributiivisuus)
) 21+ 0=z jaz -1 =2 (neutraalialkiot)
)

v) on olemassa vasta-alkio —z; = (—z1, —y1) (jolle z; +(—21) = 0) ja kéénteisalkio

2yt jos 2o # 0, (jolle zpzy ' = 1).

1.3. Huomautus. On helppo niihdi, ettd (zw)™! = 27w~ . Edelleen kiytetiin

tavanomaista merkintaa: .
Z o= wt.
w



1.4. Huomautus. Olkoot z = (z,y), w = (u,v) € C. Télléin z = w < x = u ja
y=v.

1.5. Maéritelméa. Olkoon z = (z,y) € C.

xr =: Re(z) = pisteen z reaaliosa

y =: Im(z) = pisteen z imaginaariosa.

1.6. Huomautus. Samastamalla reaaliluku' a luvuksi (a,0) voidaan tulkita, etté
R cC.

1.7. Maéaritelmi. i:= (0,1) € C on imaginddriyksikko.

1.8. Huomautus.
i2:=4i-i=(0,1)-(0,1)=(0—1,0+0) = (-1,0) = —1.
== =-10,1) = (0,-1) = —i,

iti=i* P =—1-(-1)=1=(1,0).

i i=i-i* =1 jne.

1.9. Lause. Jos z € C, niin on olemassa yksikéasitteiset a,b € R, joille
z=a+1b.

Erityisesti,
a=Re(z) ja b=1Im(z).

Im

b z

"Varoitus: Kompleksilukujen vililli ei ole jarjestysrelaatiota. Jos jatkossa kirjoitetaan esimer-
kiksi a < b, niin merkinté pitdé sisélladn sopimuksen, ettd a,b € R.



TobisTus: z = (z,y) = (2,0) + (0,y) = 2(1,0) + y(0,1) = Re(z) + iIm(z).

Jos (ay1,b1) = ay + iby = ag + iby = (ag, by), niin a; = ay ja by = by. O

1.10. Huomautus. Kompleksilukujen algebra palautuu tavalliseen reaalilukujen
algebraan Lauseen 1.9 avulla: kompleksiluvut ovat muotoa z = a+0bi, missd a,b € R
ja ¢ on imaginaariyksikkd. Kompleksilukujen laskutoimituksissa toimitaan binomeil-
la (a + bi) laskemisen tapaan, kunhan muistetaan siénti 2 = —1 ja kaikki termit,
joissa i on tekijané erotetaan niisté, joissa sité ei ole. Esim

(a+ bi)(c+ di) = ac + adi + bic + bidi = +bdi* = (ac — bd) + i(ad + bc) .

Esimerkki.
(1+4i)+ (-2 —1) = —1+3i.
(2—6i)(1+i)=24+6+i(—6+2)=8—4i.
2+ 5i . o
T (24 5i)(3 — 44)
Nyt
(3—4i) ' =(3+4i)(3+40)1(3—4d)!
-1
= (344i) | (3+4i)(3 — 4i)
:9116
_3 4,
25 25
Siten 2+ bi 3 4 14 23
7
— (24 50)(— + —i) = —— 4+ =24
3 - GGyt o) = —ogp T o

1.11. Maéritelma. Luvun z = x + iy € C kompleksikonjugaatti (tai liittoluku)
on kompleksiluku
=z —iy=(z,—y)
ts.
Re(z) = Re(z) ja Im(z)=—Im(z).



Im

|

Luvut 2 ja Z ovat toistensa peilikuvia reaaliakselin suhteen.

1.12. Maéritelmé. Luvun z = = + iy € C moduli tai itseisarvo (pituus, normsi)
on

o= VP

(miké on vektorin (z,y) € R? tavallinen euklidinen pituus).

1.13. Lemma. Olkoot z,w € C. Talloin

vi) |zw] = [2||w]

vii) |z| = |2, |2]? = 2z

viii) |Re(z)| < |z| , [Im(z)] < |z|
ix) 2 l=1% , josz#0.

x) |z + w|? = |z* + 2Re(zw) + |w]|?.

xi) |zt wl <ol + |l ja o [l2] = |w]| < |2+ wl.



Tobistus: Todistetaan kolmioepayhtalo: |z + w| < |z| 4+ |w|. Muut HT.
Nyt
lz+w] = (z4+w)(z+w)=(z+w)(z+w)
=2Z+ 2w + Zw + ww
20 +2(zw) +wf?
= |2|* + 2Re(zw) + |wl|?

< |2 + 2| Re(z)| + |w]?
< [ + 2fza] + Juf
— 2 + 2fzlw] + [wl? = (2] + el

= |2|* +2

1.14. Huomautus. Lemman 1.13 kohdan ix) mukaan kompleksiluvun w € C\ {0}

kidnteisluku w™! on w:n kompleksikonjugaatin @ suuntaisella (reaalisella) puolisuo-
Im

I\

ralla ja pituudeltaan w:n pituuden kaanteisluku:

o _ Jw[ 1

71‘ - 2 2 :
w2 w® [wl

|w

Erityisesti, jos |z| = 1, niin
_1 z

1.15. Lemma (napakoordinaatit). Olkoon z € C. Télléin on olemassa 6 € R,
jolle

z = |z|(cos @ + isind).



Im

TobisTus: Voidaan olettaa, ettd z = x + iy # 0. Olkoon 6 yhtéloparin

cosf = |x_‘
sinf = Y
|2|

ratkaisu. Télloin
|z|(cos @ 4 isinf) = x + iy = z.

1.16. Huomautus. Lemman 1.15 antama esitys on pisteen (z,y) € R napakoor-

dinaattiesitys, ts.
xr = |z|cosf
y =|z|sinf.

1.17. Maésritelmd. Kompleksiluvun z # 0 argumentti arg(z) on reaaliluku 6, jolle

{93 = |z| cos 6

y =|z|sin@

ts.?

x .Y
arg(z) = arccos — = arcsin — .
2] 2]

2Huomaa, etti arg(z)m méiiritelmissi valitaan ne arcussinin ja arcuskosinin haarat, joille pétee
yhtidsuuruus arccos |$7| = arcsin ‘y?‘



1.18. Huomautus. Kompleksiluvun z # 0 argumentti arg(z) on luvun 27 moni-
kertoja vaille yksikésitteinen. Se on se kulma (radiaaneissa), jonka vektori z muo-
dostaa positiivisen reaaliakselin kanssa niin, ettd positiiviset luvut vastaavat vas-
tapdivddn kiertoa (2m:n lisdys kiertdéd aina kerran koko kierroksen) ja negatiiviset
luvut myotapéivadn kiertoa. Yleensd valitaan ns. argumentin padhaara Arg(z), joka
on se luvuista arg(z), jolle

Arg(z) € (—m, 7.

1.19. Huomautus. Olkoot 21, 2o € C\ {0}. Olkoon 6; € arg(z;), j = 1,2, ts.
z;j = |zj|(cosB; +isinb;).

Talloin

2129 = | 21| 22| (cos 61 cos Oy — sin 0 sin Oy + i(cos Oy sin Oy + cos O sin b))
= |21||22| (cos(01 + 62) + isin(6y + 62)),

miké seuraa helposti trigonometristen funktioiden yhteenlaskukaavoista (HT). Siis
kompleksilukujen kertolaskussa niiden argumentit lasketaan yhteen ja pituudet ker-
rotaan kesken&én.

Edellisesta yhtélosta seuraa, ettd voidaan tehdé seuraava tulkinta:
arg(z127)" =" arg 2y + arg 29,

missé on tosin muistettava, ettei arg ole yksikésitteisesti méaaratty.

Im
Z1%9
01+ 0
2/2
O =
!
Re

Kertolaskun geometrinen tulkinta
Induktiolla saadaan de Moivren kaavat:

(cos@ +isinf)" = cos(nf) +isin(nd) , 6e€R,neZ.



1.20. Lause. Olkoon z € C,z # 0 jan =1,2,3,.... Talloin yhtalolla

on tdsmadlleen n eri ratkaisua w € C. Lisédksi, w™ = z, jos ja vain, jos

A 2k A 2k
w=wy, = /2| (cos(—rg Z;— 7T) + isin(—rgzrj_ 7T))

jollakin k =0,1,2,...,n—1 .

TobisTus: Olkoon z = |z|(cos @ +isinf). Jos w = |w|(cos ¢ +isin @) sellainen, etté
w™ = z, saadaan de Moivren kaavasta, etta

|w|"(cosng + isinng) = (Jw|(cos ¢ + isin ¢))" = |z|(cos @ + isinb),

josta edelleen
jw]" = ||
cos(ng) = cosf .

sin(ng) = sinf

Osoita harjoitustehtavina, ettd téastd seuraa

{|w|=w

ng=0+2kr , keZ

Téll6in
0 + 2k
¢ = -
n
Kun £ =0,1,2,...,n — 1, niin saadaan eri ratkaisut

A 2 A 2
w=w, = v/|2| (COS(W) + isin(%m)) :

Muut k:n arvot antavat jonkin néista pisteistd. On myo6s helppo havaita, etta kyseiset
kompleksiluvut w = wy, toteuttavat yhtalon w” = z. |



wy/ N
.

Wa

Luvun z n. juuret ovat {/|z|-siteisen origokeskisen ympyrin kehilld tasaisesti
siroteltuna niin ettd kunkin argumentti n:lla kerrottuna antaa z:n argumentin.

1.21. Maéritelma. Olkoot n = 1,2,3,..., z € C, z # 0. Pisteen z n. juuren
pddhaara on

Wz = ) (cos Ari(z) +isin Arg(z)) .

n

Lisiksi /0 := 0.

Huomaa, ettd /z = z. Jatkossa merkitdin: &z = /z, milld tarkoitetaan nelis-
juuren padhaaraa. Huomaa, ettid positiivisten reaalilukujen neliGjuuri (ts. neliGjuu-
ren padhaara) on posititiivinen reaaliluku; negatiivisten reaalilukujen nelijuuri on
positiivisella imaginaariakselilla.

Esimerkki. Kuvaile geometrisesti joukkoa

S={ze€C:|z—-1]=2|z+ 1]}

10



Olkoon z = = + iy. Nyt

ze€S &S |z—1=2]z+1|
Slz—1P2=4z+1)
S-DE-1)=4z+1)(z+1)
Sl —(z+2)+1=4zP+4(z+2) +4
& [2)? — 2Re(2) + 1 = 4)z|> + 8Re(z) + 4
& 3]z + 10Re(2) +3 =0

5
& |2 + 2§Re(z) +1=0

) ) ) 16
2 2 2
= 2Re(z= ) =(=)-1=—
2+ 2Re(z2) + (5)F = (5~ 1= 5
52 42
=4 =" =(=)".
2P =5)
\”x\2a
U)Q—l

Siten S on ympyrankehi, jonka sdde on 4/3 ja keskipiste wg = —5/3.

Esimerkki. Misriad kaikki yhtilon 2* 4 16 = 0 ratkaisut. Pit#i siis 16ytdé kaikki
luvun —16 neljinnet juuret. Huomataan, ettd v/16 = 2 ja ettid Arg(—16) = 7, joten

11



Lauseen 1.20 mukaan juuret ovat:

2(cos(m/4) +isin(m/4)), 2(cos(3w/4) + isin(37/4))
2(cos(bm/4) +isin(5m/4)) ,  2(cos(7m/4) +isin(7m/4)).

Kun nédmé lasketaan, saadaan tulokseksi \/§+i\/_, —\/5-1-2'\/_, —V2—iV2 ja o=
V2.

Wo

w3

wy, = V16(cos(m /4 + 2kn /4) + isin(rw /4 + 2km/4))

1.2. Eksponenttifunktio

Seuraavaksi aiomme méaéritelld, mitéd tarkoitetaan, kun kirjoitetaan

e , logz tai z¥ ,kunz,weC:

Muista, ettd (reaalisen) eksponenttifunktion Taylor-kehitelmé on

. 2t =tk
e:1+t+§+§+mzzﬂ
k=0
Lasketaan formaalisti:
2 3 4 5
; . Yy Y Yy Y
L7 L _ .7 Z Z
eV =141y o 23!+4!—|—25!
2 4 3 5
—n-vi Yy _ iy 1Y
= (1 2!—1—4! ) +iy 3!—1—5! ).
:(?orsy :;1:131

12



Soveltamalla lisiiksi eksponenttifunktion laskusiintod e®e” = e*+%, saamme aiheen
maéadritella:

1.22. Maéaritelméi. Olkoon z = x + iy € C. Maéritelladn eksponenttifunktio

z

exp(z) == €* := e"(cosy + isiny).

1.23. Huomautus. Eksponenttifunktion méarittelya voi yrittda hahmotella myd6s
seuraavasti: Tarkastellaan ensin kompleksitason (reaalista) suoraa Re(z) = 0 eli
imaginaariakselia (eli joukkoa {(z,y) € R? : z = 0}). Lihdetéifin "kerimiin” t#-
ta suoraa yksikkdympyrian kehélle niin, ettd aloitetaan siirtdmélla origo pisteeseen
1 = (1,0) ja siirryttdessi Imaginaariakselia "ylospéin” sijoitetaan vastinpiste yksik-
koympyran kehélle (vastapdivéaéan) niin, ettd kohdassa 2mi on kierretty yksi kierros
vastapéivddn ja ollaan takaisin pisteessd 1 = (1,0). Jatketaan néin ja keritddn koko
positiivinen imaginaariakseli yksikkoympyréan kehélle niin, ettd kukin 27i:n nousu
kiertdd yhden tédyden kierroksen vastapaivédén. Negatiivinen imaginaariakseli keri-
tadn yksikkoympyrdn muutoin samoin paitsi kiertosuunta on myotépaivaan: kukin
2mi:n lasku kiertdd yhden tdyden kierroksen myotapéaivadan niin, ettd kohdassa —27mi
on kierretty yksi kierros myotépéaivién ja ollaan takaisin pisteessid 1 = (1,0). (Taméa
kuvaa geometrisesti kuvausta y — (cosy+1isiny), kun y € R.) Eksponenttifunktion
mééritelmén mukaan tamé kuva (eli yksikkoympyrdn kehd) pitdd vield suurentaa
kertoimella ef**(*) miki tissé tapauksessa ei muuta mitin, sillé imaginaariakselilla
Re(z) = 0 ja siten
eftel®) = 0 = 1.

Muut imaginaariakselin suuntaiset suorat (Re(z) = o) kuvautuvat samaan tapaan
ensin yksikkoympyran kehélle kerien (kuvauksella Im(z) =y — (cosy + isiny)) ja
sitten suurentamalla/pienentamalld ympyrdd kertoimella e™. Siten jokaisella xy €
R suoran Re(z) = o kuva eksponenttikuvauksessa on origokeskinen e™-séiteinen
ympyran kehd.

1.24. Huomautus. Jos z on reaalinen, niin e* yhtyy reaalisen eksponenttifunk-
tion méaarittelyyn.

Napakoordinaattiesityksen (Lemma 1.15) avulla jokainen kompleksiluku z € C
voidaan esittdd muodossa
2= |z2]e?,

missa

0 = Arg(z) (kun z #0).

13



Esimerkki.

=1, e’z =

e =e(cosl+isinl) ja

1 1 1 .,

- - T iArg(®)

T TeeAnEe ] e ,  kun z # 0.

1.25. Huomautus. Olkoon z = x + iy. Nyt

7]

= |e®|| cosy + isiny|

=" y/cos?y +sin’y = e”

. 4
v~
=1

_ eRe(z) 7& O,
joten e* # 0 kaikilla z € C. Erityisesti

e =€’ =1 kaikilla t € R.
Edelleen,

arg(e®) = arccos(cosy) = y = arcsin(siny) = I'm(z) .

Tédmén jélkeen on helppo (HT) osoittaa, ettd eksponenttifunktion kuvajoukko on
C\ {0},
exp(C) = C\ {0}.

1.26. Lemma.
i) (e*)™! = e * kaikilla z € C.
ii) e*t" = e%e" kaikilla z € C.
ToDISTUS: i) seuraa kohdasta ii).
ii) Olkoot z = = + iy, w = u + iv.

‘e’ =e"e"(cosy +isiny)(cosv + isinv)

= " (cos y cosv — siny sinv + i(siny cos v + cos y sin v))

= " "(cos(y + v) + isin(y + v))

=",

14



Esimerkki. Lasketaan osamaara

(1414)?
(1—1)%

- T

Koska 1+ 4 = v/2¢/% ja 1 —i = /2e7%%, on

(1+14)3 - (\/561%)3 _ (\/5)(3—5)eig(3+5) _ lemz _

L= (Vaers)

DN | —

Reaalinen eksponenttifunktio on injektio, ts.
kunt,s € Rniin e =e° &t =s;
néin ei kuitenkaan ole kompleksisen eksponenttifunktion laita:
1.27. Esimerkki. Ratkaise yhtélo e* = 1.
Merkitadn z = x + 4y. Silloin

1 =|e*| = ef®) o Re(z) = 0.

Siis
ee=1<xr=0ja cosy+isiny =1
eli
z=0
cosy =1
siny = 0,
mistéd saadaan
z=0
y=2kr , kunkeZ
y=nw , kunneZ.

eli z =0 ja y = 2km jollakin k € Z. Siis z = 2kmi, k € Z.

1.28. Lause. FEksponenttifunktio on jaksollinen, jaksona 27i, ts.

e =¢e" josjavain jos z=w+ k2mwi jollakin k € Z.

TobisTus: Lemman 1.26 nojalla e* = € jos ja vain jos e*~" = 1. Esimerkin 1.27

perusteella tdméa toteutuu, kun ja vain, kun z — w = 27ik jollakin k € Z.

15
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1.29. Huomautus. Lause 1.28 sanoo, etti eksponenttifunktio kuvaa jokaisen 27:n
korkuisen reaaliakselin mittaisen nauhan samalla tavalla

el — ol2

Im

3

l1
A
o
Re

—T

l2

Re

Kuvassa spiraalin mittasuhteet ovat véarin.

Tarkastellaan imaginaariakselin suuntaista suoraa
L={2€C:Re(z) =x0}.

Jos z € L, niin
] =e ja

arg(e”) = I'm(z),

ts. L kuvautuu origokeskiselle e*°-séteiselle ympyrélle siten, ettd kuva kiertdéd kehan
ympéri kerran aina, kun lahtopiste liitkkuu 27:n pituisen patkén suoralla L. Huomaa
kierron suunta. Siten

exp({z € C: Re(z) < z0}) = B(0,e™) \ {0}
ja yleisemmin

exp({z € C:x; < Re(z) <xy, yo<Im(z) <yo-+2r})= B(0,e™)\ B(0,e™).

Muut suorat tasossa saadaan yhtaloista

l={(z,y) :y=ax+b,x € R} joillakin a,b € R.
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Siten koska
zele z=aw+i(ar+b) jollainz e R,

niin kuvapisteelle w saadaan

w=e* = exez(aerb)'

Erityisesti jos a = 0, on [ = [, reaaliakselin suuntainen, jolloin kuvapiste w toteuttaa

ehdon

W= e = exezb7

ts. suoran [y kuvana on origosta ldhtevé puolisuora (johon 0 ei sisélly), jonka kulma
positiiviseen reaaliakseliin on b, ts. kuvajoukko on

{re®:r > 0}.

Jos a > 0, niin sekd |w| ettd arg(w) kuvautuvat jatkuvasti monotonisesti — ku-
vaksi tulee logaritminen spiraali (napakoordinaateissa)

0-b

(Jos a < 0, saadaan taas logaritminen spiraali mutta toiseen suuntaan.)

1.3. Kompleksinen logaritmi

Reaalinen eksponenttifunktio on injektiivinen, joten sen voi "kdantad”,
ts. on olemassa f : (0,00) — R siten, ettd e/®) = ¢ kun t € (0,00) ja f(e!) =t
kaikilla t € R. Téata funktiota sanotaan (luonnolliseksi) logaritmiksi ja sitd merkitaan
talla kurssilla symbolilla In.

s=1Int, jose’ =1, kun s € R,t > 0.

Kompleksinen eksponenttifunktio ei ole injektio, joten silld ei ole ka#dnteiskuvaus-
ta. Kuitenkin exp on "lokaalisti” injektio, joten se voidaan "lokaalisti kdantaa” ja
saadaan kompleksinen logaritms:

1.30. Miéritelmé. Olkoon z € C\ {0}. Kompleksiluvun z logaritmi on komplek-
siluku w € C siten, etté

¥ =z, merkitdin w = log z.
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Huomaa, ettéd luvun z € C\ {0} logaritmi log z ei ole yksikésitteinen, joten néin
ei saada funktiota : C\ {0} — C:

1.31. Lause. Olkoon z € C,z # 0. Téallin
w = log z
jos ja vain jos on olemassa k € Z, jolle
w =In|z| + i(Arg z + 2km).

Tobistus: Koska

eln |z|+i Arg(z) _ eln |z|e7, Arg(z) _ 1 Arg(z)

|z|e =z,

saadaan eksponenttifunktion jaksollisuuden (Lause 1.28) perusteella, etti
w=1logzeli e“=z,
on yhtépitavaa ehdon

w=In|z| +iArgz + k27 jollakin k € Z

kanssa. m|

Kompleksisen logaritmin moniarvoisuus voitetaan valitsemalla sopiva logaritmin
haara:

1.32. Maaritelma. Logaritmin padhaara Log z méadritellddn asettamalla

Logz :=In|z| + i Arg(2).

1.33. Huomautus. Jos z € R, z > 0 (ts. Im(z) = 0, Re(z) > 0), niin

Logz =1Inz.

1.34. Huomautus. log z;2, "="log z; +1og 2z, mutta tdma ei ole totta padhaaralle
Log z (Miksi?).
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1.35. Huomautus. Logaritimin pddhaara on eksponenttifunktion ka#nteiskuvaus,
kun jalkimméinen rajoitetaan suikaleeseen

S={r+iye C: —nm <y <}

Ts. kun f = exp ’S, niin

Log=f"':C\ {0} = S

Huomaa, ettd Log (negatiivinen reaaliakseli) = {z € C : Im(z) = ©}.

1.4. Kompleksinen potenssifunktio

Muistelua: Jos t € R,t > 0 ja a € R, niin

e = ealnt'

Samaan tapaan maédritelladn kompleksinen potenssifunktio; koska logaritmilla on
monta haaraa, tuloskin riippuu (miten?) logaritmin haaran valinnasta. Jatkossa va-
litaan logaritmin pddhaara ja méaaritellaéan:

1.36. Maaritelmi. Olkoon z € C, 2z # 0 ja A € C. Talloin
A — e)\Logz

z

(potenssifunktion padhaara).
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Esimerkki.

2

. i (T i
i = ewLogz _ 6771(2) — i3
7'['2 N o 7T2
= COS — 781N —
2 2 K

L/

(_1)7r — 671'L0g(71) — e7'ri(7r) — 6'L'7r2 _ o

— cos 2 + i sin 7.

] . o 9
Z27r _ 627rLogz _ 627”(2) — i

N

= cos 2 + i sin 7.

1.37. Huomautus. Jos z € C,z # 0 ja A\, u € C, niin

Z)\Jr,u — e()\+,u)Logz — ekLogzeuLogz — Z)\Z'u.

1.38. Huomautus (Varoitus). Potenssifunktion "laskusddnnot” eivit vastaa
reaalista tapaustal

Koska Log(zw) ei aina ole yhté kuin Log 2z + Logw, niin (zw)* ei aina ole yhti
kuin z Mo’

Esimerkki. Olkoot 2z = —1,w =i ja A = % Talloin



mutta

1
w=3z2
1 1 w2
zZ2w?2
4
X T T zZw
=1 (cos— —l—zsm—)
4 4

Myoskisn (z*)* ei aina ole yht# kuin 2 (HT).

1.5. Kompleksitason topologiaa

Kompleksitason topologian antaa metriikka

d(z,w) := |z —w| = \/(Re(z — w))2 + (Im(z — w))? .

1.39. Huomautus. Avaruuden C metriikka d on sama kuin avaruuden R? euklidi-
nen metriikka. Siten kaikki avaruuden R? tavalliset topologiset ja metriset tulokset
ovat voimassa avaruudessa C.

Tarkeita merkintoja: Olkoot zg € C,7 € R,r > 0.

B(zg,7) :={2€C:|z— 2| <r} (avoin kiekko)
B(z,7) :={2€C:|z— x| <r} (suljettu kiekko)
B*(z9,7) =={2€ C:0<|z— 2| <r} (punkteerattu kiekko)
S(zp,7):={2€C:|z—2z|=r} (keh#)

Muista: Piste a € A C C on joukon A sisdpiste (merkitdin z € int A), jos on
olemassa r > 0 siten, etta

B(z,r) C A.
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Joukko A C C on avoin, jos
A=int A,

ts. jos jokainen joukon A piste on sen sisédpiste. Edelleen, joukko A on suljettu, jos
sen komplementti (A = C\ A on avoin.

Piste z on joukon A reunapiste (merkitdén z € 9A), jos kaikilla r > 0

B(z,r)NA#( ja B(z,r)NCA#0.

Joukon A sulkeuma on A = AU JA.

Jono (z,) C C suppenee kohti pistettd z € C, merkitdén

z= lim z, tai =z, — z,
n—o0o

jos kaikilla € > 0 on olemassa n. € N siten, etté

|z — z,| <e kunn > n..

Jono (z,) C C on Cauchy-jono, jos kaikilla € > 0 on olemassa n. € N siten, etté

|2n — 2m| <& kun n,m >n..

1.40. Lause. Pari (C,d) on taydellinen metrinen avaruus, ts. jos (z,) C C
on mielivaltainen Cauchy-jono, niin (z,) suppenee avaruudessa C, so. on olemassa
z € C, jolle z = lim,,_,o0 2Zn.
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Tobistus: Olkoon (z,) C C Cauchy-jono. Merkitain
xn = Re(z,) , yn=1Im(z,).

Télloin myos (z,), (yn) C R ovat Cauchy-jonoja (miksi?). Koska R on téydellinen,
on olemassa z,y € R, joille

Tp =T Ja Yy — Y.

Naytetddn, ettd z, — 2z := x +1y:
Olkoon ¢ > 0. Valitaan N € N siten, etti

]:L’n—:c\<g ja \yn—y|<g, kun n > N.
Talloin ) )
e ¢

|zn—z\2:|xn—x|2+]yn—y\2<Z+Z<€2.

1.41. Huomautus. Avaruudessa C jokainen suppeneva jono on Cauchy-jono.

Jokaisella rajoitetulla jonolla (z,) C C on osajono (z,,) C C, joka suppenee
avaruudessa C.

Funktio f : A — C, A C C, on jatkuva pisteessd zy € A, jos kaikilla € > 0 on
olemassa 0 = d(¢, zg) siten, ettd

1f(2) = f(=0)] <€, jos|z—z|<djazcA,

ts. jos

f(AN B(20,0)) € B(f(2),€))-
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Funktio f on jatkuva joukossa A, jos f on jatkuva joka pisteessd z € A.

1.42. Huomautus. Funktio f: A — C, A C C, on jatkuva pisteessi zy jos ja
vain jos sekd Re f : A — R ettd Im f : A — R ovat jatkuvia pisteessé zg.
Todistus jatetddan harjoitustehtavaksi.

1.43. Lause. Funktio f : A — C on jatkuva pisteessid zy € A jos ja vain jos
jokaiselle joukon A jonolle, jolle z, — zy, patee f(zn) — f(20).
Tobistus: (=): Olkoon (z,) € A siten, ettd z, — z. Olkoon £ > 0. Valitaan

0 > 0 siten, ettd
f(B(z0,0) N A) C B(f(20), ).

Koska z, — z, on olemassa N € N siten, ettéa
|20 — 20| <0 kaikillan > N.

Niinpé
|f(zn) — f(20)] <& kaikilla n > N.

(<): Jos f el ole jatkuva, niin on olemassa € > 0 siten, ettd kaikilla § > 0
|f(2) — f(20)] > ¢ jollakin z € B(zp,0) N A.
Valitaan 6, = 1/n, n =1,2,3,... ja 2z, € B(zp,1/n) N A siten, etti
|f(zn) — f(20)] 2 €.

Nyt z, = z, mutta f(z,) - f(20), mikd on ristiriita. i

1.44. Huomautus. Funktion f raja-arvo pisteessd zo,

lim f(2) =wp € C,

Z—Z20

jos ja vain jos kaikille € > 0 on 6 > 0, jolle

|f(z) —wo| <& kun 0 < |z —z| < 4.
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Esimerkki. Eksponenttifunktio f(z) = e* on jatkuva koko avaruudessa C.

Sen sijaan logaritmin padhaara g : C\{0} — C, g(z) = Log z on jatkuva jokaisessa
pisteessé
z € C\{Im(z) =0 ja Re(z) <0},

mutta g on epdjatkuva negatiivisella reaaliakselilla (HT).

1.45. Maaritelmé. Joukko A C C on epdyhtendinen, jos on avoimet joukot
U,V C C siten, etta

1.46. Huomautus. Ehto iii) voidaan korvata ehdolla UNV N A =0 (HT).

1.47. Maaritelma. Joukko A C C on yhtendinen, jos se ei ole epayhtendinen.

Esimerkki.

- Jana kompleksitasossa on yhten&inen.

21

J=lz0,21] ={tz1+ (1 —t)20: 0 <t <1} 20

- C on yhtenéinen.

- R\ {0} on epdyhtendinen, C \ {0} yhtenéinen.

1.48. Lause. Olkoot A; C C yhtendisid, j € J. Jos zp € A; kaikilla j € J, niin

A= JA; on yhtendinen.
jeJ
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TobisTus: Olkoon A C UUV, missid U,V C C avoimia ja ANUNV = (). Oletetaan,
ettd 2o € U. Viitetddn, ettd A C U eli ANV = 0.

Koska kaikilla j € J joukko A; on yhtenéinen, on A; NV =0 eli A; C U kaikilla
J. Niinpé
A=A cU.

jeJ

1.49. Maéaritelmia. Joukko A C C on murtoviiva, jos on olemassa pisteet
20, 21, 22, - ., 2 € A siten, etté

A = [z0,21) U [21,22] U ... U [2n—1, 20

= U{tey+ (1 =15t 0,11},

merkitddn A = [29, 21, 22, - - -, Zn)-
<0
Z5 26
[
, 29
<1
20
24 Z1 Kol o
<10 27
Z5 z9
29 3
26 z3 Z4
<8
<7 Koordinaatiston suuntainen
Sanotaan, ettd murtoviiva [zo, 21, 29, . . . , 2,] on koordinaatiston suuntainen, jos kai-

killa j =1,2,...,n joko Re(z;) = Re(z;_1) tai Im(z;) = Im(zj_1).

1.50. Huomautus. Lauseesta 1.48 ja janan yhtenéisyydestd seuraa, ettd murto-
viivat ovat yhtendisid ja pallot B = B(z,r) ovat yhtendisid (miksi?).

1.51. Maéritelmi. Avoin yhtendinen joukko D C C on alue.
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1.52. Lause. Olkoon D C C avoin. Télloin D on alue tdsmalleen, kun kaikilla
20,21 € D on olemassa koordinaatiston suuntainen murtoviiva A C D siten, etta
20 € Ajaz € A.

TobIisTus: («<): Harjoitustehtava.
(=): Olkoon zy € D. Olkoon

U = {z € D : on olemassa koordinaatiston suuntainen

murtoviiva A C D siten, ettd zp,z € A}.

Selvisti zp € U, joten U # ().

U on avoin: Jos z € U, niin valitaan kiekko B = B(z,r) C D. Témi on mahdollis-
ta, koska D on avoin. Talloin B C U, koska jos w € B, niin w; = z+ Re(w—=z) € B
ja murtoviiva P = [z, w;, w] C B on koordinaatiston suuntainen. Liséksi, jos A C D
on koordinaatiston suuntainen murtoviiva pisteestd zy pisteeseen z, niin A U P on
etsitty murtoviiva.

20

Olkoon V =D\ U. Talloin VNU =0 jaVUU = D.
Lisdksi V' on avoin: Jos z € V, niin valitaan pallo B = B(z,r) C D. Nyt B C V,
koska jos olisi w € B N U, niin kuten yll4, n&htéisiin ettd olisi koordinaatiston
suuntainen murtoviiva A U P pisteesté z, pisteeseen z, miké on ristiriita.

Koska D on yhteniinen, V N D = (), toisin sanoen U = D. i

1.53. Maéritelmid. Olkoon A C C ja zy € A. Joukon A pisteen zy sisdltivd
komponentti (zo-komponentti) on joukko

E =J{C C A: C yhteniinen, z, € C'}.
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1.54. Huomautus. Komponentti E # (), mutta voi olla E' = {z}.

1.55. Huomautus. Lauseesta 1.48 seuraa, ettd joukon A zg-komponentti on yh-
tenéinen; se on joukon A maksimaalinen yhtenéinen osajoukko, joka siséltaé pisteen
20-

1.56. Huomautus. Olkoon F; joukon A z;-komponentti, j = 1,2. Talloin joko
E1 :E2 tai ElﬂEg :Q)

1.57. Huomautus. () # A C C on yhteniinen jos ja vain jos joukolla A on
vain yksi komponentti (ts. jos z,w € A, niin z-komponentti = w-komponentti.)
(Harjoitustehtava.)

1.58. Huomautus. Jokainen joukko A # () voidaan osittaa sen komponenttien
avulla:

A= UAjv

jedJ

missé joukot A; ovat pareittain pistevieraita joukon A komponentteja.

1.59. Lause. Olkoon G C C avoin. Télléin joukon G komponentit ovat avoimia.

Tobistus: Olkoon E joukon G komponentti. Olkoon z € F ja valitaan B =
B(z,r) € G. Tami on mahdollista, koska G on avoin. Lauseesta 1.48 seuraa, et-
td E'U B on yhtendinen joukko, joka sisdltdd pisteen zp. £/ on komponentti, joten
B C E. Niinpéa E on avoin. |

1.60. Huomautus. Avoimella joukolla £ C C voi olla korkeintaan numeroi-
tuva méadrd komponentteja. Ei-avoimella joukolla voi olla ylinumeroituvan monta
komponettia. (Harjoitustehtavi.)

1.61. Lause. Olkoon A C C yhtendinen ja f : A — C jatkuva. Télléin f(A) on
yhtendinen.

Tobistus: Harjoitustehtava. |
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2. Analyyttiset funktiot

Tassé luvussa hyokatddan kurssin padkésitteen, analyyttisen funktion, kimppuun.

2.1. Kompleksinen derivaatta

2.1. Maéritelmd. Olkoon G C C avoin ja zp € G. Funktio f : G — C on
(kompleksisesti) derivoituva pisteessd zy € G, jos raja-arvo

i 1) = 1)

2—20 Z— 2

eC

on olemassa. Jos f on derivoituva pisteessi zp, madritelldan

F2) = f(=)

Z—20 z — ZO

ja sanotaan, ettd f’(zo) on funktion f derivaatta pisteessd zy.

Funktiota f : G — C , missi G C C avoin, sanotaan analyyttiseksi (holomorfi-
seksi) joukossa G, jos f on derivoituva jokaisessa zg € G.

2.2. Huomautus. Usein erotusosamééréin raja-arvo kirjoitetaan muotoon

/(0) = lim f(zo+h)— f(Zo).

h—0 h

Huomaa, ettd h € C ja sen ldhestyminen nollaan voi tapahtua miltd puolelta hy-

N
I
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Téamé (yhdessd kompleksisen kertolaskun kanssa) tekee derivoituvuudesta erittéin
vahvan ominaisuuden — kuten tulemme myohemmin nékeméén.

2.3. Huomautus. Kuvaus f : G — C on derivoituva® pisteessi 2, € G jos ja vain
jos on olemassa ¢ € C (¢ = f'(z)) siten, etta

(%) f(z) = f(z0) + c(z — 20) + E(2) kaikilla z € G,
missé F : G — C on virhetermi, joka toteuttaa

im LEGL _

Z—20 |Z — Zo| o

Kun ¢ = f'(29) # 0 yhtélossé (), niin ¢(z — zp) hallitsee termid E(z) pisteen zg
lahistolla. Siten kuvauksen w = f(z) kdyttdytyminen pisteen zy ldhelld muistuttaa
affiinia kuvausta

L(2) = f(20) + f'(20)(2 — 20)-

Téamén kuvauksen L kdyttdytyminen on helppo kuvata geometrisesti: L kiertiaé tasoa
pisteen zg ympéri kulman 6 = Arg(f'(zo)) verran, skaalaa tasoa siten, ettd kaikki
etdisyydet muuttuvat kertoimella |f/(zo)| (ts. |21 — 22| | f'(20)| = |L(21) — L(22)] ).
Lopuksi, L siirtdé tason siten, ettd piste zop menee pisteeseen f(zp).

Im Im

Ara( () . .
Y £(z0)

Re Re

Jos f’(z9) = 0, niin geometrinen approksimointi tulee vaikeammaksi — asiaan pala-
taan myohemmin (kurssilla kompleksianalyysi 2).

3Kompleksianalyysissé derivoituvuus viittaa nimenomaan kompleksiseen derivoituvuuteen. Kos-
ka kompleksiluvulla kertominen vastaa eriiin reaalilineaarisen kuvauksen toimintaa RZ?:ssa seuraa
ehdosta (*), etté kompleksisesti derivoituva funktio on reaalisesti differentioituva ja derivaatta on
sama. Kéénteinen ei pide yleisesti.
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Esimerkki. Funktio f(z) = 2™, n=1,2,..., on analyyttinen koko C:ssé:

=z (2—20) () + (" P20) 4.+ (22570) + (257)

n—1 2720 n—1

= 2" 2" P 22y R 4 2T D ngg

Siten f(z9) = nzy .

Esimerkki. Funktio f(z) = Z ei derivoidu misséén pisteessia (HT).

2.4. Lemma. Kun f : G — C on derivoituva pisteesséd zy € G, f on jatkuva
pisteessé zg.

Tobistus: Kun z # 2,

17(z) = (=)l

|z — 20|

|f(2) = f(z0)] = |2 — 20] | —0- f'(z0) = 0.

2.5. Lause (Derivoimissdantojd). Olkoot f,g : G — C derivoituvia pisteessd
20 € G ja A € C vakio. Talloin \f, f + g, fg seké % (jos g(zo0) # 0) ovat myos
derivoituvia pisteessa zy. Liséksi
(Af) (20) = Af'(20)
(f +9) (20) = ['(20) + ¢'(20)
(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g'(20)

ja

f , o) — J'(20)9(20) — f(20)g'(%0)
(5) = (o)

Tobistus: Todistetaan tulo, muut jatetdédn harjoitustehtaviksi.

(kun g(z) # 0).

f(2)9(2) = [(20)g9(20) _ [(2) = [(20) a(2) + )9(2)—9(20)_

= 20

Z— 20 Z— 20 zZ— 20
N———

—f'(20) —g'(20)

Koska g on jatkuva, g(z) == g(zo). Niinpé kun z — 2, erotusosamiiri suppenee
kohti lukua

f'(20)9(20) + f(20)9 (20)-
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2.6. Esimerkki. Kaikki polynomit p,
p(2) = a2 +ap 12" P+t arz+ag,n € N,a; € C,

ovat analyyttisid koko tasossa C.

Esimerkki. Olkoon

i Arg(z)
e 2

1) =vi= VI

Talloin f on analyyttinen joukossa

D=C\ (—o0,0].

Huomaa, ettéd funktio z — Arg(z) on jatkuva joukossa D = C\ (—o0, 0], joten f
on jatkuva joukossa D.

Huomaa my0s, ettd f on epédjatkuva jokaisessa z € R, z < 0, joten f ei ole derivoi-
tuva negatiivisella reaaliakselilla.

Jos zp € D, niin

\/__\/Z—O_ \/__\/Z_O 1 220, 1

w0 (Vi-vaWVEtvm) VEtva o a

Jos zg = 0, niin

f(2) = flz0) _ V2 _ 1

z— 2 z Az
Koska ]\/igl — 00, kun z — 0, ei f ole derivoituva nollassa.

Niinpé f on derivoituva pisteessé zo tdsmélleen silloin kun 2z, € D. Télloin

f'(20) = N
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2.7. Lause (Ketjusddnto). Olkoot A, B C C avoimia joukkoja. Olkoon f : A — C
derivoituva pisteessd zy ja f(A) C B. Jos g : B — C on derivoituva pisteessd f(zp),
niin go f : A — C on derivoituva pisteesséa zq ja

(g0 f)(20) = g'(f(20)).f (20)-

TobisTus: Olkoon wy = f(zp). Mééritellddin F': A — C, G : B — C asettamalla

f(z)=f(20)
F(z) = prmvomnnll kun z # 2
1 (z0) kun z = zg
ja
g9(w)—g(wo)
Glw)={ ww o+ mwFw
g'(wy), kun w = wy.
Nyt

F(z)z%%f’(@)zl’(z@), kun z — 29,

joten F' on jatkuva pisteessé zg. Samoin GG on jatkuva pisteessé wg. Niinpéa yhdistetty
funktio G o f on jatkuva pisteessi zp, silla funktion f jatkuvuus seuraa derivoitu-
vuudesta pisteessi zg.

Jos z € A, z # 2y, niin

gof(z)—gof { ALER= S D ZTC) - jos £12) # £
z— 2 ’ jos f(2) = f(20) = wo
=G(f(2))F(2)

2 G(f(20))F(20) = ' (f(20)) £ (20).

Esimerkki. Olkoon




Koska

Saalimne

2.2. Cauchy-Riemannin yht&l6t

Olkoon f : G — C, G C C, derivoituva pisteessa zg = xo + 1yg € G. Merkitain

z=x+1y ja
u(z,y) = Re f(z)
v(z,y) = Im f(z).
Télloin u,v : G — R ja f = u + iv. Lasketaan f’(z) kahdella tavalla:

Ensin ldhestytdan pistettéd zp reaaliakselin suuntaisesti:

J(x +iyo) — f(xo + iyo)

f/(Zo) = lim
T—x0 xXr — ,TO
— lim U(._'E, ?/0) - U(I’O, y()) 4 lim U(I‘, yU) - U(JIO, yO)
T—x0 r — Xo T—xQ r — Xy

= Uz (T, Yo) + 1V (To, Yo)-
Siten tavalliset osittaisderivaatat u, ja v, ovat olemassa pisteessa (xo,yo) ja
(2.1) f'(20) = ue(20) + 1v2(20) =: fo(20).

Tamé& on f:n reaalinen osittaisderivaatta.

Sitten ldhestytéddn pistettéd zp imaginaariakselin suuntaisesti:

f(xo +iy) — f(zo +iyo)

"(20) = lim
f'(z0) = lim T
— i tim Y80 ¥) Zu@o,g0) |y 0(20Y) ~ vlo,4o)
Y=o Y—Y Y—Yo Y — Yo

= — uy(xo, yo) + Uy(x07 yo)-
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Siten osittaisderivaatat u, ja v, ovat olemassa ja

(2.2) I'(20) = vy(20) — iuy(20) =t —i fy(20).
Kun véhennetaén kaavat (2.1) ja (2.2) toisistaan, saadaan ns. Cauchy-Riemannin
yhtdilot:*
us(z0) = vy(20)
uy(20) = —va(20)-
Saaimme:

2.8. Lause. Jos f : G — C on derivoituva pisteessd zy € G ja f = u + tv, missa
u,v : G — R?, niin osittaisderivaatat u,, u,, v, sekd v, ovat olemassa ja

{uxm) = v, (20)

uy(20) = —vz(20).

Kéaantaen pétee:

2.9. Lause. Olkoon f = u+iv : G — C, missd u = Re(f) jav = Im(f).
Oletetaan, ettd osittaisderivaatat u,, u,, v, ja v, ovat olemassa G:ssd ja jatkuvia
pisteessa zy € G. Jos Cauchy-Riemannin yhtélét toteutuvat pisteessé zy siten, etté

{UI(ZO) = vy(20)

uy(20) = —vz(20),
niin f on derivoituva pisteesséd z ja
f'(20) = fulz0) = —i fy(20),
missd [ = Uy + 10, ja f = Uy +ivy,.
Tobistus: Olkoon ¢ = a + b, misséi

a = uz(z9) = vy(20)

(20)-

b= —uy(z)

Osoitetaan, etté
f(z) = f(20)

Z— 20

—c|—0, kunz — 2.

4Cauchy (1789-1857), Riemann (1816-1866)
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Valitaan ensin kiekko B(zg,7) C G. Olkoon z = = + iy € B(20,7) ,20 = o + iYo-
Olkoot s = x — g, t =y — Yo.
Nyt
u(z) —u(z0) = (w(wo + 5,90 + 1) — w(zo, yo +t)) + (u(wo, Yo + 1) — ulzo, yo))-
Yhden muuttujan véliarvolauseesta seuraa, etté kaikille z = z5 + s + ¢t on olemassa
s1,t1 € Rositen, ettd 0 < |s1] <|s|, 0 < |t;] < |t] ja
{ u(zo + 8, Yo + 1) — u(To, Yo + 1) = ug(wo + 51,90 +1)s
u(o, Yo +t) — u(wo, Yo) = uy (o, Yo + t1)t.
Siten jos ¢ = (zo + s1) + iy jan = yo + i(yo + t1), niin |29 — ¢| < |2 — 20] ja
|20 = 1| < [z — 2] ja
(%) u(z) = u(z0) = ua(C) (@ — o) +uy(n)(y — vo)-
Samalla tavalla 16ydetdédn (pisteesta z riippuva) pari 0 ja £ € C siten, ettéd |zg— 0] <
|2 — 20| ja |20 — &£ < 2 — 20| ja
(%) v(2) = v(20) = va(0)(x — w0) + vy (E) (Y — wo0)-
Huomaa, ettd kun z — zg, niin (,n, 0, — 2.
Nyt lasketaan:
f(z) = f(20) — c(z = 20) = u(z) — u(z0) +i(v(2) — v(20))
— (a+ib)(z — zo +i(y — yo))
= u(z) — u(20) — ug(20)(x — 7o) — uy(20)(y — ¥o)
+i(v(2) — v(20) — va(20) (@ — 20) — vy(20)(y — B0))
(%) ja ()
= (ua(Q) = wal20)) (= o) + (y(n) — uy(20))(y — yo)
+ i [(v2(0) = va(20))(z — @0) + (vy(§) — vy(20))(y — 0)] -

—~
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Koska
|515—950|S . ‘y_yo‘ﬁl,
|z — 20| |z — 20|

voidaan arvioida

fe) = flz) _ | o Q) = ua(zo)llz = w0l Juy () =ty (20)lly = w0l

z— Zo |z — zo| |z — zo|
L 10a(0) = va(zo)[le = wo] | [uy(§) = vy(20)[ly — tol
|z — 20| |z — zo|

< Jua(€) = ua(20)| + |uy(n) — uy(20)]
+ [v2(0) — v (20)] + |vy (&) — vy(20)]
— 0,

kun z — 2y, koska u,,u,, vs, v, ovat jatkuvia pisteessé 2. Siten f on derivoituva
pisteessa zg ja

f'(20) = ¢ = ful20) = —ify(20) -

Esimerkki. Cauchy-Riemannin yhtéloistd seuraa heti mm. seuraava: Jos f on
analyyttinen ja silla on jatkuvat toisen kertaluvun (reaaliset) osittaisderivaatat
G :ssd, niin myos f' on analyyttinen G :ssd.

2.10. Huomautus. Lauseessa 2.9 ei riitéd oletus, etté osittaisderivaatat u,, u,, v,
ja v, ovat olemassa joukossa G, vaikka toteuttaisivatkin Cauchy-Riemannin yht&lét
(ks. esim 2.12). Kuitenkin riittdisi a priori olettaa, ettd f = (u,v) on reaalifunk-
tioiden mielessé differentioituva pisteessi zg (ks. 2.7). MyShemmin tosin ndhdéén,
ettd avoimessa joukossa G differentioituvan Cauchy-Riemann -systeemin ratkaisut
u ja v tulevat olemaan C*-funktioita joukossa G, ts. niilld on kaikkien kertalukujen
jatkuvat osittaisderivaatat.

Esimerkki. Merkitddn z = x 4 iy. Olkoon f(z) = z. Onko f derivoituva?

u(z) =Ref(z)==x
v(z) =Im f(z) =0,
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joten
u, =1, uy, =0

v, =0, v,=0.

Siis u, = 1 # 0 = vy, joten Cauchy-Riemannin yhtilo ei toteudu missdén. Siispd f
ei ole derivoituva missiin!

Esimerkki. Olkoon f(z) = e®.
Viite: f: C — C on analyyttinen koko tasossa C. Lisiksi f'(z) = e*, kun z € C.
Todistus: Koska

u(z,y) =e"cosy ja

v(x,y) =€ siny,

saamime
Uy = €* cosy u, = —e’siny
v, = €e¥siny vy = e” cosy,

jotka kaikki ovat jatkuvia. Siten u, = v, ja u, = —v,, joten Lauseesta 2.9 seuraa,

ettd f on derivoituva ja

f'(2) = fu(2) = €"(cosy +isiny) = " = €.

2.11. Seuraus. Olkoon G C C avoin ja olkoon funktiolla f : G — C jatkuvat
osittaisderivaatat

fo=(Re f)e +i(Im f). ja fy:<R€f)y+i(Imf)y

joukossa G. Talléin f on analyyttinen joukossa G, jos ja vain jos funktiot u = Re f
jav = 1Im f toteuttavat Cauchy-Riemannin systeemin

{ux % joukossa G'.
Talloin

f/:f:c:_ify-
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2.12. Esimerkki.

—4
exp(—z7%), kun z#0
fla) = P
0, kun z = 0.
Koska g(z) = e* on analyyttinen ja h(z) = —2~* on analyyttinen joukossa C\ {0},
on f = g o h ketjusddnnon nojalla analyyttinen joukossa C\ {0}. Entapa origossa?
Nyt josz € R, x # 0,

_ *
lim M = lim ¢ )
z—0t T =0t T

Kun sijoitetaan t = 27*, saadaan edellisesti

lim
z—0+ T t—oo et

I’Hospitalin sd&nnoén nojalla.

Samoin

Siten on olemassa

f2(0) = u;(0) 4+ 4v,(0) = 0

ja samoin ndhdain, ettd myos
f4(0) = u,(0) 4+ 4v,(0) = 0.

Siten u ja v toteuttavat Cauchy-Riemannin systeemin 0:ssa, mutta f ei ole derivoi-
tuva sielld, koska f ei ole jatkuva origossa (huomaa, etta

f(?“e%r):e%‘l — 00, kunr —0).

2.3. Cauchy-Riemannin yhtidlén seurauksia

2.13. Lause. Olkoon f : D — C analyyttinen ja D C C alue. Jos f'(z) = 0
kaikilla z € D, niin f on vakio alueessa D.
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Tobistus: Olkoon f = u 4+ ivw. Nyt Cauchy-Riemannin yhtéléiden perusteella
F(2) = fu(2) = ue(2) + v, (2) = ug(2) — iuy(2) =0,
joten u,(z) = 0 = u,(z) kaikilla z € C. Osoitetaan, ettd u on vakio (samoin nédhdéaén,
ettd v, = v, = 0 ja v vakio).
Olkoot zg,z € D. Valitaan koordinaatiston suuntainen murtoviiva

A=lz,21,...,2n=2]CD

(ks. lause 1.52).

Nyt (reaalimuuttujan) viliarvolauseen mukaan kaikille 7 = 1,...,n on olemassa
(j € [zj-1, 2] siten, ettd

us (¢;)(Re(z;) — Re(zj-1)) jos Im(z;) = Im(zj-1)
g
W) TG = )y — D) jos Relz) = Relz)
na
=0,
misté seuraa, etta
u(zo) =u(z1) = ... =u(zn) = u(z).

Siten u on vakio joukossa D. Samoin v on vakio, joten f = u + iv on vakio alueessa
D. O
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2.14. Lause. Olkoon f : D — C analyyttinen ja D C C alue. Jos jokin funktioista

w=Re(f), v=1Im(f) tai |f]

on vakio, niin f on vakio.

Tobistus: Harjoitustehtava.

2.4. Trigonometriset funktiot
Jos t € R, niin
e = cost+isint

e = cos(—t) + isin(—t) = cost — isint,

mistd saadaan

eit 4 it
cosSt = ——
2
it efzt
sint = :
29
2.15. Maaritelma. Olkoon z € C. Maaritellaan kompleksinen sini, kosini ja
tangentts
eiz _ e—iz
sin z := )
2
eZZ + 6—22
cosz i = ——— |
.2
sin 2
tan z ;= , kun cosz # 0.
0S 2

2.16. Lause. Kompleksinen sini ja kosini ovat analyyttisid koko tasossa C ja
(sinz)" = cos z,

(cosz) = —sin 2.

ToODISTUS: Seuraa lauseesta 2.5.
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2.17. Huomautus (Varoitus!). Kompleksinen sini ja kosini eivét ole rajoitettuja,
vaan

sin(C)=C ja cos(C)=C.

2.18. Maaritelmd. Koko kompleksitasossa analyyttistd funktiota f : C — C
sanotaan kokonaiseksi.

Esimerkki. Polynomit
p(2) =ap" +a 2" P+ . a1z +a, , ap€C

ovat kokonaisia. Eksponenttifunktio exp, sinifunktio sin z ja kosinifunktio cos z ovat
kokonaisia.

2.19. Huomautus (Harjoitustehtidva). Seuraavat yhtdlot on helpohkoa todentaa:

cos’z +sin’z =1 kaikilla z € C

cos(2z) = cos® z — sin® z

s ) = si

— —2z)=sinz

2

w) = sin zcosw + cos zsinw  kaikilla z,w € C

w) = coszcosw — sin zsinw  kaikilla z,w € C

Koska eksponenttifunktio on jaksollinen, ovat myos kompleksinen sini ja kosini

jaksollisia:
cos(z + k2m) = cosz kaikilla z € C, k€ Z.

sin(z + k2r) =sinz  kaikillaz€ C, keZ.

Esimerkki. Ratkaise yhtélo cos z = 0.
Merkitdéan z = x + 1y.

0 eiz + e—iz e—y-‘rix + ey—ir
= COSZ = =
2 2

e Y(cosx +isinz)+ e¥(cosx — isinx)

(*) - a

ey _'_ e_y L. ey — e_y
=Ccosr | ——— ) —tsmx |\ ——— |,
2 2
N e’ N e’

cosh y#0 sinh y
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mikd on yhtapitavad kuin

cosx =0
sint =0taiey —e ¥ =0.

Koska (cosz)? + (sinz)? = 1, voidaan jilkimméisestd unohtaa tapaus sinx = 0.

Niinpé yhtélo (%) on yhtépitavasti

miké edelleen on yhtépitavad kuin

r =7 +km, kel
e =1, yeR.

Tasta saadaan
r=35+kr, kel,
y=0,
joten
T
z=§—|—/€7r, kel.

Havaitaan: Kompleksisen kosinin cos z kaikki nollakohdat ovat reaaliakselilla (ne
ovat z = 5+ km, k € Z).

Koska
T

sin z = cos(= — z)

ovat my0s sinifunktion sin z nollakohdat reaaliakselilla (ne ovat z = kn, k € Z).

2.5. Kiainteisfunktioiden haarat

Jos f : G — C on analyyttinen mutta ei ole injektio® (ts. on olemassa z; # 2, € G
siten, etté f(z1) = f(z2)), niin funktiolla f ei ole kddnteiskuvausta, ts. ei ole olemassa
funktiota g : f(G) — G siten, ettd

g(f(2)) =z kaikilla z € G

5 Huom: analyyttisté injektiota sanotaan univalentiksi.
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ja
f(g(2)) =z kaikilla z € f(G).

Funktiolla f on kuitenkin "oikeanpuoleisia inversseji” g : f(G) — G siten, etté

fg(2)) =z kaikilla z € f(G).

Funktion g saa tehdyksi méaarittelemélld g(z) olevaksi joku niista pisteistd w € G,
jolle f(w) = z. Metodi on hasardi ja on kyseenalaista, 16ydetédanko silld yhtddn
"hyvad” funktiota g. Valitettavasti huolellakin rakennetut oikeanpuoleiset kd#dnteis-
kuvaukset g tahtovat olla epdjatkuvia jossain:

Esimerkki. Olkoon
flz) =22,

jolloin funktion f oikeanpuoleinen inverssi saadaan koko tasossa C maéaérittelemalld
9(2) = Vz.
T&ll6in g on analyyttinen joukossa
D=C\{zeR:2<0}
miké sattuu olemaan suurin avoin joukko, jossa g on jatkuva. Huomaa, ettd g on

jatkuva D:n liséksi vain origossa.

2.20. Masritelma. Olkoon f : G — C analyyttinen ja olkoon D C f(G) alue.
Sanotaan, etté funktio g : D — G on kiiteiskuvauksen f~! haara alueessa D, jos g
on jatkuva D:ssé ja

flg(2)) =2 kaikillaz€ D.

2.21. Huomautus.

Jos joukossa D C f(G) on jokin kiinteiskuvauksen f~' haara, sielld on mo-
nesti useita.

Joukkoa D ei yleensi voida ottaa koko kuvajoukoksi f(G).

Kiinteiskuvauksen f~! haara on injektio (koska z = f(g(2)) = f(g(w)) = w).
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Seuraava lause sanoo, etti kifinteiskuvauksen f~! haara on analyyttinen, jos fm
derivaatta ei havii.

2.22. Lause. Olkoon f : G — C analyyttinen ja g kdinteiskuvauksen f~! haara
alueessa D C f(G). Jos zy € g(D) siten, ettd f'(zy) # 0, niin g on derivoituva

pisteessd wy = f(z) ja
, 1
gwo) = f'(20)

Erityisesti, jos f'(z) # 0 kaikilla z € g(D), on g analyyttinen joukossa D.

Tobistus: Koska kéddnteiskuvauksen haara g on injektio, niin jokaiselle w € D,
w # wp, on z = g(w) # zy. Siis voidaan laskea

g(w) —g(wo) _ g(w) —gwy) _  z2-2% _ 1 1
w — W flo(w)) = f(z0)  f(2) = flzo)  LE=LEL f(z0)]

kun w — wy. Téssd rajankdynti sujuu, koska g on kédnteiskuvauksen haarana jat-
kuva, joten
z=g(w) = g(wg) = 29, kun w — wy.

2.23. Huomautus. Jos kiinteiskuvauksen f~! haara g joukossa D on derivoituva
pisteessd wy = f(20) € D, missid g(wp) = zp, niin ketjusddnnosté seuraa, etti

£ 20, )9/ (wo) = (F 0.9 () = (o) (o) = 1.

=g(wo)

joten f'(zo) # 0.

2.6. Logaritmin haarat

2.24. Maaritelmé. Logaritmin haara alueessa D on analyyttinen funktio L : D —
C siten, etta
e = 2 kaikilla z € D.

Huomaa, ettd 0 € D, koska e® # 0 kaikilla w.
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Koska ekspontenttifunktio f(z) = e* on kokonainen ja f'(z) = e* # 0 kaikilla z,
seuraa lauseesta 2.22, ettéd jokainen jatkuva L : D — C, jolle

el — 5 kaikilla z € D

on analyyttinen ja siten logaritmin haara alueessa D. Edelleen

, 1 11
PO Ty T em

Lauseesta 1.31 seuraa, etté jokaiselle logaritmin haaralle L pétee
L(z) =In|z| +i6(=2),
missd 6 : D — R on jatkuva ja
0(z) =Im(L(z)) = arg(z), z€D,
missi arg(z) on jokin pisteen z argumentti; valinta voi riippua pisteesti z.

2.25. Huomautus. Olkoot L ja L logaritmin haaroja alueessa D. T&lléin

1 1
(L — L)'(2) == ——==0 kaikilla z € D.
z oz

Lauseesta 2.13 seuraa, ettd L; — L on vakio alueessa D. Koska

L z
el1(x)=L(z) — =2 =1 kaikilla z € D,

on tdma vakio muotoa 2k jollain k € Z. Siten on olemassa k € Z siten, etté
Li(z) = L(2) + 2kmi  kaikilla z € D.

Huomaa, ettei vakio k riipu pisteestd z € D! (HT. Totea tdmél)

Esimerkki. Logaritmin pédédhaara

Log(z) = In |z| + i Arg(2)
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on analyyttinen alueessa D = C\{z € R: z < 0}.

Esimerkki. Olkoon

(oot
N

D:B@L;
ja
L(z) = Log(2) kun Im(z) >0
Log(z) +i2r  kun Im(z) <O0.

Té&llsin L on logaritmin haara kiekossa D (HT). Miten tdmé sopii yhteen huomau-
tuksen 2.25 kanssa?

2.26. Huomautus. Joukossa C\ {0} ei ole logaritmin analyyttistd haaraa (HT).

2.7. Kompleksinen ja reaalinen differentioituvuus

Reaalisen tason R? avoimessa joukossa G' C R? méiéritelty kuvaus f : G — R? on
(reaalisesti) differentioituva pisteessi zy = (o, yo), jos on olemassa R-lineaarinen

A:R? — R? (ts. matriisi A = {?; g]) siten, ettd
fly) = f(@o, yo) + Alz — 20,y — yo) + E(z,y)
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kaikilla (z,y) € G; téssd F : G — R? on funktio, jolle

E
tim 2G|
220 |z — ZO|
Jos merkitédén f(z,y) = (u(z,y),v(x,y)), niin matriisin A (funktion f reaalinen

derivaatta pisteessé zg) elementit ovat w:n ja v:n osittaisderivaatat pisteessi (xg, yo)

A= s (%o, Yo)  ty(@o, Yo)
vz (20, Y0) vy (o, Yo)

Matriisi A vastaa reaalilineaarikuvausta : R> — R2. Jotta f olisi kompleksisesti
derivoituva, tulisi matriisin A vastata kompleksista lineaarikuvausta : C — C eli
siis kompleksisella vakiolla kertomisoperaatiota. T's. toiminnon

Alx — w0,y — yol
tulisi olla kompleksinen kertolasku
w ((x — ) + 1(y — yo)) -

Vilttamaton ja riittédva ehto (HT) télle on se, ettd matriisin A kertoimet totetuttavat
Cauchy-Riemannin yht&lot

uw(x(b yO) = Uy<l'0, yO)
ty (%0, Yo) = —vz(To, Yo)-
Tulkitsemalla (z,y) kompleksiluvuksi = + iy ja kidyttaméalla yhteyksia

z2+7Z _z+§
2 YT Ty

xr =

saadaan, ettd f : G — C on reaalisesti differentioituva pisteessd zy € G jos ja vain
jos on olemassa c,d € C siten, ettd

(2.3) f(2) = f(20) +c(z = 20) +d(Z = Z0) + E(2)
kaikilla z € G, misséd F : G — C on sellainen, etti % =750, ).
Edelleen ]
c=3 (us(20) + vy(20) + i(v2(20) — uy(20)))
1 .
d = 5 (uz(z0) = vy(20) +1(vs(20) + uy(20)))

Nyt on helppo osoittaa (HT):
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Funktio f : G — C on (kompleksisesti) derivoituva pisteessi zy € G jos ja
vain jos f on reaalisesti differentioituva pisteessi zy € G ja d = 0.

Yleisesti kayttddn kompleksisia osittaisderivaattoja: Jos funktion f : G — C
osittaisderivaatat f,(zo) ja fy(20) ovat olemassa, 2y € G, niin merkitdan

(o) 1= 5[Fulz0) — iy (20)] (= 0f ()
1 1
= Q(Uz(zo) +vy(20)) + Q(Ux(zo) — uy(20))
ja

o) = 5 lfelen) + iy a0 (=07 ()

1 1
= §(ux(2’o) — vy(20)) + 5(%(20) +uy(20))-

Télloin Cauchy-Riemannin yhtdlét on helppo kirjoittaa:

jolloin
f'(20) = f-(20)-

Muista, ettd kompleksinen osittaisderivaatta f, voi olla olemassa, vaikkei f olisikaan
derivoituva.
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3. Kompleksinen integrointi

3.1. Tieintegraali

3.1. Maasritelma. Olkoot a,b € R, a < b. Polku ~ kompleksitasossa on jatkuva
kuvaus v : [a,b] — C. Piste y(a) on polun ~ alkupiste ja v(b) sen loppupiste.

Kuvauksen v kuvajoukko
[ == A{7(t) : t € [a, 0]}

on nimeltddn on polun 7y jalki. Sanotaan, etté v on polku joukossa D, jos |y| C D.

v(b)

4

N
L

Polku v : [a,b] — C on suljettu, jos y(a) = v(b).

Suljettu polku

3.2. Maidéritelméi. Olkoon v : [a,b] — C polku ja



Sanotaan, ettd v on jatkuvasti differentioituva polku, jos x : [a,b] — R jay : [a,b] —
R ovat jatkuvasti differentioituvia (paatepisteissa toispuoleiset derivaatat). M#éri-
telladn talloin polun v derivaatta

V(1) ='(t) +iy'(t)
Sanotaan, ettd v on paloittain jatkuvasti differentioituva valilla [a, b], jos on olemassa

pisteet a =ty < t; < ... < t, = b siten, etté 'yhtk i O jatkuvasti differentioituva
vileilld kaikilla £k =1,2,... n.

3.3. Maaritelmé. Tie joukossa A C C on paloittain jatkuvasti differentioituva
polku 7 : [a,b] — C siten, etta |y| C A. Suljettua tietd sanotaan myos piiriksi.
Esimerkki. Olkoot 2, 21, 22 eri pisteitd . Mééaritelladn v, : [0,1] — C,
7 (t) = [z0, 21](t) :=tz1 + (1 — t)29 , jana zg:sta z1:een,
ja
7 :10,2] = C,

(@), t€l01]
Yo(t) = {(t — Do+ 2-t)zn, tell,2].

21

22

Nyt 71 ja v2 ovat teitd sekd

3.4. Esimerkki. Olkoon k € Z, z; € C ja r > 0. Mééritellaén ~ : [0,27] — C,

Y(t) = 2o + reMt.

o1



Zo+71

k>0

Té&llsin v on suljettu tie (piiri), joka kulkee zp-keskisen r-siteisen ympyran kehén
ympéri |k| kertaa ldhtien pisteestid zg + r

- vastapaivédn, jos k > 0
- mydotapaivadn, jos k < 0.
- v pysyy paikallaan, jos k = 0.

Liséksi ‘
v (t) = ikre*t (HT).

Esimerkki. Olkoon

( / \\ j
. \ - ‘
v(t) = sin2tcost +isin2tsint = e"sin2t, te€0,2n]. \«

T&lloin v on suljettu tie ja

7' (t) = 2cost cos 2t — sint sin 2t + (2 cos 2t sint + cos t sin 2t) -

= e cos 2t + ™,

52



3.5. Maiéritelmé. Olkoon 7 : [a,b] — C polku /tie. Polun v kddnteispolku tai

paluupolku /kddnteistie on kuvaus 5 [a,b] — C siten, ettd

St =~b+a—t).

e Y

5

%
3.6. Huomautus. [z, 23] = [29,21]. (HT).

3.7. Madaritelmi. Olkoot 71 : [a1,b1] = C ja ¥ @ [ag, by] — C polkuja siten, etté
1 (b1) = 72(ag). Talloin méadritelladn yhdistetty polku (summapolku)

Y1 kY2t [ar, by 4+ by — ag] — C
asettamalla

7(t), kun a; <t < by.
Y1 *e(t) =
")/2<t—b1+a2), kunb1§t§b1+b2—a2.

7

3.8. Huomautus. Jos 71,72 ovat teitd, ja v, * 79 on mééritelty, se on myos tie.
(HT).
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3.9. Huomautus. Jos D C C on alue ja 21,2, € D, niin on olemassa tie vy :
[a,b] — C siten, ettéd |y| C D ja

v(a) =z,  y(b) = 2.

(Tieksi v voidaan valita murtoviiva, ts. ddrellisen monen janan muodostama polku,
jopa niin ettd murtoviivan muodostavat janat ovat koordinaattiakselien suuntaiset.
Katso lause 1.52.)

Parametrin vaihto: Usein on mukava kulkea pitkin teitéd, jotka on maéaéritelty
tietylla valilla [a, b], esim. [0, 1] tai [0, 27r]. T4t4 varten on yleensé tehtava parametrin
vathto: Jos

v la,b] = C

on polku, niin sanotaan, ettd polku
p:le,d — C

on saatu polusta v parametria vathtamalla, jos on olemassa aidosti kasvava jatkuva
surjektio h : [¢c,d] — [a, b] siten, ettd

B(s) =v(h(s)) kaikilla s € [c,d].

(Sanotaan, ettd h on parametrinvaihtokuvaus.)
Huomaa, ettd poluilla v ja 5 on sama jalki ja ne kulkevat "samaan suuntaan”, mutta
mahdollisesti eri nopeuksilla. Huomaa myos, ettd parametrinvaihtokuvaus on bijek-
tio.

Jos v on tie ja parametrinvaihto h on paloittain jatkuvasti derivoituva, on § myos
tie. Talloin sanotaan, etta tiet v ja B ovat ekvivalentit.

Huomaa, ettd 5'(s) = +'(h(s))h/(s).

Esimerkki. Olkoot 21,29 € C, 21 # 23 ja 7 = [21, 23], ts.
Y(t) =tza+ (1 —1t)z , t€][0,1].

Maaritellaan

Z9 — 21

B(s) =z +s 0<s< |z — 2,

|21 — 2]’
jolloin tie S on saatu tiestd v parametrin vaihdolla

S

h(s) 0§3§|21—22

N |21—Z2|7

Sanotaan, ettd tiessd [ on kédyrdn pituus parametrina.
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3.10. Maéritelmé. Olkoon v = x + iy : [a,b] — C jatkuvasti differentioituva
polku ja f = u+iv : |y| — C jatkuva funktio. Talloin funktion f integraali yli polun
v on

[ ez = / F () (bt

— [ (wlale),u®)a' (1) = vla(t). p0) D)+

b

i / (ule(8), y(£))y'(£) + o((t), y(£)) (1) dt.

a

Yleisemmin, jos 7 on tie, niin valitaan pisteet a = tg < t; < ... < t, = b siten,
ettd v, = 7|[tk L4 O jatkuvasti differentioituva polku ja maaritelldan funktion f
integraali yli tien v asettamalla

/ f(z)dz = ; / f(2)dz.

Samoin maaritellddn funktion f integraali yli tien v kaarenpituuden suhteen asetta-
malla

/f‘dzl ::/f(“Y(t))W(t)ldt_

Integraali yli polun ~ riippuu muustakin kuin vain polun ~ jaljesté:
Esimerkki. Olkoot v : [0,27] — C ja v, : [0,27] — C teitd
(t) = 2™, Yo(t) = 2",
Nyt ~1 kiertdd kehédn 0B(0,2) kerran vastapiiviain ja 7, kahdesti myotapaivadn.

%)



Olkoon f(z) = 1.

27 27

2ie't , .
/f(z)dz = / 5ot dt = z/dt = 2.
Y1 0 0
2 4 - 2
—4ie™" . .

27

Y2 0 0
2
2 1 —it
/f(Z)IdZ!Z/%itdt:_—i/e dt = 0.
g 0 0

3.11. Lemma. Olkoot v ja ( teitd joukossa A ja f: A — Cseki g: A — C
jatkuvia. Télloin

(1)
/(f(z) +9(2))dz = /f(z)dz+/g(z)dz.

(i)
/cf(z)dz = c/f(z)dz kaikilla c € C.

(i)

/f(z)dz:—/f(z)dz.
& 5

(iv) Jos yhdistetty polku v % 8 on mééritelty, niin

/f(z)dzz/f(z)dz+/f(z)dz.
B

y*B b

(v) Jos tiet vy ja B ovat ekvivalentit, niin

/f(z)dz:/f(z)dz.
3 5
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(vi) Jos |f(z)] < |g(z)| kaikilla z € ||, niin

/m )ldz| = /m DI (1)]d

misséd vy : [a,b] — C on tie.

Tobistus: (i), (ii) Harjoitustehtévia.

(iii): Olkoon v : [a,b] — C. Koska 5 (t) = v(b4+a—t), niin 5§'(t) = —/(b+a—1),
joten

b

/f dz—/f<7 /f(fy(b—l—a—t))fy'(b—l—a—t)dt.

a

Kun sijoitetaan s = b+ a — t, saadaan

b

]ﬂwmw@wz—/ﬂwmv@mz—/ﬂ@w

a

(iv): Harjoitustehtava.

(v): Olkoon 7 : [a,b] — C, [ : [¢,d] = Cjah:[c,d] — [a,]] paloittain derivoituva
parametrin vaihto siten, ettd y(h(s)) = 5(s). Nyt

B'(s) =7/ (h(s))M'(s),

joten
d

/#ww:/ﬂmma@w:/ﬂwmmww@W@w.
B c c

Sijoittamalla t = h(s), dt = h/(s)ds saadaan

jﬂﬂmvww:/ﬂ@w
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(vi): Olkoon

/f(z)dz =re”  (voidaan olettaa, ettid r > 0).

v

Nyt

0

IA

/f(z)dz :r:/ewf(z)dz

v

e ()Y (1) dt

J/

I
(o \Q_ 3

-~

€R

(=

\N

Bete 11 W) di+i [ e Fo (6 (e
lg(v(¢ ))llv @l 2 .

g/mwmwwwz/mwww

=0

3.12. Huomautus. Jos 7 : [a,b] — C on tie, niin maaritelldén tien v pituus

Kwiﬂwzjwww.

Lemman 3.11 kohdasta (vi) seuraa, ettd jos f : |y| — C on jatkuva ja |f(z)] < M,
niin

JEZERYC

¥
3.13. Esimerkki. Olkoon f(z) = e* jay(t) =re®, 0 <t <
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Viite:
(1l —e)
dz| < —8 =,
/f 7= 4r
v

Todistus: Jos z = x + 1y,

Re(iz?) __ 6—2xy
- )

|eiz2\ =e

joten kun z = v(t) = re’ = r(cost + isint),

. 2 .2 . 2
‘ezv(t) | —e " 2costsint _ e " sm2t‘

Edelleen, lemman 3.11 kohdan (vi) nojalla

™

/eiZde S/B_TQSiHQtTdt,

¥ 0

misté sijoittamalla s = 2¢ saadaan

s

2
T 2w
_ e T Sll’lSdS.
2

0

Nyt sins > %, kun 0 < s < 7 (HT), joten

0

r 122 m(l—e)
< = mds = ———— 2,
/f(z)dz < 2/6 ds ym
Y
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3.2. Primitiivit eli kantafunktiot

Olkoon f : G — C, G C C avoin. Sanotaan, ettd funktio ' : G — C on funktion
f primatitvi tai kantafunktio joukossa G, jos

F'(z) = f(2) kaikilla z € G.

3.14. Huomautus. Jos F on funktion f primitiivi, myos f + ¢ on funktion f
primitiivi kaikilla vakioilla ¢ € C.

Primitiivi on aina analyyttinen!

Esimerkki. Eksponenttifunktion z — e* primitiivi on eksponenttifunktio itse.

Logaritmin p#shaara G(z) = Logz on funktion g(z) = I primitiivi joukossa
C\{zeR:2z<0}.

3.15. Lause. Olkoon F jatkuvan funktion f primitiivi avoimessa joukossa G C C.
Jos 7y : [a,b] — C on tie joukossa G, niin

/ f(2)dz = F(4(b)) — F(x(a)).

Erityisesti, jos jatkuvalla funktiolla f on primitiivi joukossa G ja v on suljettu tie,

niin / o

Tobistus: Olkoot a =ty < t; < ... < t, = b siten, etti ’y’[tk—lytk} on jatkuvasti
differentioituva kaikilla &k = 1,...,n. Olkoon ~(t) = x(t) + iy(t) ja t € [tr_1,tx).
Maééritelladn )

F(t) = F((t)),
jolloin F on jatkuva. Kiyttamalld differentiaalilaskennan ketjusiéntod, Cauchy-
Riemannin yhtéloistd saatavaa tietoa F, = iF, ja tietoa F'(z) = F, saadaan

F'(t) = F(y(t)2'(t) + F,(v(1)y'(¢)
= F.(v(1)2'(t) + i Fu(v(1)y (¢)
= F'(y()Y'(t) = f(y()Y (1)
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ZZ:/FVW»

ja koska F’ on jatkuva vililld [tr_1,tx], tdstd analyysin peruslausetta kdyttadmalla

saadaan
[ e
5

n

(F(th) = F(tr-1)) = F(b) — F(a)

— F(4(3)) - F(1(a)).

Esimerkki.

Olkoon ~(t) :t—{—ié, 0<t<mja f(z) =e* Nyt F(z) = €?, joten

[ se3iz= [ ) = 0= 1

~
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3.16. Huomautus. Kaikilla joukossa G analyyttisilla funktioilla ei ole primitiiviéd
joukossa G. Esimerkiksi funktiolla f,

f) =1,

ei ole primitiivid joukossa C\ {0}.

dh
N

Syy: Olkoon (t) = e, 0 <t < 27, jolloin

/ F(2)dz = 2mi.

Mutta 7 on suljettu tie, joten jos funktiolla f olisi primitiivi joukossa C \ {0}, niin
lauseen 3.15 mukaan olisi

/ f(z)dz = 0.

N

Siispéa f:11a ei voi olla primitiivid G:ssa.

3.17. Huomautus. Lause 3.15 antaa "keinon” primitiivin 16ytdmiseksi: integroi-
daan pitkin kdyrad vy pisteestd zy pisteeseen z:

F(z) :/f(w)dw+ vakio.

3.18. Huomautus. Osittaisintegrointikaava pétee:
Olkoon 7 : [a,b] — C tie G:ssi ja f,g : G — C analyyttisia (ja derivaatat f’ ja g
jatkuvia). Télloin

/

v(b)
/f(z)g’(z)dz: / f(2)g(2) —/g(z)f’(z)dz.
v v(a) y

Todistaminen jatetddn harjoitustehtaviaksi.
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Esimerkki. Olkoon f(z) = z. Tillsin funktion f primitiivi on F(2) = 122 ja

0= /f(z)dz: /zdz

kaikilla suljetuilla v C C.
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4. Cauchyn lause — lokaali versio

Erds kompleksianalyysin tarkeimmistd "perustuloksista” on alunperin vuodelta
1825 oleva Cauchyn lause, jolla tarkoitetaan useitakin lauseita, jotka antavat ehtoja,
milloin analyyttisen funktion integraali yli piirin on 0.

Jatkossa kéytetaan merkintéa

[ ez,
OR

kun tarkoitetaan integraalia yli topologisesti suljetun suorakaiteen R reunan vasta-
paivadn kerran ympéri, ts. jos z1, 22, 23, 24 € C ovat sellaiset pisteet, ettd [z1, z0] ja
[24, 23] ovat yhdensuuntaiset seké [z1, z4] ja [29, 23] ovat yhdensuuntaiset ja

Re(z1) = min Re(z;),

§j=1,234

niin I'm(z2) < Im(z3) (ja Im(z2) < Im(z1) mikali Re(z) = Re(z1)). Télloin OR on
suljettu tie,

OR = 21, 2] * |22, 23] * [23, 24] * [24, 21].
2

z1 z3

Z2

4.1. Lemma. Olkoon R suljettu suorakaide joukossa G ja f : G — C analyyttinen.

Talloin
/f(z)dz = 0.
OR

TobisTus: Olkoon

I :al ().
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Jaetaan R neljdéin kongruenttiin (samanlaiseen) suorakaiteeseen RI, R? R3 Ri.
Maaritelladn

Ifz/f(z)dz . j=1,234.
ORI
T&ll5in
I=1'+1}+ 1} + 1},

R

s koska suorakaiteiden R{ yhteiset sivut "kuljetaan” eri suuntiin!

Siten kolmioepéyhtalosta seuraa, etté
1] < |+ 7]+ ||+ 11
ja siis
T |
|I]| > 1 jollain j = 1,2, 3, 4.

Niinpa l16ydetdén suorakaidetta R puolta pienempi suorakaide R; C R siten, ettéa
kun

Ilz/f(z)dz,
niin
L] > 47" 1]

Samalla tavalla 16ydetdédn suorakaiteen R; siséltd puolet pienempi suorakaide Rs
siten, ettd kun

L= [ 1@,

niin

L] > 47 L] > 4721,

Jatkamalla osiinjakoa induktiivisesti l6ydetéin jono sisdkkaisid suorakaiteita
RDOR, DRyD ...

joukossa G siten, ettd kun

L= [ fG,

ORn
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niin

|L| > 47| > > 47", n=12...
ts.
(%) |I| <4"|I,| kaikillan=1,2,...
Olkoon
d, = suorakaiteen R, halkaisijan pituus = sup{|z —w|: z,w € R,}
ja

L, =1(0R,) = suorakaiteen R, reunan pituus.

Merkitédén d = R:n halkaisija ja L = [(OR). Télloin
d,=2"d, L,=2"L.

Nyt Ry D Ry D ... muodostaa vihenevidn jonon kompakteja joukkoja ja d, — 0,
joten Cantorin lauseesta seuraa, ettd on olemassa zy € R, jolle

oo
{20} = (M Ra.
n=1
Koska f on derivoituva pisteessid zp € G, niin

() f(2) = f(20) + f(20)(z — 20) + E(2), z€QG,
misséd F : G — C on sellainen, etté

[E(2)|

|z — 2|

— 0  kun z — 2.

Koska f on jatkuva, niin yhtélostd (sx) seuraa, ettd F on jatkuva joukossa G ja

Olkoon ~ suljettu tie joukossa G. Nyt Lauseesta 3.15 seuraa kaavan(**) avulla

/f yiz & zo)/dz+f’(zo)/(z—zo)dz+/E(z)dz

v % o
—0 —0
= /E(z)dz

~
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Valitaan v = 0R,,, jolloin

Q:/E@M

OR,

Olkoon ¢ > 0. Osoitetaan, etta |I| < edL:
Olkoon B = B(zy,d) C G siten, ettd

|E(2)| <elz— 2| kaikilla z € B.

Valitaan n siten, ettd d,, < 0. Koska zg € R,, ja |z — 20| < d,, < 0 kaikilla z € R,,,
niin R,, C B. Nyt yhtélostéd () seuraa, ettéi

]ﬂgwgby‘/E@m

ORy,

mistd vilkaisemalla huomautusta 3.12 saadaan arvio

|I| < 4"ed,L,, = edL.

Nyt antamalla ¢ — 0 saadaan haluttu tieto: I = 0. O

Esimerkki. Integroidaan % pitkin tietd

y=[14i,—1+i]*[-14+d-1—dx[-1—d1—d[l—d1+4d.
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Merkitddan v1 = [-1 — 4,1 — @] [1 =4, 1+ * [1+4, -1+ ] jaye = [-1 4+, —1 —1].
Alueessa D = C\ {z < 0} funktiolla £ on primitiivi Log(z), joten

/dj" — Log(~1+1) — Log(~1 — ).

At

Janan 7, yli integroimiseen valitaan joukossa C\ {z > 0} logaritmin haara

. Log z, jos Im(z) >0
(2) = Logz+2mi, jos Im(z) < 0.
Talloin
dz , . . . .
— =L(-1—-14)— L(—-1+1) = Log(—1 — i) 4+ 2mi — Log(—1 + 1),
z
72
joten

d d d
/—Z:/—Z+  _oni 0.
V4 z z
i 71 Y2

Huomaa, ettd + on erdén suorakaiteen R C C reuna, mutta % ei ole analyyttinen
koko suorakaiteessa R. Niinpd analyyttisyysoletusta lemmassa 4.1 ei voida poistaa.
Kuitenkin sitéd voidaan aavistuksen verran lievent&a:

4.2. Lemma. Olkoon f : G — C jatkuva ja f analyyttinen joukossa G \ {zo}.

Talloin
/ fdz=0

OR

kaikilla suljetuilla suorakaiteilla R C G.

Tobistus: Olkoon R C G suorakaide. Olkoon n = 1,2, . ... Jaetaan suorakaiteen R
reunajanat n yhtasuureen palaseen ja yhdistetidéin jakopisteet reunojen suuntaisilla
janoilla, jolloin saadaan n? kongruenttia suorakaidetta Ry, missi k,l=1,... n.
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Ry e <0 ¢ ¢ Roy
Ry Rio ¢ ¢ R4
R
n=4
Talloin o
/f dz=> ") / f(z
k=1 = 18Rl

Jos zg ¢ Ry, on lemman 4.1 nojalla
[ stz =
ORyy

Jos zy € Ry, niin

/ f(z)dz) < max | f(2)[ U(ORw) = M —

OR

missé M = max,er |f(2)| < oo, koska f on jatkuva, ja L = [(OR). Nyt zy kuuluu
korkeintaan neljdén suljettuun suorakaiteeseen Ry, joten

/f > [ re <

Kun annetaan n — oo, saadaan
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4.3. Huomautus (Merkintd). Olkoon v suunnattu jana [z, z1]. Merkitdéan

/ F(2)dz = / F(2)dz.

Lemma 4.1 johtaa ehtoon kantafunktion eli primitiivin eksistenssille:

4.4. Lemma. Olkoon B C C avoin kiekko ja f : B — C sellainen jatkuva funktio,
jolle

/ f(2)dz=0

OR

kaikilla suljetuilla suorakaiteilla R, joiden sivut ovat koordinaattiakselien suuntaiset.
Talloin funktiolla f on kantafunktio kiekossa B.

Erityisesti, lauseen 3.15 nojalla

/f(z)dz =0 kaikilla kiekon B suljetuilla teilld -y .
e

Tobistus: Olkoon zy = o + 1yp kiekon B keskipiste. Jos z = x + 1y € B, niin
asetetaan z; = = + 1y ja 20 = xg + 1.

Jos & # o, y # Yo ja
Y= [20721] * [217 Z] * [27’22] * [227’20] )
niin

Oz/f(ﬁ)diz7f(§)d€+]f(&)d§+7f(§)d§+7f(§)d§-
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Maaritelladn nyt

—]Zf(é)d€+/zf(£)d£
:/Zlf(f)d@r/zf(ﬁ)d&

Jatkuvuuden nojalla ndmé kaavat pétevit myds, jos © = o tai y = yo. Nyt (HT)

jolloin siis myos

T Y
:/f(t+iy)dt+i/f(a:0+it)dt

josta
F.(2) = d /ft~|—zydt+z/f:vo+zt
f(xﬂy) f(2).
Samoin
:/f(t+iy0)dt+i/f(x+it)dt
josta

Fy(2) =if (z +1y) = if(2).

Koska f on jatkuva, on F' C'-funktio kiekossa B. Siten Cauchy-Riemannin systee-
mista

saadaan seurauksen 2.11 nojalla, ettd F on analyyttinen B:ssd ja F'(z) = f(z)
kaikilla z € B. ]
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Seuraavaa lausetta tarvitaan myShemmin:
4.5. Lause. Olkoon f: D — C jatkuva ja D C C alue. Téalloin

/f(z)dz =0  kaikilla suljetuilla teilld v C D
N

jos ja vain jos funktiolla f on primitiivi joukossa D.

Tobistus: Ehdon riittavyys todistettiin lauseessa 3.15.

Todistetaan ehdon vélttaméattomyys. Olkoon wy € D. Jos z € D, niin valitaan tie
v @ |a,b] — D siten, ettd y(a) = wp ja v(b) = z. Mééaritelldén

Fz) = / £(6)de.

Téalloin F : D — C on hyvin méiéritelty, koska jos o on toinen tie pisteestd wy
pisteeseen z, niin 7y * & on piiri joukossa D ja

0= [ jle)dc = / f(€)de - / f(6)de.

T

joten F(z) ei riipu tien ~ valinnasta.
Viite: F' on funktion f kantafunktio.

Todistus: Olkoon zy € D ja valitaan B = B(zp,7) C D. Jos 7y on tie pisteesti
wo pisteeseen zg ja z € B, niin asetetaan v = v + [20, 2z|. Huomaa, etta f toteuttaa
lemman 4.4 oletukset kiekossa B, joten funktiolla f on kiekossa B primitiivi G. Nyt

F(:) = [ e+ / F(€)de

lause 3.15 F(z0) + G(2) — G(20)

N

TV
analyyttinen

on analyyttinen kiekossa B. Lisdksi

F'(20) = G'(20) = [(20)-

72



Nyt voidaan kirjata Cauchyn lauseen lokaali muoto:

4.6. Lause (Cauchyn lauseen lokaali muoto). Olkoon f analyyttinen kiekossa B.
Taélloin

/ f(2)dz=0

N

kaikilla suljetuilla teilld v kiekossa B.

TobIsTUuS: Lemmasta 4.1 seuraa, etté

/ f(2)dz = 0 kaikilla suljetuilla suorakaiteilla R C B

OR

ja lemmasta 4.4, ettd funktiolla f on kantafunktio B:ssé, joten

/ f(=)dz = 0.

4.7. Huomautus. i) Lemmasta 4.2 (ja Lauseen 4.6 todistuksesta)seuraa, ettd

lauseessa 4.6 riittééd olettaa, ettd f on jatkuva kiekossa B ja analyyttinen joukossa
B\ {20} jollakin 2z, € B.

ii) Jos v on riittéavin sileéin alueen suljettu reunakéyréd ja f’ on jatkuva, seuraa
Cauchyn lauseen viite helposti Greenin lauseesta ja Cauchy-Riemannin yht&loisté
(HT).

Esimerkki. Nayté, etta
/(z — 29) tdz = 2mi,
OR

missé R on suorakaide keskipisteendin zg.

Olkoon K = K(zy,r) suorakaiteen R ympérille piirretty ympyré ja olkoot 7 ja
Bk arvoilla k = 1,2, 3,4 polkuja kuten oheisessa kuvassa on osoitettu.
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’}/2 7 \\
/ \

/ \
R r, \\
1 1

Bzl Y73 . 1l 4 B

20\ |

\ !

\ /

\ /

07N 2

. A P
Ba Tl -7

Nyt tiet
Y=Y ke k3R s ja B =[x Bax B3k Sy

jakavat piirit OR Ja K. Kullekin k voidaan valita avoin kiekko Ay, joka sisdltéaé
suljetun polun ~; * Bk ja jossa

F(z) = (2= 2)""
on analyyttinen. Kuvassa nakyy A;. Lauseen 4.6 mukaan

/dz_/dz_/dz_o
Z— 20 Z—ZO_ Z—ZO_

Vi Bk

kun 1 < k < 4. Siten

/zizzozi/zizzo_z/z—m

SR k=17 k=15
2m .
dz rietdt ,
= = - = 271.
Z— 2 re
|z—20|=r 0

4.8. Huomautus. Cauchyn lauseen 4.6 oletus, ettd eletdén kiekossa, on liian
rajoittava — myohemmin siitd pyritddn péadsemaén eroon.

Lauseista 4.5 ja 4.6 saadaan:

4.9. Seuraus. Kiekossa B analyyttiselld funktiolla f on primitiivi B:ssd, ts.
analyyttinen funktio f on aina jonkin kickossa B analyyttisen funktion F' derivaatta.

O
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4.10. Huomautus. Edellinen seuraus ei ole totta, jos kiekko korvataan mielival-
taisella alueella. Esimerkiksi funktiolla 1/z ei ole primitiivid C \ {0}:ssa.
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5. Kierrosluvut ja Cauchyn integraalikaava —
lokaali versio

5.1. Kierrosluvut

Olkoon ~ suljettu tie C:ssd ja w € C\ |y|. Tien ~ kierrosluku pisteen w ympdari

on
( ) 1 dz
n(y,w) = — )
i 211 Z—w
¥

(Lukua n(v,w) kutsutaan myos tien v indeksiksi pisteen w suhteen).

5.1. Lemma. Olkoon v suljettu tie jaw € C\ |y|. Télloin
n(y,w) € Z.

Tobistus: Olkoon 7 : [a,b] — C. Mééritelldén g : [a,b] — C asettamalla

t

g(t) = / ) g

Télloin g on jatkuva ja g(a) = 0, ¢g(b) = 2min(y,w). Lisdksi (HT) g on paloittain
jatkuvasti derivoituva ja



jokaisella t € [a, b], jossa 7" on jatkuva. Maaritellaan

h(t) = e O (y(t) - w).

Nyt h on jatkuva ja

H(E) = 0 ((0) = ¢ (2 1t) — )
= O/ (1)~ 7/ (1) =0

jokaisessa t, jossa ' on jatkuva. Niinpa A/(t) = 0 paitsi dérellisen monella t € [a, b].
Siten, koska h on jatkuva, saadaan

h(t) = ¢ = vakio kaikilla ¢ € [a, b].

Erityisesti, h(a) = h(b) ja siis

Lauseesta 1.28 seuraa, ettd —2min(y,w) = —g(b) = 2mik jollakin k € Z, misté viite
seuraa. m

5.2. Huomautus. Jos v ja o ovat suljettuja teitd niin
n(y*o,w) = n(y,w) +n(o,w), mikili v* o on médritelty,
ja

n(fya w) = _n(<77 w) :

Esimerkki. Olkoon «a(t) = zg + re' , 0 < t < 2, jolloin n(«, 29) = 1.

Zo+71
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Olkoon 7 = 7y * g * - - - % 7,,, missé jokaisella k = 1,...,m joko v = « tai vy, = o.
Talloin

P dz N dz
_ i —P-N
n(7, %) ZQTI‘Z/Z—ZQ 2ri z—zo+2m’ z— 2 ’

(6% a%

missé
P =+#{k: vy =a} ’positiiviset kierrokset” ja
N =#{k:v, =@} 7negatiiviset kierrokset”.

Kierrosluku ottaa siis suunnan huomioon.

5.3. Huomautus. Olkoon v : [a,b] — C suljettu tie ja 2o € C\ |7]. Nyt voidaan
valita r > 0 siten, ettd B(zo,r) N |y| = 0 ja méaritelld 5 : [a,b] — C,

. 7nv(t)—zo
PO =204 =l

Télloin v kiertdd pisteen zy ympéri kerran positiiviseen suuntaan (osavélilld [c, d] C
[a,b]) jos ja vain jos [ kiertdaéd kehén 0B(z,,r) kerran vastapéiviain. Vastaavasti
kiertdd pisteen zy ympari kerran negatiiviseen suuntaan jos ja vain jos ( kiertad
kehén 0B(z,,r) kerran myGtapaivadn.

Huomataan, ettd « kiertdd pisteen zo kerran ympéri osavililla [c, d], jos [(c) =
B(d) = B(a), B([c,d]) = 0B(20,7) ja B(t) # B(a) kaikilla ¢, joille ¢ < t < d.

Myo6hemmin (kurssilla Kompleksianalyysi 2) todistetaan, ettd téstd johtuen tien
~ kierrosluku pisteen zo ympéri on "selvésti” tien [ kierrosluku pisteen z, ympaéri,
mika on helppo katsoa kuvasta.
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5.4. Lemma. Olkoon v suljettu tie kompleksitasossa C ja D joukon G := C\ ||
erds komponentti. Talloin

n(v,a) =n(y,b) kaikilla a,b € D.
Jos D on joukon G rajoittamaton komponentti, on n(v, z) = 0 kaikilla z € D.
TobisTus: Mééritelladan f: G — C, f(z) = n(y, z). Osoitetaan, ettd f on jatkuva,

jolloin f(D) on yhteniinen joukon Z osajoukko — siis vélttamétta yksi piste {k}
eli n(vy,a) = k kaikilla a € D.

Olkoon zy € G ja r = dist(z, |y]) > 0. Jos |z — 2| < & < &7, niin

10 -1l =52 | [ (25— =)

v

1 Z— 2
=2 /<§—z><<—zO>d<

|z—20| dc|
/|§—z||<—20| &

Kun |z — 20| < 37 ja ¢ € ||, niin [{ — 2| > r ja

1
|C—Z’Z|C_ZO|_’Z—Z()’>T’—§7’:£'

Kiinnitetdén € > 0 ja valitaan ¢ < 7 siten, ettd

emr?

0 < ,
21(7)

jolloin

) — <zO|<'Z‘Z°'/‘C 2y«

—2|[C — 2| T rPw
%
Siten f on jatkuva ja siis f on vakio joukossa D.

Jos D on rajoittamaton, valitaan R > 0 siten, ettd |y| C B = B(0, R). Jos zy € D
ja |z0| > R, on ﬁ analyyttinen B:ssé, joten Cauchyn lauseesta 4.6 seuraa, etti

dz
n(v,zo):/z_zo =0.

v
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Siten todistuksen alkuosasta seuraa, etté

n(v,w) =n(v,20) =0 kaikillaw € D.

5.2. Lokaali Cauchyn integraalikaava

5.5. Lause (Cauchyn integraalikaava — lokaali muoto). Olkoon B avoin kiekko,
f B — C analyyttinen ja vy suljettu tie kiekossa B. Téll6in

n(v,2) " omi / —z

kaikilla z € B\ |v].

TobisTus: Kiinnitetddn z € B\ |y| ja médaritelldén g : B — C,

FO-TC) .
)= = o et
f'(z), kun ¢ = z.

Télloin ¢g on jatkuva kiekossa B ja analyyttinen joukossa B\ {z}, joten Cauchyn
lausetta (katso Huom. 4.7) voidaan soveltaa funktioon g. Niinpa

0= fotee= [
i/gj /c

— / %dg —2min(y,z) f(2).
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Esimerkki. Laske integraali (suppenee!)

[e.e]

/ cost gt
t2+1

Koska integrandi on parillinen funktio ja koska vastaava funktio, jossa cost on
korvattu funktiolla sint, on pariton, saadaan kun r > 0,

T T

/costdt_1/costdt+i/sintdt_1/e“dt
2+1 2/ 241 2) 241 2) 241

T

-

(%)

T&ama johtaa ajatukset analyyttiseen funktioon

e
9(2) = 22+ 1
Voidaan myo6s ajatella, etté
f(2) . G
- missd f(2) = i

Tehtédvan ratkaisemisen salaisuus piilee integroinnissa yli polun v = f % «, missé
re® kun 0 < t < 7. Oletetaan, ettd r > 1.

B(t) =t, kun —r <t < 7 ja aft)
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Kayttamélla yhtaloa (x) lasketaan

T

/costdt_l/eizdz_l/eizdz 1/eizdz
2+1 2/ 241 2 2241 2/ 2241
0 B

~ @

1 [ fr)dz 1 [e*dz a1 fe*dz

—o ) L 2/z2+1_m"(%2)m) 2/22—{—1
5 @

«

oo 1/eizdz
T2 2] 241

67

Téssé laskelmassa sovellettiin Cauchyn lauseen lokaalia versiota funktioon f ja kiek-
koon A, johon |v| sisdltyy, mutta johon piste —i ei sisélly. Edelleen,

/ e dz le??||dz]| /elm(z)|dz|
S 1 Iy A |
2417 ) |22+1 — |z]2 — 1

™ 3
—_ r /e—rsintdt — QT /e—rsintdt
r2 —1 r2 —1
0 0
2r —2rt m(l—e)
< o dt=—--2 =30
=2 /e 21 ’

0

kun r — oo. Niinpéa

,
cost s

cost
dt = i dt = —.
/t2+1 rooe | 241 %
0 0

5.3. Lokaalin Cauchyn integraalikaavan seurauksia

Tarvitaan lemma:

5.6. Lemma.

Olkoon ~ tie, h : |y| — C jatkuva ja k = 1,2,.... Méaéritelldédn
H.C\|]y| - C,



Télloin H on analyyttinen joukossa G = C \ |v| ja

o) =k [ e

Y

TobisTus: Todistetaan vain tapaus k£ = 1. (Kun k& = 2, todistus on samanlainen,
mutta monimutkaisempi, HT.)
Viite on siis, etté

H(z) — H(z) / (ST
(C—Zo>2 '

v

H(Zi:z%) - Z_lzo /h(C) (giz - C—lzo> = / (C—Z}L)((CC)—ZO)dC7

v v

mistd saadaan, etti

HE) - H) [ RO
(L

zZ— 2 —20)
v

- [0 (<< mp e il —120)2> “

v

o hQ)
- | e

v
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Nyt jos z € B(zo,7) \ {20} ja ¢ € ||, niin | — zo| > 2r > 7 ja
=2l =[¢—20]—lz— 2] =7.

Talloin

HE) ) [ Oy o) /\h il

Z— 20
y

7vak10< o]

kun z — zp. O

5.7. Lause. Olkoon f analyyttinen joukossa G. Silloin f' on myds analyyttinen
joukossa G. Erityisesti f’ on jatkuva joukossa G.

Tobistus: Olkoon B = B(zy,r) C G kiekko. Olkoon 0 < s < r ja merkitddn D =
B(zp, s). Olkoon y(t) = zy+se', t € [0, 27], jolloin lokaalia Cauchyn integraalikaavaa
voidaan soveltaa kiekossa B: koska n(v,z) =1,

27m/f

kaikilla z € D. Siten lemmasta 5.6 arvolla k£ = 1 seuraa, etti

o L[ Q)
f(z)—%/<c_z>2dé

kaikilla z € D. Kun sovelletaan uudelleen lemmaa 5.6, tilla kertaa arvolla k = 2,
saadaan ettd f’ on analyyttinen. |

Induktiolla saadaan:

5.8. Seuraus. Olkoon f analyyttinen joukossa G. Téllbin kaikkien kertalukujen
derivatat f', f", f" ..., f™ ovat olemassa ja analyyttisia joukossa G. Erityisesti ne
ovat jatkuvia joukossa G.

TobisTus: Harjoitustehtava. ]

84



Seuraava lemma on lemmalle 4.1 kddnteinen vaite:

5.9. Lause (Morera®). Olkoon f: G — C jatkuva, G C C avoin. Jos

/f(z)dz =0

kaikilla koordinaatiston suuntaisilla suljetuilla suorakaiteilla R C G, niin f on ana-
lyyttinen joukossa G.

TobisTus: Riittdd osoittaa, ettd f on analyyttinen mielivaltaisessa kiekossa B C G.
Siella f toteuttaa lemman 4.4 oletukset kiekossa B, joten funktiolla f on primitii-
vi kiekossa B. Siten f on analyyttisen funktion derivaattana lauseen 5.7 mukaan
analyyttinen kiekossa B. |

Yhdistamalla Moreran lause lemman 4.2 kanssa saadaan:

5.10. Lause. Olkoon f : G — C jatkuva ja f analyyttinen joukossa G\ {zo}.
Talloin f on analyyttinen joukossa G. |

Seuraavaksi saadaan lokaali Cauchyn integraalikaava derivaatoille:

5.11. Lause. Olkoon f analyyttinen kiekossa B, k = 0,1,2,..., ja v suljettu tie

kiekossa B. Télléin k! f(O)d¢
n(y,2) ) = o / (=SE
By

kaikilla z € B\ |v].

TobisTus: Induktiolla. Kun k = 0, f(©) = f ja tapaus on Cauchyn integraalikaavan
5.5 mukainen. OK.

Induktio-oletus: Kaava pétee arvolla k.
Viite: Kaava pétee arvolla k + 1.

Todistus: Koska f’ on analyyttinen, voidaan induktio-oletusta soveltaa siihen. Saa-
daan

) =l ) = o [ S

5

6Morera, 1856-1909
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Maaritelldan
f(€)
-2

kun ¢ € B ja ¢ # z. Téalloin g on analyyttinen joukossa B\ {z} ja

9(¢) =

Y A (Y G R V(Y
g(¢) = (C — z)k+1 (¢ — z)k+2 .

Koska ¢ on jatkuva joukossa B\ {z} ja ¢ on sen primitiivi, niin
[ dac=o
y

joten

m@ww—ﬂ/;@L«

T omi ) (C— 2k
Y

K (MM/fm
€

=5 9'(¢)d¢ + o7 _Z>k+2dC

U - gl
_ (k+1)! f©)
 2mi / (¢ — z)k+2

dg,

misté viite.

Esimerkki.

1

v
N

N
/
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Olkoon v = [1,4] * [1, —1] * [—1, —1] % [—i, 1] kuten kuvassa. Laske

z 2 o3
I:/e + z szdz.

23
v

Olkoon
f(z) = e + 2*sinz.

Nyt
f'(z) = €* +2zsinz + z* cos 2
ja
f"(z) = €* +2sinz +4zcos 2z — 2°sin z .

Sovelletaan lauseen 5.11 tapausta k = 2, jolloin saadaan

271

I ==—n(v,0) f"(0) = mi.
2l

=1 =1

Lauseen 5.11 avulla saadaan analyttisen funktion itsensi arviosta arvio derivaa-
toille:

5.12. Lause (Cauchyn estimaatti). Olkoon f analyyttinen kiekossa B = B(zo,1).
Jos | f(z)| < M kaikilla z € B, niin

kK'Mr

(r = [z = zo[)*+!

[fP ()] <

kaikilla z € B, k = 1,2, .... Erityisesti

TopisTus: Olkoon z € B, |z — 2| < s <71 jay(t) = 29 + se’, t € [0, 27].
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Jos ¢ € ||, niin
€ =2l 2 |C = 20| = |z = 20| = s = [z = ],

joten kayttamalla lausetta 5.11 saadaan

O = 2 / (Cf(—%dc

T om —2)
¥
< K[ OIldC] tnzens k! M s2m
2 ) [C—zF T 2m(s— |z — 2| )L
v
Kun annetaan s 7 r, viite seuraa. |

5.13. Lause (Liouville”). Rajoitettu kokonainen funktio on vakio.

Tobistus: Olkoon f kokonainen ja |f| < M jollakin M € R. Olkoon z € C ja
r > 0. Sovelletaan Cauchyn estimaattia 5.12 kiekkoon B(z,r). Saadaan

M 5w
f'(z)] £ — == 0.

r

Siten f’(z) = 0 kaikilla z € C. Niinpé f on vakio. m

5.14. Huomautus. Liouvillen lauseesta seuraa siis, ettd ei-vakion kokonaisen
funktion f kuvajoukko f(C) on rajoittamaton.

Pitee paljon kovempi (ja syviillisempi) tulos, ns. Picardin® pieni lause : "Koko-
naiselle ei-vakiolle kuvaukselle f : C — C, joukko C\ f(C) sisdltda enintddn yhden
pisteen.”

Mm. seuraava yllattdva Liouvillen lauseen sovellutus osoittaa Liouvillen lauseen
tarkeyden:

5.15. Lause (Algebran peruslause). Olkoon p polynomi,
p(z) =ag+amz+... +az" , ap #0,n>1

Télloin polynomilla p on juuri kompleksilukujen joukossa C, ts. on olemassa z € C,
jolle p(z) = 0.

"Liouville, 1809-1882
8Picard, 18561941
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TobisTus: Antiteesi: p(z) # 0 kaikilla z € C.

Talloin .
f(z) = —
) p(2)
on analyyttinen joukossa C. Nyt
a py " a Ay
() = 2" |2 + ...+ L | > |2 <|an —ﬂ—...—g) — o0,
" z - |z 2]
#£0 N ~- d

kun |z| — oco. Siten |f(z)| — 0, kun |z| — oo, joten on olemassa r > 0, jolle
1£(2)] <1 kaikilla 2, joilla |2] > 7.

Toisaalta f on jatkuva ja siis rajoitettu, |f(z)] < M, suljetussa kiekossa B(0,7).
Siispé
|f(2)| <max(M,1) kaikilla z € C.

Nyt Liouvillen lauseesta seuraa, ettd f on vakio. Niinpé p on vakio, miké on ristiriita.
|

5.4. Maksimiperiaate

5.16. Lause (Maksimiperiaate/Maksimimodulilause). Olkoon D C C alue ja
f : D — C analyyttinen. Jos on olemassa sellainen zy € D, ettd |f(z)] < |f(20)]
kaikilla z € D, niin f on vakio alueessa D.

Tobistus: Merkitddn w(z) = |f(2)|. Lauseen 2.14 nojalla riittédé osoittaa, ettd w

on vakio. Olkoon
M = w(zp) = |f(20)] = maxw(z).

zeD

Olkoon
U={zeD:w(iz)<M} ja V={zeD:w(z)=M}.
Talloin UNV =0, UUV = D ja zp € V # (). Koska w on jatkuva, on U avoin. Siten

riittaé osoittaa, ettd V' on myds avoin, jolloin alueen D yhtendisyydesté seuraa, etté
U=10eliw(z) =M kaikilla z € D.
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Olkoon z; € V ja valitaan r > 0, jolle B = B(zy,7) C D. Jos 0 < s < r, niin
voidaan soveltaa Cauchyn integraalikaavaa kiekossa B tiehen y(t) = z; + se®, t €
[0, 27]. Saadaan

2m (—2
Y
L oL, 1
Y)Y (¢ it
<_ - .
< 27T/ T dt 27r/w(21+se )dt
0 N——— 0

Niinpé

Koska integroitava funktio M — w on jatkuva ja ei-negatiivinen,
w(z + se™) =M kaikilla ¢t € [0, 27].
Tasté seuraa, ettd
w(z + se) = M kaikilla s € [0,7] jat € [0,27],

eli w(z) = M kaikilla z € B(zy,7), joten B(zy,7) C V. m

5.17. Seuraus. Olkoon D C C rajoitettu alue ja f : D — C jatkuva ja f
analyyttinen alueessa D. Télloin on olemassa wy € 0D, jolle | f(z)| < |f(wo)| kaikilla
z€D.

TopisTus: Koska |f| on jatkuva, on sellainen wy € D, jolle

|f (wo)| = max [f(z)].

zeD

Jos wy ¢ D, niin wy G_aD ja asia on selvé. Jos taas wy € D, niin lauseen 5.16 nojalla
f on vakio joukossa D. Talloin kaikilla w; € 9D pétee

|f (wr)] = max [f(z)].

zeD
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Maksimiperiaatteen avullaa saadaan Schwarzin lemmana tunnettu tulos, joka on
erittdin hyodyllinen:

5.18. Lause (Schwarzin lemma). Jos f : B(0,1) — C on analyttinen, f(0) = 0,
ja |f(2)] <1 kaikilla z, niin

7)) <1 ja |f(2)]<lz| kaikilla z € B(0,1).
Liséksi, jos on zy € B(0,1), z9 # 0, jolle | f(z0)| = |20|, niin on olemassa A € C, jolle
Al =1 ja
f(z) =Xz kaikilla z € B(0,1).

TobisTus: Seuraa helpohkosti (HT) soveltamalla maksimiperiaatetta funktioon

() f(;), kun z # 0,
Z) =
g 1'(0), kun z = 0.
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