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Alkusanat

Seuraavilla sivuilla on luentomuistiinpanoja kompleksianalyysin laudatur-kurssille.
Toivoakseni kirjoitus helpottaa omien luentomuistiinpanojen tekemisté ja oppimista.

Kurssin alussa késitellaan lyhyesti kompleksitasoa ja sen perusfunktioita. Kurssin
péddasialliseen kohteeseen, analyyttiseen funktioon tutustutaan luvussa 2. Kurssia
seuratessa on ehké hyodyllista tarkkailla analogioita toisaalta analyyttisen funktion
ja yhden muuttujan reaalifunktion teorioiden seké toisaalta kompleksisen derivoin-
nin ja tason reaalisen differentiaalilaskennan vélilla.

Kiitos Anna Tuholalle, joka kirjoitti muistiinpanojen ensimméisen LaTeX-
version. Sittemmin olen liséinnyt muunmuassa kirjoitusvihreité tekstiin.
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1. Kompleksiluvut ja kompleksitaso

1.1. Yleistd kompleksiluvuista

1.1. Maéritelmi. Kompleksilukujen kunta C koostuu kaikista pareista (z,y) € R?,
joille maaritelladn yhteen- ja kertolasku seuraavasti:
Olkoon z = (z,y) € Cjaw = (u,v) € C.

z4+w=(x+u,y+wv)

zw = (xu — yv, xv + yu) .

1.2. Huomautus. Kunnan C nolla-alkio on

0= (0,0)

ja ykkosalkio on

1=(1,0),

ts.
z240=04+2=z2

z:-0=0-2=0.

1

Jos z € C,z # 0, niin pisteen z kddnteisalkio 2~ on sellainen kunnan C alkio,

jolle

1.3. Huomautus. (zw)~! = z"1w™!. (Harjoitustehtivi)

1.4. Huomautus. z = (z,y), w = (u,v). Télloin z =w < xr=ujay =v.



1.5. Maésritelma. Olkoon z = (z,y) € C.

x =: Re(z) = pisteen z reaaliosa

y =: Im(z) = pisteen z imaginaariosa.

1.6. Huomautus. Samastamalla reaaliluku' a luvuksi (a,0) voidaan tulkita, etti
RcC.

1.7. Mairitelmé. i := (0,1) € C on imaginddriyksikko.

1.8. Huomautus.
i?:=i-i=(0,1)-(0,1) = (0~1,0+0) = (~1,0) = —1.
i i=icici=i- = -1(0,1) = (0,~1) = —i.
iti=3? i’ =—-1-(-1)=1=(1,0).
-5 4

1° :==1-1" =1 jne.

1.9. Lause. Jos x € C, niin on olemassa yksikésitteiset a,b € R, joille
z=a+1b.

Erityisesti,
a=Re(z) ja b=Im(z).

Im

TobisTus: z = (z,y) = (2,0) + (0,y) = 2(1,0) + y(0,1) = Re(z) + iIm(z).

Jos (al, b1> =a; + lbl = as + ’LbQ = (CLQ,bQ), niin a1 = a9 ja bl = bg. O

"Waroitus: Kompleksilukujen vililli ei ole jarjestysrelaatiota. Jos jatkossa kirjoitetaan esimer-
kiksi @ < b, niin merkinté pitdd sisdlldédn sopimuksen, ettd a,b € R.



Esimerkki.

(1+4i)+ (—2—14)=—1+3i.
(2-6i)(14+i)=24+6+i(—6+2)=8—4i.

2+ 5i _ .
— (24 5])(3—4)"L =2
2+ 5i)E— 4
Nyt
(3—4i) ' = (3+4i)(3+41)1(3—44)!
—1
= (34 4i) | (3+49)(3 — 40)
—9116
:%4‘2—52
Siten 2+ 5i 3 4 14 23
7
— (2B ) = — e 22
54~ 2O o) = —gp g

1.10. Maéritelma. Luvun z = z 4 iy € C kompleksikonjugaatti (tai listtoluku)
on kompleksiluku

z:=x—1iy=(x,—vy)

ts.
Re(z) = Re(z) ja Im(z)=—Im(Z).
Im
Re

Luvut z ja z ovat toistensa peilikuvia reaaliakselin suhteen.

1.11. Maédritelméi. Luvun z = x + iy € C moduli tai itseisarvo (pituus, normi)

on
|z| = 22 +y2.



1.12. Lemma. Olkoot z,w € C. Tall6in

vi) [zw]| = |z]|w]

vii) |z| =1z , |2P=2zz
viii) |Re(2)| <z| , [Im(z)| <|z|
ix) 271 = Z= . Josz#0.

x) lz+w| < |z|+ |w| ja ||z| — |w|| < |z 4+ w|.
TobisTus: Todistetaan kolmioepayhtilo: |z + w| < |z| 4+ |w|. Muut HT.
Nyt

|2+ wl? = (2 +w)(z +w) = (2 +w)(Z + )
= 2Z+ 2w + Zw + ww

Zw + (2w
2( )+ |w|2

= |2|? + 2Re(zw) + |wl|?

< |z|* + 2|Re(zw)| + |w]?

< |z|* + 2lzw]| + |w|?

= [2* + 2[z]|w| + [w]? = (|2] + [w])*.

= |2 +2



1.13. Huomautus. Lemman 1.12 kohdan ix) mukaan kompleksiluvun w € C\ {0}
kiAnteisluku w™! on w:n kompleksikonjugaatin @ suuntaisella (reaalisella) puolisuo-

Im
w1
el 2
2z71=1
Re
) 2 1=z
A
B
ralla ja pituudeltaan w:n pituuden kaanteisluku: w
sy ol w1
jw>w* wl

Erityisesti, jos |z| = 1, niin B
z
-1

©OTRP

= Z.

1.14. Lemma (napakoordinaatit). Olkoon z € C. Télléin on olemassa 6 € R,
jolle

z = |z|(cos @ + isind).

Im

Re

TobisTus: Voidaan olettaa, ettd z = z + iy # 0. Olkoon 6 yhtéloparin

cosf = L
|2|
sinf = Y

ratkaisu. Té&lloin
|z|(cos @ 4+ isinf) = x + iy = z.



1.15. Huomautus. Lemman 1.14 antama esitys on pisteen (z,y) € R napakoor-

dinaattiesitys, ts.
x = |z| cosf
y = |z|sind.

1.16. Méaaritelma. Kompleksiluvun z # 0 argumentti arg(z) on reaaliluku 6, jolle

{a: = |z| cos 6

y = |z|sind J
ts. .
arg(z) = arccos — = arcsin v
2| 2|

1.17. Huomautus. Kompleksiluvun z # 0 argumentti arg(z) on luvun 27 mo-
nikertoja vaille yksikésitteinen. Yleensé valitaan ns. argumentin padhaara Arg(z),
joka on se luvuista arg(z), jolle

Arg(z) € (—m, 7.

1.18. Huomautus. Olkoot 21,z € C\ {0}. Olkoon 0; € arg(z;), j = 1,2, ts.
z;j = |zj|(cosB; +isinb;).
Tallsin

2129 = | 21| 22| (cos 6y cos O — sin 0 sin 0y + i(cos 0 sin Oy + cos 0 sin b))
= |21]||22| (cos(6y + 02) + isin(6y + 05)),

miké seuraa helposti trigonometristen funktioiden yhteenlaskukaavoista (HT). Siis
kompleksilukujen kertolaskussa niiden argumentit lasketaan yhteen ja pituudet ker-
rotaan kesken#én.

Edellisesta yhtalosta seuraa, ettd voidaan tehdé seuraava tulkinta:
arg(z12,) " =" arg z; + arg 2,

missé on tosin muistettava, ettei arg ole yksikésitteisesti méaaratty.



Im

Z1292
0, + 65
Z/2
92 Z1
N 01
Re

Kertolaskun geometrinen tulkinta
Induktiolla saadaan de Moivren kaavat:

(cosf 4+ isinf)" = cos(nf) +isin(nfd) , 6 €R,neZ.

1.19. Lause. Olkoon z € C,z# 0 jan =1,2,3,.... Talloéin yhtalolla
w" =z

on tdsmaélleen n eri ratkaisua w € C. Liséksi, w™ = z, jos ja vain, jos

A 2 A 2
w = wy — W(cos( gz + kﬂ)%—isin( rg z + kw))
n

n
jollakin k =0,1,2,...,n—1 .

TobisTus: Olkoon z = |z|(cos@+isinf). Jos w = |w|(cos ¢+ isin ¢) sellainen, ettd
w™ = z, saadaan de Moivren kaavasta, etta

|w|"™(cosng + isinng) = (Jw|(cos ¢ + isin¢))" = |z|(cos @ + isinh),

josta edelleen
jw[* = |z]
cos(n¢) = cosf .
sin(ng) = siné

Osoita harjoitustehtdvéna, ettd tésta seuraa

{|w|=m

ng=0+2kr , kel



Talloin

0 + 2k
$= T8
n
Kun £=0,1,2,...,n — 1, niin saadaan eri ratkaisut
A 2k A 2k
w=wy, = V|7 (Cos(rgz—w) 4 isin(rgz—ﬁ)) ,
n n
Muut k:n arvot antavat jonkin néista pisteistd. On myos helppo havaita, etta kyseiset
kompleksiluvut w = wy toteuttavat yhtalon w™ = z. O
z

wy/ N
.

W

Luvun z n. juuret ovat {/|z|-séteisen origokeskisen ympyran kehilld tasaisesti
siroteltuna niin ettd kunkin argumentti n:lla kerrottuna antaa z:n argumentin.

1.20. Maéaritelma. Olkoot n = 1,2,3,..., z € C, z # 0. Pisteen z n. juuren

pddhaara on
Arg(z Arg(z
V= W(cos—g( ) —i—z’sin—g( )> .
n n
Lisiksi v/0 := 0.
Huomaa, ettd /z = z. Jatkossa merkitdin: &z = /z, milld tarkoitetaan nelis-
juuren padhaaraa. Huomaa, etté positiivisten reaalilukujen nelijuuri (ts. neliGjuu-

ren padhaara) on posititiivinen reaaliluku; negatiivisten reaalilukujen nelijuuri on
positiivisella imaginaariakselilla.

Esimerkki. Kuvaile geometrisesti joukkoa

S={z€C:|z—1=2z+ 1]}



Olkoon z = = 4 1y. Nyt

zeSelz—1=2z+1]
S lz— 12 =4z + 1
s (-1)E_1) =4(z+1)(=+1)
Sl —(+2)+1=4z +4(z+2)+4
& |2 — 2Re(2) + 1 = 4)z|> + 8Re(z) + 4
& 3|22 + 10Re(2) +3 =0
& 3(2*+y*) + 10z +3=0

10
<:>x2—|—§x+y2:—1
w2 1025, 16
4+ —r+ — ==
3 9 7Y T
< :L‘+§ 2—|— 210
3) 7Y T g

. 2a

S on ympyrénkehé, jonka side on 4/3 ja keskipiste wy = —5/3.

Esimerkki. Miiriad kaikki yhtilon 2* 4+ 16 = 0 ratkaisut. Pit#i siis 16ytdi kaikki
luvun —16 neljinnet juuret. Huomataan, ettd v/16 = 2 ja ettid Arg(—16) = 7, joten



Lauseen 1.19 mukaan juuret ovat:

2(cos(m/4) +isin(mw/4)), 2(cos(37/4) + isin(37/4))
2(cos(bm/4) +isin(5m/4)) ,  2(cos(7m/4) +isin(7mw/4)).

Kun namaé lasketaan, saadaan tulokseksi v2+iv/2, —v2+iv2, —v2—iv2 ja v2—
V2.

Wo

ws

wy, = V16(cos(m /4 + 2kx /4) + isin(r /4 + 2km/4))

1.2. Eksponenttifunktio

Seuraavaksi aiomme mééaritelld, mita tarkoitetaan, kun kirjoitetaan

z

e , logz tai 2% ,kunz,weC:

Muista, ettd (reaalisen) eksponenttifunktion Taylor-kehitelmé on

2 3 0

b bt Ras
e =1+ +§+§+“'— y
Lasketaan formaalisti:
2 3
; . Yy Yy
iy _ _Z I
e’ =141y o 3!+...
2 4 3 5
-y, Y¥y _ LY
—(\1 ST )—l—z(\y T c)
:c‘(:sy :;Ely

10



Soveltamalla lisiiksi eksponenttifunktion laskusdintod e®e™ = e*+%, saamme aiheen
madritella:

1.21. Maéaritelmé. Olkoon z = x + iy € C. Maaritelldan eksponenttifunktio

z

exp(z) == €* := e"(cosy + isiny).

1.22. Huomautus. Jos z on reaalinen, niin e* yhtyy reaalisen eksponenttifunk-
tion médrittelyyn.

Napakoordinaattiesityksen (Lemma 1.14) avulla jokainen kompleksiluku z € C
voidaan esittdd muodossa

z=|z]e?,
missé
0 = Arg(z) (kun z #0).
Esimerkki.
=1, €'z =
et =e(cos1+isinl).

1.23. Huomautus. Olkoon z = x + iy. Nyt

#| = |e”|| cosy + isiny|

= e”y/cos?y + sin®y = €*

N

e

'

=1

— eRe® £,
joten e* # 0 kaikilla z € C. Liséksi,
arg(e®) = arccos(cosy) = y = arcsin(siny) = I'm(z).
Téamén jilkeen on helppo (HT) osoittaa, ettd eksponenttifunktion kuvajoukko on

C\ {0},
exp(C) = C\ {0}

11



1.24. Lemma.
i) (e*)™! = e * kaikilla z € C.
ii) "t = e®e" kaikilla z € C.
ToDISTUS: 1) seuraa kohdasta ii).
ii) Olkoot z = x + 1y, w = u + iv.

‘e’ = e"e"(cosy + isiny)(cosv + isinv)

= "t (cosy cosv — siny sinv + i(siny cos v + cos y sinv))

= " T"(cos(y + v) +isin(y + v))

=",

Reaalinen eksponenttifunktio on injektio, ts.
kunt,s € Rniin e =€ <t=s;
néin ei kuitenkaan ole kompleksisen eksponenttifunktion laita:
1.25. Esimerkki. Ratkaise yhtélo e* = 1.
Merkitadn z = x + 4y. Silloin

1 =|e*| = ef®) o Re(z) = 0.

Siis
=1 x=0ja cosy+isiny =1
eli
=0
cosy =1
siny = 0,
mistéd saadaan
z=0
y=2kr , kunk € Z
y=nm , kunneZ.

eli z =0 ja y = 2km jollakin k € Z. Siis z = 2kmi, k € Z.

12



1.26. Lause. Eksponenttifunktio on jaksollinen, jaksona 2mi, ts.
e =eY josja vain jos z=w+ k2mi jollakin k € Z.

TobisTus: Lemman 1.24 nojalla e* = €% jos ja vain jos =% = 1. Esimerkin 1.25
perusteella tdméa toteutuu, kun ja vain, kun z — w = 27ik jollakin k € Z. ]

1.27. Huomautus. Lause 1.26 sanoo, ettéd eksponenttifunktio kuvaa jokaisen 27:n
korkuisen reaaliakselin mittaisen nauhan samalla tavalla

el — olo

Im

37

1
A
Z0
Re

—

lo

Kuvassa spiraalin mittasuhteet ovat vaarin.

Tarkastellaan imaginaariakselin suuntaista suoraa
L={2€C:Re(z) =x}.
Jos z € L, niin
le*] =¢e™ ja
arg(e®) = I'm(2),

ts. L kuvautuu origokeskiselle e*°-séteiselle ympyrélle siten, ettd kuva kiertdéd kehan
ympéri kerran aina, kun lahtopiste liitkkuu 27:n pituisen péatkén suoralla L. Huomaa
kierron suunta. Siten

exp({z € C: Re(z) < z¢}) = B(0,e™) \ {0}.

13



Muut suorat tasossa saadaan yhtaloista
l={(z,y) :y=azx+b,x € R} joillakin a,b € R.

Siten koska
zelez=ac+i(lar+b) jollainz e R,

niin kuvapisteelle w saadaan

W= e* = exel(aerb).

Erityisesti jos a = 0, on | = [, reaaliakselin suuntainen, jolloin kuvapiste w toteuttaa

ehdon

w=e* = €x€Zb,

ts. suoran [y kuvana on origosta ldhtevé puolisuora (johon 0 ei sisélly), jonka kulma
positiiviseen reaaliakseliin on b, ts. kuvajoukko on

{re®:r > 0}.

Jos a > 0, niin sekd |w| ettd arg(w) kuvautuvat jatkuvasti monotonisesti — ku-
vaksi tulee logaritminen spiraali (napakoordinaateissa)

6—b

(Jos a < 0, saadaan taas logaritminen spiraali mutta toiseen suuntaan.)

1.3. Kompleksinen logaritmi

Reaalinen eksponenttifunktio on injektiivinen, joten sen voi "k&antaa”,
ts. on olemassa f : (0,00) — R siten, ettd e/®) = ¢ kun t € (0,00) ja f(e!) =t
kaikilla t € R. Tata funktiota sanotaan (luonnolliseksi) logaritmiksi ja sitd merkitdan
talla kurssilla symbolilla In.

s=1Int, jose’=1t, kun s € R,t > 0.

Kompleksinen eksponenttifunktio ei ole injektio, joten silla ei ole kdénteiskuvaus-
ta. Kuitenkin exp on "lokaalisti” injektio, joten se voidaan "lokaalisti kdantaa” ja
saadaan kompleksinen logaritmi:

14



1.28. Midéritelmé. Olkoon z € C\ {0}. Kompleksiluvun z logaritmi on komplek-
siluku w € C siten, ettd

e’ =z, merkitddn w = log z.

Huomaa, ettd luvun z € C\ {0} logaritmi log z ei ole yksikésitteinen, joten néin
ei saada funktiota : C\ {0} — C:

1.29. Lause. Olkoon z € C,z # 0. Télloin
w = log z
jos ja vain jos on olemassa k € Z, jolle
w = In|z| + i(Arg z + 2km).

Tobistus: Koska

eln |z|+i Arg(z) _ eln |z|e7, Arg(z) _ 1 Arg(z)

|z|e =z,

saadaan eksponenttifunktion jaksollisuuden (Lause 1.26) perusteella, etti
w=1logzeli e“=z,
on yhtépitavaa ehdon

w=1Inl|z| +iArgz + k2mi jollakin k € Z

kanssa. m|

Kompleksisen logaritmin moniarvoisuus voitetaan valitsemalla sopiva logaritmin
haara:

1.30. Maaritelma. Logaritmin pddhaara Log z méédritelladin asettamalla

Log z :=In|z| + i Arg(z2).

15



1.31. Huomautus. Jos z € R, z > 0 (ts. Im(z) =0, Re(z) > 0), niin

Logz =1nz.

1.32. Huomautus. log z,25 "="log z; +1log 2o, mutta tdmaé ei ole totta padhaaralle
Log z (Miksi?).

1.33. Huomautus. Logaritimin pddhaara on eksponenttifunktion ka#nteiskuvaus,
kun jalkimméinen rajoitetaan suikaleeseen

S={r+iyeC: —nm<y<m}.

Ts. kun f = exp |, niin

Log=f':C\{0}— S

Huomaa, ettd Log (negatiivinen reaaliakseli) = {z € C: Im(z) = 7}.

1.4. Kompleksinen potenssifunktio

Muistelua: Jos t € R,t > 0 ja a € R, niin

ta — 6alnt

Samaan tapaan maédritelladn kompleksinen potenssifunktio; koska logaritmilla on
monta haaraa, tuloskin riippuu (miten?) logaritmin haaran valinnasta. Jatkossa va-
litaan logaritmin pddhaara ja méaritelladn:

16



1.34. Maaritelma. Olkoon z € C,z # 0 ja A € C. Tallsin

Z)\ — e)\Logz

(potenssifunktion pddihaara).

Esimerkki.
2
i = eﬂLogi _ 6m’(g) _ ei%
7T2 N o 7T2
= —_ m — -
COS 5 18 9 27 \‘/
(_1)7r _ 67rLog(—1) _ 67ri(7r) _ ez'7r2 _ i
= cos 2 + isin 7.
Z'27r _ e27rLogi _ 627”'(%) _ e’iﬂ'2

[\

= cos 2 + isin 2.

1.35. Huomautus. Jos z € C,z # 0 ja A\, u € C, niin

z)\Jr,u — e()\+,u)Logz — 6)\Logze/,LLogz — ZAZH.

1.36. Huomautus (Varoitus). Potenssifunktion "laskusddnnot” eivit vastaa
reaalista tapaustal

Koska Log(zw) ei aina ole yht# kuin Log 2z + Logw, niin (2w)* ei aina ole yhti

kuin 2z w?.

Esimerkki. Olkoot z = —1,w =i ja A = % Téll6in



mutta

1
w=z2
; 1//\10;
zZ2w?2
z
. . 1
Z%w% _— ezgez% _ el% (Zw)2
™ .. T Zw
=17|cos— +12s1n —
4 4

Myoskisn (2*)* ei aina ole yht# kuin 2 (HT).

1.5. Kompleksitason topologiaa

Kompleksitason topologian antaa metriikka

d(z,w) := |z —w| = \/(Re(z — w))2 + (Im(z — w))? .

1.37. Huomautus. Avaruuden C metriikka d on sama kuin avaruuden R? euklidi-
nen metriikka. Siten kaikki avaruuden R? tavalliset topologiset ja metriset tulokset
ovat voimassa avaruudessa C.

Tarkeitd merkintoja: Olkoot zg € C,7 € R, r > 0.

B(zp,7) :={2€ C:|z— 2| <r} (avoin kiekko)
B(zp,7) i ={2€C:|z— 2| <1} (suljettu kiekko)
B*(zp,7) :={2€ C:0<|z— 2| <r} (punkteerattu kiekko)
S(zp,7):={2€C:|z—2z|=r} (kehi)

Muista: Piste a € A C C on joukon A sisdpiste (merkitddn z € int A), jos on
olemassa r > ( siten, etta

B(z,r) C A.
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Joukko A C C on avoin, jos
A=int A,

ts. jos jokainen joukon A piste on sen sisépiste. Edelleen, joukko A on suljettu, jos
sen komplementti (A = C\ A on avoin.

Piste z on joukon A reunapiste (merkitédén z € 0A), jos kaikilla r > 0

B(z,r)NA#0 ja B(z,r)NCA#D0.

Joukon A sulkeuma on A= AU JA.
Jono (z,) C C suppenee kohti pistettd z € C, merkitdén

z= lim z, tai 2z, — z,
n—oo

jos kaikilla € > 0 on olemassa n. € N siten, etté

|z — z,| <e kunn > n..

Jono (z,) C C on Cauchy-jono, jos kaikilla ¢ > 0 on olemassa n. € N siten, etta

|2n — 2m| < e kun n,m > n..

1.38. Lause. Pari (C,d) on tdydellinen metrinen avaruus, ts. jos (z,) C C
on mielivaltainen Cauchy-jono, niin (z,) suppenee avaruudessa C, so. on olemassa
z € C, jolle z = lim,,_,o 2.
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Tobistus: Olkoon (z,) C C Cauchy-jono. Merkitain
Ty = Re(zn) , Yo =1Im(z,).

Télloin my6s (z,,), (yn) C R ovat Cauchy-jonoja (miksi?). Koska R on tédydellinen,
on olemassa z,y € R, joille

Tp =T ja Yp =Y.

Néytetddn, ettd z, — 2z := x 4+ 1y:

Olkoon ¢ > 0. Valitaan N € N siten, etté

]xn—x\<% ja \yn—yl<g, kun n > N.
Talléin ) )
e €

on = o = fon = ol + g~y < 5+ 5 <2

1.39. Huomautus. Avaruudessa C jokainen suppeneva jono on Cauchy-jono.

Jokaisella rajoitetulla jonolla (z,) C C on osajono (z,,) C C, joka suppenee
avaruudessa C.

Funktio f : A — C, A C C, on jatkuva pisteessd zy € A, jos kaikilla ¢ > 0 on
olemassa 0 = d(¢, zg) siten, ettd

1f(z) = f(z20)] <&, Jos[z—z|<djazeA,

ts. jos

f(AN B(2,9)) € B(f(20),¢)).

20



Funktio f on jatkuva joukossa A, jos f on jatkuva joka pisteessi z € A.

1.40. Huomautus. Funktio f : A — C, A C C, on jatkuva pisteessi z; jos ja
vain jos sekd Re f : A — R ettd Im f : A — R ovat jatkuvia pisteessa zg.
Todistus jatetdan harjoitustehtavaksi.

1.41. Lause. Funktio f : A — C on jatkuva pisteessd zy € A jos ja vain jos
jokaiselle joukon A jonolle, jolle z, — zy, pétee f(z,) — f(zo).
Tobistus: (=): Olkoon (z,) € A siten, ettd z, — z. Olkoon ¢ > 0. Valitaan

0 > 0 siten, etti
f(B(20,0) M A) C B(f(20),¢).

Koska z, — z, on olemassa N € N siten, ettd
|zn — 20| <0 kaikilla n > N.

Niinpa
1f(zn) — f(20)| <& kaikilla n > N.

(«<): Jos f ei ole jatkuva, niin on olemassa € > 0 siten, ettd kaikilla § > 0
|f(2) — f(20)| > ¢ jollakin z € B(zp,d) N A.
Valitaan 6, = 1/n, n =1,2,3,... ja z, € B(z,1/n) N A siten, etti
|f(zn) = f(20)] 2 €.

Nyt z, — z, mutta f(z,) - f(z0), mikd on ristiriita. o

1.42. Huomautus. Funktion f raja-arvo pisteessd zg,

lim f(2) =wp € C,

z—20

jos ja vain jos kaikille € > 0 on 6 > 0, jolle

1f(2) —wo| <& kun 0 < |z — 2| <.
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Esimerkki. Eksponenttifunktio f(z) = e* on jatkuva koko avaruudessa C.

Sen sijaan logaritmin paidhaara g : C\{0} — C, g(z) = Log z on jatkuva jokaisessa
pisteessa

z € C\{Im(z) =0 ja Re(z) <0},

mutta g on epdjatkuva negatiivisella reaaliakselilla (HT).

1.43. Maaritelma. Joukko A C C on epdyhtendinen, jos on avoimet joukot
U,V C C siten, etté

1.44. Huomautus. Ehto iii) voidaan korvata ehdolla UNV N A =0 (HT).

1.45. Maaritelma. Joukko A C C on yhtendinen, jos se ei ole epéayhtendinen.

Esimerkki.

- Jana kompleksitasossa on yhten&inen.

21

J=lz0,21]={tz1 + (1 —t)2: 0<t <1} 20

- C on yhtenéinen.

- R\ {0} on epéyhteniinen, C\ {0} yhtendinen.

1.46. Lause. Olkoot A; C C yhtendisid, j € J. Jos zy € A; kaikilla j € J, niin

A= JA; on yhtendinen.
jeJ
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TobisTus: Olkoon A C UUV, missd U,V C C avoimia ja ANUNV = (). Oletetaan,
ettd 2o € U. Viitetéddn, etti AC U eli ANV = 0.

Koska kaikilla j € J joukko A; on yhtenéinen, on A; NV =0 eli A; C U kaikilla
j. Niinpéa
A=A cU.

JEJ

1.47. Maéaritelmia. Joukko A C C on murtoviiva, jos on olemassa pisteet
20, 21, 22, - -, 2 € A siten, etté

A =20, 21) U [21, 22) U ... U [2n—1, 2n)

= C){tzj + (1 —t)zj_1 : t €[0,1]},

merkitddn A = [29, 21, 22, - - -, Zn).
20
<5 <6
[
, 29
<1
20
24 Z1 Zel &
210 <7
<5 <2
29 <3
26 z3 24
<8
<7 Koordinaatiston suuntainen
Sanotaan, ettd murtoviiva [zo, 21, 29, . . . , 2,] on koordinaatiston suuntainen, jos kai-

killa j =1,2,...,n joko Re(z;) = Re(z;_1) tai Im(z;) = Im(zj_1).

1.48. Huomautus. Lauseesta 1.46 ja janan yhtendisyydesté seuraa, ettd murto-
viivat ovat yhtendisia ja pallot B = B(z,r) ovat yhteniisid (miksi?).

1.49. Maéaritelmi. Avoin yhtenédinen joukko D C C on alue.
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1.50. Lause. Olkoon D C C avoin. Talloin D on alue tdsmaélleen, kun kaikilla
20,21 € D on olemassa koordinaatiston suuntainen murtoviiva A C D siten, etta
20 €A jaz € A.

TobisTus: («<): Harjoitustehtava.
(=): Olkoon zy € D. Olkoon

U = {z € D : on olemassa koordinaatiston suuntainen

murtoviiva A C D siten, ettd zp,z € A}.

Selvisti zg € U, joten U # ().

U on avoin: Jos z € U, niin valitaan kiekko B = B(z,r) C D. Témé on mahdollis-
ta, koska D on avoin. Talloin B C U, koska jos w € B, niin w; = z+ Re(w—=z) € B
ja murtoviiva P = [z, wy, w| C B on koordinaatiston suuntainen. Lisiksi, jos A C D
on koordinaatiston suuntainen murtoviiva pisteestd zy pisteeseen z, niin AU P on
etsitty murtoviiva.

Olkoon V =D\ U. Télloin VNU =0 jaVUU = D.
Lisdksi V on avoin: Jos z € V, niin valitaan pallo B = B(z,r) C D. Nyt B C V,
koska jos olisi w € B N U, niin kuten ylla, nahtaisiin ettd olisi koordinaatiston
suuntainen murtoviiva A U P pisteesté z, pisteeseen z, mikd on ristiriita.

Koska D on yhtendinen, V N D = (), toisin sanoen U = D. i

1.51. Maéritelmia. Olkoon A C C ja 2y € A. Joukon A pisteen zy sisdltivd
komponentti (zo-komponentti) on joukko

E =J{C C A : C yhteniinen, z, € C'}.
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1.52. Huomautus. Komponentti F # (), mutta voi olla E = {z}.

1.53. Huomautus. Lauseesta 1.46 seuraa, ettd joukon A zp-komponentti on yh-
tenéinen; se on joukon A maksimaalinen yhtenéinen osajoukko, joka siséltaé pisteen
20-

1.54. Huomautus. Olkoon Ej joukon A zj;-komponentti, 7 = 1,2. Téll6in joko
E1:E2 tai ElmEQI(D

1.55. Huomautus. () # A C C on yhteniinen jos ja vain jos joukolla A on
vain yksi komponentti (ts. jos z,w € A, niin z-komponentti = w-komponentti.)
(Harjoitustehtava.)

1.56. Huomautus. Jokainen joukko A # () voidaan osittaa sen komponenttien
avulla:

A= UAj7

jeJ

missé joukot A; ovat pareittain pistevieraita joukon A komponentteja.

1.57. Lause. Olkoon G C C avoin. Télléin joukon G komponentit ovat avoimia.

Tobistus: Olkoon E joukon G komponentti. Olkoon z € FE ja valitaan B =
B(z,r) € G. Tami on mahdollista, koska G on avoin. Lauseesta 1.46 seuraa, et-
td U B on yhtendinen joukko, joka sisdltédd pisteen zp. £/ on komponentti, joten
B C E. Niinpéa E on avoin. |

1.58. Huomautus. Avoimella joukolla £ C C voi olla korkeintaan numeroi-
tuva méadrda komponentteja. Ei-avoimella joukolla voi olla ylinumeroituvan monta
komponettia. (Harjoitustehtavi.)

1.59. Lause. Olkoon A C C yhtendinen ja f : A — C jatkuva. Télloin f(A) on
yhtendinen.

TobisTus: Harjoitustehtava. O
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2. Analyyttiset funktiot

Téssé luvussa hyokatdan kurssin padkésitteen, analyyttisen funktion, kimppuun.

2.1. Kompleksinen derivaatta

2.1. Maaritelmd. Olkoon G C C avoin ja zp € G. Funktio f : G — C on
(kompleksisesti) derivoituva pisteessi zy € G, jos raja-arvo

o 1) = 1)

2—20 zZ— 2

eC

on olemassa. Jos f on derivoituva pisteessi zg, méaritelldan

Fz) = f(z)

z—20 zZ— 2

ja sanotaan, ettd f’(zo) on funktion f derivaatta pisteessd zo.

Funktiota f : G — C , missi G C C avoin, sanotaan analyyttiseksi (holomorfi-
seksi) joukossa G, jos f on derivoituva jokaisessa zg € G.

2.2. Huomautus. Usein erotusosamééran raja-arvo kirjoitetaan muotoon

f/(zo) — lim f(ZO + h) — f(ZO)

h—0 h

Huomaa, ettd h € C ja sen ldhestyminen nollaan voi tapahtua miltd puolelta hy-

RN
I
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2.3. Huomautus. Kuvaus f : G — C on derivoituva pisteessi zg € G jos ja vain
jos on olemassa ¢ € C (¢ = f'(z)) siten, etta

(%) f(z) = f(20) + c(z — 20) + E(2) kaikilla z € G,
missd F : G — C on virhetermi, joka toteuttaa

lim IEGL _

aom |2 — 20|

Kun ¢ = f'(29) # 0 yhtélossé (), niin ¢(z — zp) hallitsee termid E(z) pisteen zg
lahistolla. Siten kuvauksen w = f(z) kdyttdytyminen pisteen z, ldhelld muistuttaa
affiinia kuvausta

L(z) = f(z0) + f'(20)(z — 20)-

Téamén kuvauksen L kdyttadytyminen on helppo kuvata geometrisesti: L kiertidé tasoa
pisteen zp ympéri kulman 6 = Arg(f’(zo)) verran, skaalaa tasoa siten, ettd kaikki
etdisyydet muuttuvat kertoimella |f/(zo)| (ts. |21 — 22| | f/(20)| = |L(21) — L(22)] ).
Lopuksi, L siirtdé tason siten, ettd piste zop menee pisteeseen f(zp).

Im Im

Arg(f'(z0) .
N VR

f(z0)

Re Re

Jos f’(z9) = 0, niin geometrinen approksimointi tulee vaikeammaksi — asiaan pala-
taan myohemmin.

Esimerkki. Funktio f(z) = 2™, n=1,2,..., on analyyttinen koko C:ssé:

=z (2= 20) (") + (" P2) 4+ (227 A+ (257))

Z — 20 Z— 20

_ _ _ _1 z—20 _
= 2" 2 22 S !

Siten f'(z0) = nzg '
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2.4. Lemma. Kun f : G — C on derivoituva pisteesséd zy € G, f on jatkuva
pisteessé zg.

Tobistus: Kun z # 2,

|z — 20|

|f(2) = f(20)| = |2 — 20 —0- f'(z0) = 0.

2.5. Lause (Derivoimissdantojda). Olkoot f,g : G — C derivoituvia pisteessd
20 € G ja A € C vakio. Talloin \f, f + g, fg seké 5 (jos g(z0) # 0) ovat myos
derivoituvia pisteessa zy. Liséksi

()\f)/(zo) = /\f,(zo)

(f +9)(20) = ['(20) + 9 (20)
(f9) (20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)

N

ja

(1) ) = P = L2 g ) 2 0)

g (9(20))?

Tobistus: Todistetaan tulo, muut jatetdédn harjoitustehtéviksi.

f(2)g(2) + f'(20)9'(20)  f(2) — f(20) 9(2) + f(z0) 9(2) — g(20) ‘

zZ — 20 Z— 20 zZ— 20
~—————
—f"(z0) —g'(20)

Koska g on jatkuva, g(z) =—2 g(z). Niinpé kun z — 2, erotusosaméiri suppenee
kohti lukua

f'(20)9(20) + f(20)9' (20)-

2.6. Esimerkki. Kaikki polynomit p,
p(2) = a2+ ap 12" '+ +a1z+ay,ne€N,q; € C,

ovat analyyttisid koko tasossa C.
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Esimerkki. Olkoon

i Arg(z)
e 2

f(z) =vz=+vlz

Télloin f on analyyttinen joukossa

D=C\ (—o0,0].

Huomaa, ettéd funktio z — Arg(z) on jatkuva joukossa D = C\ (—o0, 0], joten f
on jatkuva joukossa D.

Huomaa my0s, ettd f on epéjatkuva jokaisessa z € R, z < 0, joten f ei ole derivoi-
tuva negatiivisella reaaliakselilla.

Jos zp € D, niin

\/__\/Z_O_ \/_—\/Z_O 1 2—20 1

i—n (VE-vRIWVE+VR) VErvR Wa

Jos zg = 0, niin
f(Z)—f(Zo)_ﬁ_L
z—2 oz Az

Koska ]%] — 00, kun z — 0, ei f ole derivoituva nollassa.

Niinpé f on derivoituva pisteessé zp tdsmélleen silloin kun zy € D. Télloin

f'(z0) = N

2.7. Lause (Ketjusdinto). Olkoot A, B C C avoimia joukkoja. Olkoon f : A — C
derivoituva pisteessd zy ja f(A) C B. Jos g : B — C on derivoituva pisteessi f(zp),
niin go f : A — C on derivoituva pisteesséa zq ja

(go f)/(Zo) = 9/(f(20))fl(20)-
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Tobistus: Olkoon wy = f(zp). Mééritelldéin F': A — C, G : B — C asettamalla

f(z)=f(z0)
F(z) = {— kun 2 7 2o

1 (z0) kun z = 2z
ja (w)—g(wo)
gl\w)—glwo
R A
Nyt
F(Z):%i(%)%f,(zo)ZF(zo), kun z — 2o,

joten F' on jatkuva pisteessé zp. Samoin G on jatkuva pisteessé wy. Niinpa yhdistetty
funktio G o f on jatkuva pisteessi zp, silla funktion f jatkuvuus seuraa derivoitu-
vuudesta pisteessi z.

Jos z € A, z # 2y, niin

g0 f(2)— g0 f( { f~2 wo)f(i:i;(%)’ jos f(2) # [f(z0)
Z— 2 7 jos f(2) = f(20) = wo
=G(f(2)F(2)

20 G(f(20))F (20) = g'(f(20)) ' (20).

Esimerkki. Olkoon

22—-1 10
G =5 gl =
Koska
22(22+1) — (22 —1)2 4z
fl(z) - (22 4 1) (22 4 1) Ja g (Z) =10z
saamme
2 9
o 22 —1 4z 40z(2° — 1)
h'(z) =10 (22+1> EESE EFIIaE kun 2z # +i
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2.2. Cauchy-Riemannin yhtil6t

Olkoon f : G — C, G C C, derivoituva pisteessi zg = xg + iyy € G. Merkitadn

z=x+1y ja
u(z,y) = Re f(2)
v(z,y) = Im f(z).
Télloin u,v : G — R ja f = u +iv. Lasketaan f’(zy) kahdella tavalla:

Ensin ldhestytdan pistettéd zp reaaliakselin suuntaisesti:

f(x 4 iyo) — f(xo + iyo)

f'(20) = lim
T—I0 r — X9
— lim U($7y0) — “(Ioayo) 4 lim U(%Z/o) - U(%;Z/o)
T—T0 Tr — X T—I0 T — o

= (%0, Yo) + 1 vz(Z0, Yo)-
Siten tavalliset osittaisderivaatat u, ja v, ovat olemassa pisteessi (xo,yo) ja
(2.1) f'(20) = ue(20) + 1v2(20) =: fo(20).

Tamé on f:n reaalinen osittaisderivaatta.

Sitten ldhestytéddn pistettéd zp imaginaariakselin suuntaisesti:

f(zo +1y) — f(wo + iyo)

f'(z) = lim :
(0 y—yo i(y — o)
= —7 lim U<I'0, y) — U(Io,yo) + lim U(IOJJ) - U(x07y0)
y—vo Y—1Y Y=o Y — Yo

= —1 uy(azo, yo) + vy(woa yo)'

Siten osittaisderivaatat u, ja v, ovat olemassa ja
(2.2) I'(20) = vy(20) — iuy(20) =: —i fy(20).

Kun vihennetddn kaavat (2.1) ja (2.2) toisistaan, saadaan ns. Cauchy-Riemannin
yhtdlot:?

uy(20) = —vz(20)-

{Uz(zo) = v, (z0)

2Cauchy (1789-1857), Riemann (1816-1866)
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Saalmme:

2.8. Lause. Jos f : G — C on derivoituva pisteessd zy € G ja f = u + tv, missd
u,v : G — R?, niin osittaisderivaatat u,, u,, v, sekd v, ovat olemassa ja

{ux<zo> = v, (z0)

uy(20) = —va(20)-

Kéaantaen pétee:

2.9. Lause. Olkoon f = u+iv : G — C, missd u = Re(f) jav = Im(f).
Oletetaan, ettd osittaisderivaatat u,, u,, v, ja v, ovat olemassa G:ssd ja jatkuvia
pisteesséd zo € G. Jos Cauchy-Riemannin yhtédlot toteutuvat pisteessé zy siten, ettd

{UI(ZU) = vy(20)

uy(zO) = —'Um(Zo),
niin f on derivoituva pisteessi zy ja
f'(20) = fa(20) = —i fy(20),

missé fp = Uy + 10, ja f = uy +ivy.
Tobistus: Olkoon ¢ = a + ib, missé

a = uz(z9) = vy(20)

b= —uy(2) (20)-

Osoitetaan, etti

f2) = (=)

Z— 20

—c|— 0, kun z — zg.
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Valitaan ensin kiekko B(zg,r7) C G. Olkoon z = x + iy € B(z,r) ,20 = To + iYo-
Olkoot s = x — xg,t =y — yp.
Nyt
u(z) — u(z0) = (w(zo + 8,90 + 1) — u(zo,y0 + 1)) + (w(wo, Yo + 1) — u(zo, Yo))-
Yhden muuttujan viliarvolauseesta seuraa, etté kaikille z = 2y 4+ s + it on olemassa
s1,t1 € Rositen, ettd 0 < |s1] < |s], 0 < |t1] < [t] ja
{ u(zo + 8, Yo + 1) — u(To, Yo + 1) = ux(wo + 51,90 +1)s
u(o, Yo +t) — u(wo, Yo) = uy(To, Yo + t1)t.
Siten jos ¢ = (w0 + s1) + iy ja n = yo + i(yo + t1), niin 20 — ¢| < [z — 2] ja
|20 =71l < |z — 2] ja
(%) u(z) — u(z0) = us(C) (& — o) + uy(n)(y — yo)-
Samalla tavalla l6ydetéén (pisteesta z riippuva) pari 0 ja £ € C siten, etté |zg— 0] <
|2 = 20| ja |20 — & < |2 — 20| ja
() v(2) — v(20) = v2(0)(x — 20) + vy(E) (Y — vo)-
Huomaa, ettd kun z — zg, niin (,n,0,& — 2.
Nyt lasketaan:
f(z) = fl20) — c(z = 20) = u(z) — u(z0) +i(v(z) — v(20))
— (a+b)(z —x0+i(y — vo))
= u(2) — u(z0) — ua(20)(x — o) — uy(20)(y — vo)
+i(v(z) — v(20) — va(20)(x — 20) — vy(20)(y — ¥0))
(%) ja ()
= (w0 (€) — wa(20)) (= wo) + (uy (1) — 1y (20)) (v — o)
+ i [(v2(0) = va(20)) (2 — @0) + (vy(§) — vy(20))(y — w0)] -
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Koska
|17—360| < . \Z/—yo‘

< ja <1
|z — zo|

|z — 20| —

?

voidaan arvioida

f) = fl) | JuelQ) = ue (o)l — ol | [uy(n) — uy(20)[ly — %ol
z— 2z - |z — 2] |z — 20|
L 10(0) = va(zo)[le = wol | Juy(§) = vy(20) [y — wol
|z — 20| |z — 2]

< Jua(€) = ua(20)| + |uy(n) = uy(20)|
+ [02(0) — vz (20)| + |0y (€) — vy (20)]

— 0,

kun z — zp, koska ug,u,,v,;,v, ovat jatkuvia pisteesséd z,. Siten f on derivoituva
pisteessa 2y ja

f'(20) = ¢ = ful20) = —ify(20) -

2.10. Huomautus. Lauseessa 2.9 ei riité oletus, ettéd osittaisderivaatat u,, u,, v,
ja v, ovat olemassa joukossa G, vaikka toteuttaisivatkin Cauchy-Riemannin yhtalot
(ks. esim 2.12). Kuitenkin riittéisi a priori olettaa, ettd f = (u,v) on reaalifunk-
tioiden mielesséd differentioituva pisteessé zo (ks. 2.7). Myohemmin tosin nahdéén,
ettd avoimessa joukossa G differentioituvan Cauchy-Riemann -systeemin ratkaisut
u ja v tulevat olemaan C*°-funktioita joukossa G, ts. niilld on kaikkien kertalukujen
jatkuvat osittaisderivaatat.

Esimerkki. Merkitddn z = x 4 iy. Olkoon f(z) = z. Onko f derivoituva?

joten

Ve =1, UyE

Siis u, = 1 # 0 = vy, joten Cauchy-Riemannin yhtilo ei toteudu missdén. Siispa f
ei ole derivoituva misséén!
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Esimerkki. Olkoon f(z) = e*.
Viite: f: C — C on analyyttinen koko tasossa C. Liséksi f/(z) = e*, kun z € C.

Todistus: Koska

u(z,y) =e®cosy ja

v(z,y) = e®siny,

saamme
xX X 3
Uy = €* cosy u, = —e’siny
v, = €e¥siny vy = €’ cosy,
jotka kaikki ovat jatkuvia. Siten w, = v, ja u, = —v,, joten Lauseesta 2.9 seuraa,

ettd f on derivoituva ja

F(2) = fo(z) = €*(cosy + isiny) = "€ = ¢

2.11. Seuraus. Olkoon G C C avoin ja olkoon funktiolla f : G — C jatkuvat
osittaisderivaatat

fo = (Re f)a+ilIm f)o  ja  fy = (Re [f)y+i(Im [),

joukossa G. Télloin f on analyyttinen joukossa G, jos ja vain jos funktiot u = Re f
jav=Im f toteuttavat Cauchy-Riemannin systeemin

Uy =V .
{ v joukossa G.

Télloin

35



2.12. Esimerkki.

_ Jexp(=z71), kunz#0
J) = {0, kun z = 0.

Koska g(z) = e* on analyyttinen ja h(z) = —z~* on analyyttinen joukossa C\ {0},

on f = go h ketjusddnnon nojalla analyyttinen joukossa C\ {0}. Entépé origossa?
Nyt josx € R, = # 0,

lim
r—0t x r—0t T

Kun sijoitetaan t = =%, saadaan edellisesté

1

lim M — lim t_Zt -0
r—0Tt €T t—oo €

I’Hospitalin sddnnon nojalla.

Samoin

Siten on olemassa

f2(0) = u(0) + iv,(0) =0
ja samoin ndhdain, ettd myos
f4(0) = u,(0) + iv,(0) = 0.

Siten u ja v toteuttavat Cauchy-Riemannin systeemin 0:ssa, mutta f ei ole derivoi-
tuva sielld, koska f ei ole jatkuva origossa (huomaa, etti

T

f(fr’ef):er%—uxa, kun r — 0).

2.3. Cauchy-Riemannin yhtilén seurauksia

2.13. Lause. Olkoon f : D — C analyyttinen ja D C C alue. Jos f'(z) = 0
kaikilla z € D, niin f on vakio alueessa D.
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Tobistus: Olkoon f = u 4+ tv. Nyt Cauchy-Riemannin yhtéléiden perusteella
F(2) = fu(2) = ue(2) + 10 (2) = ug(2) —iuy(2) =0,
joten u,(z) = 0 = u,(2) kaikilla z € C. Osoitetaan, ettd u on vakio (samoin néhdéaén,
ettd v, = v, = 0 ja v vakio).
Olkoot zg,z € D. Valitaan koordinaatiston suuntainen murtoviiva

A=lz,21,...,20n=2]CD

(ks. lause 1.50).

Nyt (reaalimuuttujan) viliarvolauseen mukaan kaikille j = 1,...,n on olemassa
(j € [#j-1, 2] siten, ettd

us (¢;)(Re(z;) — Re(zj-1)) jos Im(z;) = Im(z;-1)
e
“E) G 2N Gl — Inzo)). jos Rel) = Re(zo0)
=
mista seuraa, etta
u(zo) =u(z1) = ... =u(z,) = u(z).

Siten u on vakio joukossa D. Samoin v on vakio, joten f = u + v on vakio alueessa
D. O
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2.14. Lause. Olkoon f : D — C analyyttinen ja D C C alue. Jos jokin funktioista
u=Re(f), v=Im(f) tai |f|
on vakio, niin f on vakio.

TobisTus: Harjoitustehtava. O

2.4. Trigonometriset funktiot

Jos t € R, niin

e = cost +isint

e " = cos(—t) + isin(—t) = cost — isint,

mistéd saadaan

eit + efit
cost = ——
2
ezt _ 6—175
sint = -
2

2.15. Maaritelma. Olkoon z € C. Méaritellddn kompleksinen sini, kosini ja
tangentts

¥ —1z

i e —e
sinz 1= . ,
21
eZZ _l_ 6712
CcoS z 1= —

sin z
tan z :== —— | kun cos z # 0.
cos z

2.16. Lause. Kompleksinen sini ja kosini ovat analyyttisid koko tasossa C ja
(sinz) =cosz, (cosz) = —sinz.

ToODISTUS: Seuraa lauseesta 2.5. |
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2.17. Huomautus (Varoitus!). Kompleksinen sini ja kosini eivét ole rajoitettuja,
vaan

sin(C) =C ja cos(C)=C.

2.18. Maaritelmi. Koko kompleksitasossa analyyttistd funktiota f : C — C
sanotaan kokonaiseksi.

Esimerkki. Polynomit
p(2) =ap2" +a 2" '+ . tan1z+a, , a€C

ovat kokonaisia. Eksponenttifunktio exp, sinifunktio sin z ja kosinifunktio cos z ovat
kokonaisia.

2.19. Huomautus (Harjoitustehtidva). Seuraavat yhtdlot on helpohkoa todentaa:

cos’z +sin®z =1 kaikilla z € C
cos(2z) = cos® z — sin? 2
m .
cos(§ —z)=sinz
sin(z + w) = sinzcosw + cos zsinw  kaikilla z,w € C
(z+

w) =coszcosw — sinzsinw  kaikilla z,w € C

Koska eksponenttifunktio on jaksollinen, ovat myos kompleksinen sini ja kosini

jaksollisia:
cos(z + k2m) = cosz kaikilla z € C, k€ Z.

sin(z + k2r) =sinz  kaikillaz€ C, ke€Z.

Esimerkki. Ratkaise yhtélo cos z = 0.
Merkitddn z = x + 1y.

eit + e—it e—y-i—iac + ey—w:
0=cosz= =
2 2

(%) e Y(cosx +isinx) + e¥(cosx — isinz)
*k =

=cosz | —— | —isine [ ——— |,

2 2
———— ————

2
cosh y#0 sinh y
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miké on yhtapitdvad kuin

cosx =0
sint =0taiey —e ¥ =0.

Koska (cosz)? + (sinz)? = 1, voidaan jélkimméisestd unohtaa tapaus sinx = 0.

Niinpé yhtélo (x) on yhtépitavisti

cosx =0
eV —e ¥ =0,

mika edelleen on yhtépitavéaa kuin

r=735+km, keZ
e =1, yeR.

THstd saadaan
r=%5+kr, keZ,
y=0,

joten

z:g—l—kﬂ, kel

Havaitaan: Kompleksisen kosinin cos z kaikki nollakohdat ovat reaaliakselilla (ne
ovat z = 5+ km, k € Z).

Koska
, T
sinz = COS(§ —2)

ovat myos sinifunktion sin z nollakohdat reaaliakselilla (ne ovat z = km, k € Z).

2.5. Kiaanteisfunktioiden haarat

Jos f : G — C on analyyttinen mutta ei ole injektio® (ts. on olemassa z; # 2, € G
siten, ettd f(21) = f(22)), niin funktiolla f ei ole kéi&nteiskuvausta, ts. ei ole olemassa
funktiota g : f(G) — G siten, ettéd

g(f(2)) =z kaikilla z € G

3 Huom: analyyttistd injektiota sanotaan univalentiksi.
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ja
f(9(2)) =z kaikilla 2z € f(G).

Funktiolla f on kuitenkin "oikeanpuoleisia inversseji” ¢ : f(G) — G siten, etté

flg9(2)) =z kaikilla z € f(G).

Funktion g saa tehdyksi mééritteleméalld g(z) olevaksi joku niista pisteista w € G,
jolle f(w) = z. Metodi on hasardi ja on kyseenalaista, 16ydetainko silla yhtadn
"hyvéa” funktiota g. Valitettavasti huolellakin rakennetut oikeanpuoleiset kéénteis-
kuvaukset g tahtovat olla epdjatkuvia jossain:

Esimerkki. Olkoon
f(z) =22,

jolloin funktion f oikeanpuoleinen inverssi saadaan koko tasossa C méaérittelemalla
9(z) =Vz.
Télloin g on analyyttinen joukossa
D=C\{zeR:2<0}

mika sattuu olemaan suurin avoin joukko, jossa g on jatkuva. Huomaa, ettd g on
jatkuva D:m lisdksi vain origossa.

2.20. Masritelma. Olkoon f : G — C analyyttinen ja olkoon D C f(G) alue.
Sanotaan, etté funktio g : D — G on kiiteiskuvauksen f~=! haara alueessa D, jos g
on jatkuva D:ssi ja

flg(2)) =2 kaikillaz € D.

2.21. Huomautus.

Jos joukossa D C f(G) on jokin kiinteiskuvauksen f~! haara, sielld on mo-
nesti useita.

Joukkoa D ei yleensi voida ottaa koko kuvajoukoksi f(G).

Kidnteiskuvauksen f~! haara on injektio (koska z = f(g(2)) = f(g(w)) = w).
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Seuraava lause sanoo, etti kiinteiskuvauksen f~! haara on analyyttinen, jos fmn
derivaatta ei havia.

2.22. Lause. Olkoon f : G — C analyyttinen ja g kdinteiskuvauksen f~' haara
alueessa D C f(G). Jos zy € g(D) siten, ettd f'(zy) # 0, niin g on derivoituva
pisteessd wy = f(z0) ja

() = 57

g \Wo Fi(z0)

Erityisesti, jos f'(z) # 0 kaikilla z € g(D), on g analyyttinen joukossa D.

Tobistus: Koska kéddnteiskuvauksen haara g on injektio, niin jokaiselle w € D,
w # wp, on z = g(w) # zp. Siis voidaan laskea

gw) —g(we) _ g(w) —glwo) _  z2-2 1 1
w — wo flg(w)) = f(z0) — f(2) = flzo)  LEELE) f(z0)]

kun w — wq. Téssa rajankéaynti sujuu, koska g on kadnteiskuvauksen haarana jat-
kuva, joten
z=g(w) — g(wg) = 29, kun w — wy.

2.23. Huomautus. Jos kiinteiskuvauksen f~! haara g joukossa D on derivoituva
pisteessi wy = f(z0) € D, missd g(wg) = 2¢, niin ketjusdénnosté seuraa, etté

£ 20 )6/ (w0) = (f 0 6)/(uwn) = (-w)awn) = 1

=g(wo)

joten f'(z) # 0.

2.6. Logaritmin haarat

2.24. Maaritelma. Logaritmin haara alueessa D on analyyttinen funktio L : D —
C siten, etta
e’ = 2 kaikilla » € D.

Huomaa, ettd 0 ¢ D, koska e # 0 kaikilla w.
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Koska ekspontenttifunktio f(z) = e* on kokonainen ja f'(z) = e* # 0 kaikilla z,
seuraa lauseesta 2.22, etté jokainen jatkuva L : D — C, jolle

el — 4 kaikilla z € D

on analyyttinen ja siten logaritmin haara joukossa D. Edelleen

, 1 11
YOS raey T ee t

Lauseesta 1.29 seuraa, ettéd jokaiselle logaritmin haaralle L pétee
L(z) =In|z| +6(2),
missé # : D — R on jatkuva ja
0(z) = Im(L(z)) = arg(z), z€ D,
missé arg(z) on jokin pisteen z argumentti; valinta voi riippua pisteesté z.

2.25. Huomautus. Olkoot L ja L; logaritmin haaroja alueessa D. Téllin

1 1
(Ly — L)'(2) == ——==0 kaikilla z € D.

z oz
Lauseesta 2.13 seuraa, ettd L; — L on vakio alueessa D. Koska

Li(2)

el1(2)—L(z) — € _ 1 kaikilla z € D,
el=) 2

on tdméa vakio muotoa 2kmi jollain k € Z. Siten on olemassa k € Z siten, etti
Li(z) = L(2) 4+ 2kmi  kaikilla z € D.

Huomaa, ettei vakio k riipu pisteestd z € D! (HT. Totea tdmél)

Esimerkki. Logaritmin péddhaara

Log(z) = In |z| + i Arg(z)
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on analyyttinen alueessa D = C\{z € R: z < 0}.

Esimerkki. Olkoon

ot
N

D = B(-1, %)
ja
L(z) = Log(z) kun Im(z) >0
Log(z) + 2w kun I'm(z) < 0.

Télloin L on logaritmin haara kiekossa D (HT). Miten tdmé sopii yhteen huomau-
tuksen 2.25 kanssa?

2.26. Huomautus. Joukossa C\ {0} ei ole logaritmin analyyttistd haaraa (HT).

2.7. Kompleksinen ja reaalinen differentioituvuus

Reaalisen tason R? avoimessa joukossa G C R? méiéritelty kuvaus f : G — R? on
(reaalisesti) differentioituva pisteessi zy = (o, Yo), jos on olemassa R-lineaarinen

A:R? — R? (ts. matriisi A = [?; g]) siten, ett#

f(x,y) = f(wo,90) + Alz — w0,y — %0) + E(,y)
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kaikilla (z,y) € G; téissd F : G — R? on funktio, jolle

tim 1ZEL g
2=z |2 — 2o
Jos merkitédén f(z,y) = (u(z,y),v(x,y)), niin matriisin A (funktion f reaalinen

derivaatta pisteessé zg) elementit ovat u:n ja v:n osittaisderivaatat pisteessi (xg, yo)

A= Uz (0, Yo) Uy(l’o,yo)
Um(l‘o,?/o) Uy($07yo)

Matriisi A vastaa reaalilineaarikuvausta : R? — R?2. Jotta f olisi kompleksisesti
derivoituva, tulisi matriisin A vastata kompleksista lineaarikuvausta : C — C eli
siis kompleksisella vakiolla kertomisoperaatiota. T's. toiminnon

Alz — 20,y — yo]
tulisi olla kompleksinen kertolasku
w ((x —x0) +i(y — yo)) -

Valttaméaton ja riittava ehto (HT) télle on se, ettd matriisin A kertoimet totetuttavat
Cauchy-Riemannin yht&lot

{Um(l‘o, Yo) = Uy(%, Yo)

“y(fo,yo) = —v(T0, Yo)-

Tulkitsemalla (z,y) kompleksiluvuksi = + iy ja kidyttamélla yhteyksia

2 +Z _z+z
2 YT Ty

Tr =

saadaan, ettd f : G — C on reaalisesti differentioituva pisteessd zy € G jos ja vain
jos on olemassa c,d € C siten, etti

(2.3) f(z) = f(20) + c(z — 20) + d(Z — Zo) + E(2)
kaikilla z € G, missd F : G — C on sellainen, etti ‘% Z72,0.
Edelleen 1
c=3 (uz(20) + vy(20) + i(va(20) — uy(20)))
1 )
d= 5(%(%) — vy (20) + i(ve(20) + uy(20)))

Nyt on helppo osoittaa (HT):
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Funktio f : G — C on (kompleksisesti) derivoituva pisteessi zy € G jos ja
vain jos f on reaalisesti differentioituva pisteessé zy € G ja d = 0.

Yleisesti kayttdan kompleksisia osittaisderivaattoja: Jos funktion f : G — C
osittaisderivaatat f,(z0) ja fy(20) ovat olemassa, zop € G, niin merkitéén

(o) = 3 lfale0) = iy a0 (= 01 ()

1 1
= 5(ucc(zo) + vy(zo)) + Q(UI(ZO) - uy(zﬂ))
ja
ela0) 1= 1Aulz0) + 88, (20) (=85 (z)
1 l
= 5(”2(20) — vy(20)) + 5(%(20) + uy(20)).

Talloin Cauchy-Riemannin yhtélot on helppo kirjoittaa:

jolloin
f'(20) = f2(20).

Muista, ettd kompleksinen osittaisderivaatta f, voi olla olemassa, vaikkei f olisikaan
derivoituva.
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3. Kompleksinen integrointi

3.1. Tieintegraali

3.1. Maaritelma. Olkoot a,b € R, a < b. Polku v kompleksitasossa on jatkuva
kuvaus v : [a,b] — C. Piste y(a) on polun ~ alkupiste ja v(b) sen loppupiste.
Kuvauksen v kuvajoukko

= {(t) -t € [a, 0]}

on nimeltddn on polun «y jalki. Sanotaan, ettd v on polku joukossa D, jos |y| C D.

v(0)

4

L
2

N
)

N—

M

Polku v : [a,b] — C on suljettu, jos vy(a) = v(b).

Suljettu polku

3.2. Midaritelma. Olkoon 7 : [a,b] — C polku ja



Sanotaan, ettd v on jatkuvasti differentioituva polku, jos x : [a,b] — R jay : [a,b] —
R ovat jatkuvasti differentioituvia (paatepisteissa toispuoleiset derivaatat). M#éri-
telladn talloin polun v derivaatta

V(t) = a'(t) +iy'(t)
Sanotaan, ettd v on paloittain jatkuvasti differentioituva valilld [a, b], jos on olemassa

pisteet a =ty < t; < ... < t, = b siten, etti 7|[tk71 4] o0 jatkuvasti differentioituva
vileilla kaikilla £k =1,2,...,n.

3.3. Maaritelma. Tie joukossa A C C on paloittain jatkuvasti differentioituva
polku 7 : [a,b] — C siten, etta |y| C A. Suljettua tietd sanotaan myos piiriksi.
Esimerkki. Olkoot 2, 21, 22 eri pisteitd . Mééritellaan v, : [0,1] — C,
11(t) = [20, 21)(t) :==tz1 + (1 — t)z0 , jana zy:sta z:een,
ja
7 :10,2] = C,
lt) = {71(75), telo,1]

(t—1)z+(2—-1t)z, te]l,2].

21

Z9

Nyt 1 ja vo ovat teitd sekd

3.4. Esimerkki. Olkoon k € Z, 2y € C ja r > 0. Méaéritellaan ~ : [0, 27] — C,

v(t) = 2o + reM.
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20+ T

k>0

Té&llsin ~ on suljettu tie (piiri), joka kulkee zo-keskisen r-siteisen ympyran kehén
ympéri |k| kertaa lahtien pisteestd zy + r

- vastapdaivéaén, jos k > 0
- myotédpaivaan, jos k < 0.
- v pysyy paikallaan, jos k = 0.

Liséksi ‘
v'(t) = ikre*t (HT).

3.5. Madritelmi. Olkoon 7 : [a,b] — C polku /tie. Polun 7 kddnteispolku tai
paluupolku /kidnteistie on kuvaus %y : [a,b] — C siten, ett#

Y(t)=~0b+a—t).

e g

—
gl

—

3.6. Huomautus. [z, 23] = [22,21]. (HT).

3.7. Madaritelmi. Olkoot 71 : a1, b1] — C ja ¥ : [ag, by] — C polkuja siten, etté
71 (b1) = 72(ag). Talloin madritelladn yhdistetty polku (summapolku)

Y1 kY2 [ar, by 4+ by — as] — C
asettamalla

7 (t), kun a; <t < b;.
M *a(t) =
’}/2<t—b1+a2), kuﬂblgtgbl—i-bz—ag.
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7

3.8. Huomautus. Jos 71,72 ovat teitéd, ja v, * 79 on mééritelty, se on myos tie.
(HT).

3.9. Huomautus. Jos D C C on alue ja 21,29 € D, niin on olemassa tie vy :
[a,b] — C siten, ettéd |y| C D ja

(@) =z,  y(b) = 2.

(Tieksi v voidaan valita murtoviiva, ts. ddrellisen monen janan muodostama polku,
jopa niin ettd murtoviivan muodostavat janat ovat koordinaattiakselien suuntaiset.
Katso lause 1.50.)

Parametrin vaihto: Usein on mukava kulkea pitkin teitd, jotka on méaritelty
tietylla valilla [a, b], esim. [0, 1] tai [0, 27]. Tata varten on yleensa tehtavé parametrin
vaihto: Jos

v:la,b] — C

on polku, niin sanotaan, ettd polku

B:le,d — C

on saatu polusta v parametria vathtamalla, jos on olemassa aidosti kasvava jatkuva
surjektio h : [c,d] — [a, b] siten, ettd

B(s) =v(h(s)) kaikilla s € [c,d].
(Sanotaan, ettd h on parametrinvaihtokuvaus.)
Huomaa, ettd poluilla v ja # on sama jélki ja ne kulkevat "samaan suuntaan”, mutta

mahdollisesti eri nopeuksilla. Huomaa myds, ettd parametrinvaihtokuvaus on bijek-
tio.
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Jos v on tie ja parametrinvaihto h on paloittain jatkuvasti derivoituva, on 3 myos
tie. Talloin sanotaan, ettd tiet v ja 0 ovat ekvivalentit.

Huomaa, etta 3'(s) = +'(h(s))h'(s).

Esimerkki. Olkoot 21,20 € C, 21 # 22 ja 7 = [21, 22, ts.
v(t) =tzo+(1—t)zy , te€]0,1].

Maaritelldan
Z2 — 21

B(s) =21+

3‘21_22’7 O§3§|Zl_227

jolloin tie 8 on saatu tiestd v parametrin vaihdolla

S

h(s) 0<s<|z — 2

B |Z1—Z2|’

Sanotaan, ettd tiessd ( on kédyrdn pituus parametrina.

3.10. Maéritelmé. Olkoon v = x + iy : [a,b] — C jatkuvasti differentioituva
polku ja f = u+iv : |y| — C jatkuva funktio. Talloin funktion f integraali yli polun
v on

b
/ f(2)dz = / S0 (8)dt

= /(U(w(t),y(t))x'(t) —o(x(t), y(1))y'(t))di+

i / (ue(t), y(t)y (1) + v(a(t), y(t)a' (1) dt.

a

Yleisemmin, jos v on tie, niin valitaan pisteet a = t) < t; < ... < t, = b siten,
ettd v, = 7|[tk—1 5] o0 jatkuvasti differentioituva polku ja maéaritelldan funktion f
integraalt yli tien v asettamalla

/ f(z)dz = ; / f(2)dx

ol



Samoin méaritellddn funktion f integraali yli tien v kaarenpituuden suhteen asetta-
malla

b
[ fazt= [ ra® o
0% a

Integraali yli polun v riippuu muustakin kuin vain polun ~ jéljesté:

Esimerkki. Olkoot v, : [0,27] — C ja v, :[0,27] — C teitd
W) =26 () = 20

Nyt 7y kiertdd kehdn 0B(0,2) kerran vastapéiviain ja -, kahdesti myotapaivaan.
Olkoon f(z) = 1.

2 2
2ie’ , ,
/f(z)dz = / 5ot dt = z/dt = 2mi.
71 0 0
s 4 ot s
—die™" , ,
/f(Z)dZ = / Wdt = —Ql/dt = —4mi.

2

Y2 0
[ = [
:

0

0
1 21T »
dt:—_/e dt = 0.
—1
0

3.11. Lemma. Olkoot v ja 3 teita joukossa A ja f : A — C seki g: A — C
jatkuvia. Télloin

(i)
Ju@r+geniz= [ s+ [ g

v v

(i)
/cf(z)dz = c/f(z)dz kaikilla ¢ € C.

v
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(iii)

[ ez == [ 1@

—
il

(iv) Jos yhdistetty polku v * 3 on mééritelty, niin

/f dz_/f dz+/f

(v) Jos tiet vy ja B ovat ekvivalentit, niin

/f(z)dz:/f(z)dz
Y B

(vi) Jos |f(z)] < |g(z)| kaikilla z € ||, niin

/f dz</|g Jldz| = /|g DIW (8t

missé vy : [a,b] — C on tie.

Tobistus: (i), (ii) Harjoitustehtévia.

(i4i): Olkoon 7 : [a,b] — C. Koska 5 (t) = v(b+a—t), niin §'(t) = —'(b+a—1),
joten

b

/ dz-/f /f(v(b—l—a—t))y’(ana—t)dt.

a a

Kun sijoitetaan s = b+ a — t, saadaan

/ FOE()s == [ fo) s = [ )

(iv): Harjoitustehtava.
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(v): Olkoon v : [a,b] — C, 3 : [¢,d] — Cjah: [c,d] — [a,b] paloittain derivoituva
parametrin vaihto siten, ettd y(h(s)) = 5(s). Nyt

B'(s) =" (h(s))M'(s),
joten

d d
/ f(2)dz = / F(8(5)5 (s)ds = / SO/ (R())Y ((s) ! (s)ds.
/3 c c

Sijoittamalla t = h(s), dt = h/(s)ds saadaan

/b fo@)y @i = [ )z

a

(vi): Olkoon

/f(z)dz =re”  (voidaan olettaa, ettd r > 0).

v

Nyt

0<

/f )dz :7"—/ “0f(2)dz

e‘wav(ﬂ)th)dt

2

(s — .

/

'

eR

b
/ (e F((1)) (1) dt + i / Tm(e™ f(v(8)/ (1) dt)

V

<lg(y@)I' (®)] N .

b
S/MWMWWﬁZ/MMWL
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3.12. Huomautus. Jos 7 : [a,b] — C on tie, niin mééritelldan tien v pituus

17) = [ 121 = / 7 (8)]d.

Lemman 3.11 kohdasta (vi) seuraa, ettd jos f : |y| — C on jatkuva ja |f(2)] < M,
niin

/ fdz| < Mi(9).

3.13. Esimerkki. Olkoon f(z) = ¢ ja y(t) = re", 0 <t <

N

Vaite:
(1l —e)
dz| < ——M8M =,
/f = 4r
5
Todistus: Jos z = x + 1y,

2 P2 _
’ezz | :eRe(zz ) —e 2:):y,

joten kun z = v(t) = re = r(cost +isint),

. 2 .2 .
‘ew(t) | —e " 2costsint _

6—7“2 sin 2t ]

Edelleen, lemman 3.11 kohdan (vi) nojalla

us

4
/6122612 S/erQsithTdt7

¥ 0

%)



misté sijoittamalla s = 2¢ saadaan

us
2
T 2w
- e TSI o
2
0

Nyt sins > %, kun 0 < s < 7 (HT), joten

s

2 2

rof 2 m(l—e)
< —_ 7 S = 0
/f(z)dz < 2/6 ds ym
N

0

3.2. Primitiivit eli kantafunktiot

Olkoon f: G — C, G C C avoin. Sanotaan, ettéd funktio F' : G — C on funktion
f primitiivi tai kantafunktio joukossa G, jos

F'(z) = f(z) kaikilla z € G.

3.14. Huomautus. Jos F' on funktion f primitiivi, my6s f 4 ¢ on funktion f
primitiivi kaikilla vakioilla ¢ € C.

Primitiivi on aina analyyttinen!

Esimerkki. Eksponenttifunktion z — e® primitiivi on eksponenttifunktio itse.

Logaritmin péshaara G(z) = Logz on funktion g(z) = I primitiivi joukossa
C\{zeR:2z<0}.

3.15. Lause. Olkoon F jatkuvan funktion f primitiivi avoimessa joukossa G C C.
Jos 7y : [a,b] — C on tie joukossa G, niin

/ f(2)dz = F(4(b)) — F(x(a)).

Erityisesti, jos jatkuvalla funktiolla f on primitiivi joukossa G ja v on suljettu tie,

" /f(z)dz = 0.
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Tobistus: Olkoot a =ty < t; < ... < t, = b siten, ettid vl[tk—lytk} on jatkuvasti
differentioituva kaikilla k& = 1,...,n. Olkoon (t) = z(t) + wy(t) ja t € [tr_1, k]
Maééritelladn )

F(t) = F(y(t)),

jolloin F on jatkuva. Kiyttamilla differentiaalilaskennan ketjusééintos, Cauchy-
Riemannin yht#loistd saatavaa tietoa I, = iF, ja tietoa F'(z) = F, saadaan

() = B (1) (8) + By (+(0)y/ (1)
= E(y(0)2'(t) + iFo (1) ()
— PO (1) = FO)1 ).
Nyt
[@a=3" [ s
3 / F'(t)dt,
k=1 to 1

ja koska F’ on jatkuva vililla [tk—1,tx], téstd analyysin peruslausetta kdyttdmalla
saadaan

n

Esimerkki.
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Olkoon (t) :t—{—i% 0<t<mja f(z) =e* Nyt F(z) = ¢, joten

[ s3iz = [ty =m0 = 1

~

3.16. Huomautus. Kaikilla joukossa G analyyttisilla funktioilla ei ole primitiivid
joukossa G. Esimerkiksi funktiolla f,

f(z) =

Y

1
z

ei ole primitiivid joukossa C \ {0}.

dh
N

Syy: Olkoon «(t) = e, 0 < t < 2, jolloin

/ F(2)dz = 2mi.

Mutta 7 on suljettu tie, joten jos funktiolla f olisi primitiivi joukossa C \ {0}, niin
lauseen 3.15 mukaan olisi

/ f(z)dz = 0.

vy

Siispé f:114 ei voi olla primitiivid G:ssé.

3.17. Huomautus. Lause 3.15 antaa "keinon” primitiivin 16ytdmiseksi: integroi-
daan pitkin kdyrad vy pisteestd zy pisteeseen z:

F(z)= /f(w)dw + vakio.
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3.18. Huomautus. Osittaisintegrointikaava pétee:
Olkoon 7 : [a,b] — C tie G:ssé ja f,g : G — C analyyttisid (ja derivaatat f’ ja ¢’
jatkuvia). Talloin

v(b)
[1ed@i= [ 1@ - [0
¥ V(a) v

Todistaminen jatetddn harjoitustehtaviksi.

Esimerkki. Olkoon f(z) = z. T&lloin funktion f primitiivi on F(z) = %,22 ja

0= /f(z)dz: /zdz

kaikilla suljetuilla v C C.
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4. Cauchyn lause — lokaali versio

Erds kompleksianalyysin tédrkeimmistéd “perustuloksista” on alunperin vuodelta
1825 oleva Cauchyn lause, jolla tarkoitetaan useitakin lauseita, jotka antavat ehtoja,
milloin analyyttisen funktion integraali yli piirin on 0.

Jatkossa kéytetddn merkintdaa

[ e

kun tarkoitetaan integraalia yli topologisesti suljetun suorakaiteen R reunan vasta-
péaivadn kerran ympéri, ts. jos 21, 22, 23, 24 € C ovat sellaiset pisteet, ettd [z1, z9] ja
[24, 23] ovat yhdensuuntaiset seké [z1, 24] ja [29, 23] ovat yhdensuuntaiset ja

Re(z1) = min Re(z;),

§=1,2,3,4

niin Im(ze) < Im(z3) (ja Im(z9) < Im(z;) mikali Re(z9) = Re(z1)). Télléin OR on
suljettu tie,
OR = [217 22] * [227 23] * [237 24] * [247 zl]-

24
Z1 z3

22

4.1. Lemma. Olkoon R suljettu suorakaide joukossa G ja f : G — C analyyttinen.

Télloin
/f(z)dz = 0.
OR

TobisTus: Olkoon

[— / f(2)dz.
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Jaetaan R neljdéin kongruenttiin (samanlaiseen) suorakaiteeseen R}, R? R} Ri.
Madritellaén

I{:/f(z)dz . j=1,2,34.
OR?
Talloin
I=0L+ L+ + 1,

R

s koska suorakaiteiden R{ yhteiset sivut "kuljetaan” eri suuntiin!

Siten kolmioepéyhtélostéd seuraa, etté
1< L]+ 5]+ ]+
ja siis
1]

uﬂz-z jollain j = 1,2,3, 4.

Niinpa loydetdéan suorakaidetta R puolta pienempi suorakaide R; C R siten, etté

kun
[1:/f(z)dz,
OR1
niin
1] > 47H1].

Samalla tavalla l6ydetdéan suorakaiteen R; sisdltd puolet pienempi suorakaide Rs
siten, ettd kun

[2—/f(z)dz,
ORs
niin
|| > 47 L] > 4721,

Jatkamalla osiinjakoa induktiivisesti l6ydetédin jono sisdkkiisid suorakaiteita

RORI DRy D ...
joukossa G siten, ettd kun
I, = / f(z)dz,
OR»,
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niin

|L| > 47, | > > 47", n=12...
ts.
(%) |[I| <4"|1,| kaikilan=1,2,...
Olkoon
d, := suorakaiteen R, halkaisijan pituus = sup{|z —w|: z,w € R,}
ja

L, =1(0R,) = suorakaiteen R,, reunan pituus.

Merkitddn d = R:n halkaisija ja L = [(OR). Talloin
d,=2"d, L,=2"L.

Nyt Ry D Ry D ... muodostaa vihenevin jonon kompakteja joukkoja ja d, — 0,
joten Cantorin lauseesta seuraa, ettd on olemassa zy € R, jolle

oo
{20} = N Rn.
n=1
Koska f on derivoituva pisteessi zo € G, niin

() f(2) = f(20) + f'(20)(z — 20) + E(2), 2€G,
missd F : G — C on sellainen, ettd

[E()|

|z — 20|

— 0 kun z — 2.
Koska f on jatkuva, niin yhtélostd (sx) seuraa, ettd F on jatkuva joukossa G ja

Olkoon ~ suljettu tie joukossa G. Nyt Lauseesta 3.15 seuraa kaavan(**) avulla

/ F(2)dz 2 f(z) / dz+£'(20) / (2 — 20)dz + / E(2)d>

U ¢ o
=0 =0
= /E(z)dz.

Y
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Valitaan v = OR,,, jolloin

h:/E@m

OR,

Olkoon ¢ > 0. Osoitetaan, ettéd || < edL:
Olkoon B = B(zy,d) C G siten, ettd

|E(2)] <elz— 2| kaikilla z € B.

Valitaan n siten, ettd d,, < d. Koska zg € R, ja |z — 20| < d,, < § kaikilla z € R,
niin R,, C B. Nyt yhtélostd (%) seuraa, ettd

]ﬂgM%b&L/E@M

R,

misté vilkaisemalla huomautusta 3.12 saadaan arvio

|I| < 4"ed,L,, = edL.

Nyt antamalla ¢ — 0 saadaan haluttu tieto: I = 0. ]

Esimerkki. Integroidaan % pitkin tietd

y=[4i,—1+i] % [~1+4i —1—d]x[-1—i 1 —i]*[L—i,1+4.
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Merkitddn v; = [=1 — 4,1 =@ [1 =4, 1+ [1 +4, =1+ 4] jaye = [-1 44, =1 —1].
Alueessa D = C \ {z < 0} funktiolla X on primitiivi Log(z), joten

d
@ _ Log(—1+1i) — Log(—1 —14).
z

7

Janan v, yli integroimiseen valitaan joukossa C \ {z > 0} logaritmin haara

r Log z, jos Im(z) > 0
(2) = Logz +2mi, jos Im(z) <O.
T&ll6in
dz , . . . .
— =L(-1—14) — L(—1+1i) = Log(—1 — i) + 2mi — Log(—1 + 1),
z
72
joten

d d d
/—Z=/—Z+ % _oni #0.
z z z
Y 7 72

Huomaa, ettd v on erddn suorakaiteen R C C reuna, mutta % ei ole analyyttinen
koko suorakaiteessa R. Niinpé analyyttisyysoletusta lemmassa 4.1 ei voida poistaa.
Kuitenkin sitd voidaan aavistuksen verran lieventaé:

4.2. Lemma. Olkoon f : G — C jatkuva ja f analyyttinen joukossa G \ {zo}.

Tillsin
/ fdz=0

OR

kaikilla suljetuilla suorakaiteilla R C G.

Tobistus: Olkoon R C G suorakaide. Olkoon n = 1,2, .... Jaectaan suorakaiteen R
reunajanat n yhtasuureen palaseen ja yhdistetédéin jakopisteet reunojen suuntaisilla
janoilla, jolloin saadaan n? kongruenttia suorakaidetta Ry, missid k,l =1,...,n.

64



Ry Ryy

R21 e <0 i/ /r R24
Ry | R || I Ru
R
n==4
Talloin o
/ fea: =33 [ 1)
k=1 I= 18Rkl

Jos zo ¢ Ry, on lemman 4.1 nojalla
[ stz =
OR

Jos zg € Ry, niin

/ J(2)dz| < max|f(2)| (ORn) = M—

ORy

missi M = max,er |f(2)| < oo, koska f on jatkuva, ja L = [(OR). Nyt zy kuuluu
korkeintaan neljdéan suljettuun suorakaiteeseen Ry, joten

/f > [ s <

Kun annetaan n — oo, saadaan
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4.3. Huomautus (Merkintd). Olkoon v suunnattu jana 29, z1]. Merkitdan

/ f(=)dz = / F()d.

Lemma 4.1 johtaa ehtoon kantafunktion eli primitiivin eksistenssille:

4.4. Lemma. Olkoon B C C avoin kiekko ja f : B — C sellainen jatkuva funktio,
jolle

/ f(2)dz=0

OR

kaikilla suljetuilla suorakaiteilla R, joiden sivut ovat koordinaattiakselien suuntaiset.
Talloin funktiolla f on kantafunktio kiekossa B.

Erityisesti, lauseen 3.15 nojalla

/f(z)dz =0 kaikilla kiekon B suljetuilla teilld =y .
o

Tobistus: Olkoon zy = xg + iyo kiekon B keskipiste. Jos z = x + iy € B, niin
asetetaan z; = x + 1y ja 29 = xo + 1y.

Jos © # o, Yy # Yo ja
v = |20, 21] * [21, 2] * [2, 22] * [22, 20|,
niin

0= [ s(e)ds - / F(€)de + / F(€)de + / F(€)de + / F(e)de.
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Maéaritelladn nyt

_ / Fede + / F(€de,
- 7f(5)d5+ /Zf(f)df

Jatkuvuuden nojalla ndmé kaavat péatevit myos, jos © = xg tai y = yo. Nyt (HT)

jolloin siis my0s

T Yy
:/f(t+iy)dt+@'/f(xo+it)dt

josta
F.(z) = d /ft+zydt—|—2/fa:0+zt
f(fc+ly) f(2).
Samoin
T Y
:/f(t+iy0)dt+i/f(x—|—it)dt
josta

Fy(2) = if (x + iy) = if(2).

Koska f on jatkuva, on F' C'-funktio kiekossa B. Siten Cauchy-Riemannin systee-
misté

F, = —iF,

saadaan seurauksen 2.11 nojalla, ettd F' on analyyttinen B:ssd ja F'(z) = f(z)
kaikilla z € B. |
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Seuraavaa lausetta tarvitaan mychemmin:
4.5. Lause. Olkoon f: D — C jatkuva ja D C C alue. Téalloin

/f(z)dz =0 kaikilla suljetuilla teilld v C D
S

jos ja vain jos funktiolla f on primitiivi joukossa D.

TobisTus: Ehdon riittavyys todistettiin lauseessa 3.15.

Todistetaan ehdon valttamattomyys. Olkoon wy € D. Jos z € D, niin valitaan tie
v : la,b] — D siten, ettd y(a) = wg ja v(b) = z. Mééaritelladan

F(z) = / £(6)de.

Té&lloin F' : D — C on hyvin méaéritelty, koska jos ¢ on toinen tie pisteestd wy
pisteeseen z, niin v * @ on piiri joukossa D ja

o= [ s = [ e~ [ rierae

joten F(z) ei riipu tien ~ valinnasta.
Viite: F' on funktion f kantafunktio.

Todistus: Olkoon zy € D ja valitaan B = B(zp,7) C D. Jos 7y on tie pisteesta
wo pisteeseen zg ja z € B, niin asetetaan v = v + [20, z|. Huomaa, ettd f toteuttaa
lemman 4.4 oletukset kiekossa B, joten funktiolla f on kiekossa B primitiivi G. Nyt

F:) = [ fe)ds + / F(6)de

I P 4 GE) — Gl)

(. /
v

analyyttinen

on analyyttinen kiekossa B. Lisdksi

F'(2) = G'(20) = [(20)-
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Nyt voidaan kirjata Cauchyn lauseen lokaali muoto:

4.6. Lause (Cauchyn lauseen lokaali muoto). Olkoon f analyyttinen kiekossa B.
Télloin

/ f(2)dz=0

Y

kaikilla suljetuilla teilld v kiekossa B.

ToDISTUS: Lemmasta 4.1 seuraa, ettd

/ f(2)dz = 0 kaikilla suljetuilla suorakaiteilla R C B

OR

ja lemmasta 4.4, ettd funktiolla f on kantafunktio B:sséd, joten

/f(z)dz =0.

4.7. Huomautus. Lemmasta 4.2 seuraa, etti lauseessa 4.6 riittdé olettaa, etta f
on jatkuva kiekossa B ja analyyttinen joukossa B\ {2y} jollakin zy € B.

Esimerkki. Nayté, etta

/(z — 20) " tdz = 2mi,

OR

missd R on suorakaide keskipisteendan zg.

Olkoon K = K(zy,r) suorakaiteen R ympérille piirretty ympyré ja olkoot 7 ja
O arvoilla k = 1,2, 3,4 polkuja kuten oheisessa kuvassa on osoitettu.
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’72 / \\

/ \

/ \
R r, \‘
1 1

Bzl Y3 . 7l 4 B

20 |

\ /

\ /

\ /

Y4\ 2

. Aq .
B4 -

Nyt tiet

Y= kY kY3 ks ja B =ik ok P3Gy

jakavat piirit OR jaz_ K. Kullekin k voidaan valita avoin kiekko Ap, joka sisdltdé
suljetun polun 7 * G ja jossa

F(2) = (2 —2) ™"

on analyyttinen. Kuvassa nikyy A;. Lauseen 4.6 mukaan

/dz_/dz_/dz_o
Z— 20 Z—Zo_ Z—ZO_

Vi Bk

VB
kun 1 < k < 4. Siten

4 4
Z — 20 — Z — 20 — Z — 20
OR k=17, k=1 Bk
2 .
dz riettdt
= = 211
Z— 2 re
|z—z0|=r 0

4.8. Huomautus. Cauchyn lauseen 4.6 oletus, ettd eletdén kiekossa, on liian

rajoittava — myohemmin siitd pyritddn padsemasn eroon.

Lauseista 4.5 ja 4.6 saadaan:

4.9. Seuraus. Kiekossa B analyyttiselld funktiolla f on primitiivi B:ssd, ts.

analyyttinen funktio f on aina jonkin kiekossa B analyyttisen funktion F' derivaatta.

O
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4.10. Huomautus. Edellinen seuraus ei ole totta, jos kiekko korvataan mielival-
taisella alueella. Esimerkiksi funktiolla 1/z ei ole primitiivid C \ {0}:ssa.
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5. Kierrosluvut ja Cauchyn integraalikaava —
lokaali versio

5.1. Kierrosluvut

Olkoon ~ suljettu tie C:sséd ja w € C \ |y|. Tien ~ kierrosluku pisteen w ympdri

on
( ) 1 dz
n(v, w) = — .
7 o2t | 2z —w
Y

(Lukua n(vy,w) kutsutaan myos tien v indeksiksi pisteen w suhteen).

5.1. Lemma. Olkoon vy suljettu tie jaw € C\ |y|. Télloin
n(y,w) € Z.

Tobistus: Olkoon 7 : [a,b] — C. Médritelldén g : [a, b] — C asettamalla

Talloin ¢g on jatkuva ja g(a) = 0, g(b) = 2min(y,w). Lisdksi (HT) ¢g on paloittain
jatkuvasti derivoituva ja



jokaisella t € [a, b], jossa 7 on jatkuva. Maaritelladan
h(t) = e 9O (y(t) — w).

Nyt h on jatkuva ja

-9 (O(() ~w)
= () = Y1) =0

jokaisessa t, jossa ' on jatkuva. Niinpé A/(t) = 0 paitsi dérellisen monella t € [a, b].
Siten, koska h on jatkuva, saadaan

h(t) = ¢ = vakio kaikilla ¢ € [a, b].

Erityisesti, h(a) = h(b) ja siis

Lauseesta 1.26 seuraa, ettd —2min(y,w) = —g(b) = 2mik jollakin k € Z, misté véite
seuraa. m

5.2. Huomautus. Jos 7 ja o ovat suljettuja teitéd niin
n(y*o,w) =n(y,w) +n(o,w), mikili v* o on médritelty,
ja

n(y,w) = —n(5,w).

Esimerkki. Olkoon a(t) = 25 + re® |, 0 < t < 2, jolloin n(«, z9) = 1.

20+ T
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Olkoon y = vy % g % - - - % ,,, missé jokaisella k = 1,...,m joko v, = a tai v, = @.

Talloin
dz N dz
— =P—-N
n(7, %) Z2m/z—zo 27i z—z0+2m’ Z— 2 ’

—
(o7

missé
P =+#{k:vy =a} ’positiiviset kierrokset” ja

N =#{k:y. =2} Tnegatiiviset kierrokset”.

Kierrosluku ottaa siis suunnan huomioon.

5.3. Huomautus. Olkoon v : [a,b] — C suljettu tie ja zy € C\ |y|. Nyt voidaan
valita r > 0 siten, ettd B(zo,r) N |y| = 0 ja mééaritelld 5 : [a,b] — C,

v(t) — 20

v (t) = 20|

ﬂ(t) =zt

Télloin v kiertdd pisteen zy ympéri kerran positiiviseen suuntaan (osavélilla [c, d] C
[a,b]) jos ja vain jos [ kiertaéa kehén 0B(z,,r) kerran vastapéiviain. Vastaavasti
kiertéd pisteen zy ympéri kerran negatiiviseen suuntaan jos ja vain jos ( kiertad
kehén 0B(z,,r) kerran myotapaivain.

Huomataan, ettd + kiertdd pisteen zo kerran ympiéri osavililla [e, d], jos [B(c) =
B(d) = B(a), B([c,d]) = 0B(zo,7) ja B(t) # B(a) kaikilla t, joille ¢ < t < d.

Myohemmin todistetaan, ettd téastd johtuen tien ~ kierrosluku pisteen zg ympéri
on "selvésti” tien 3 kierrosluku pisteen zy ympéri, miké on helppo katsoa kuvasta.

5.4. Lemma. Olkoon v suljettu tie kompleksitasossa C ja D joukon G := C\ ||
erdas komponentti. Talloin

n(y,a) =n(y,b) kaikilla a,b € D.

Jos D on joukon G rajoittamaton komponentti, on n(v, z) = 0 kaikilla z € D.
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Tobistus: Mééritellddan f: G — C, f(z) = n(7y, z). Osoitetaan, ettd f on jatkuva,
jolloin f(D) on yhtendinen joukon Z osajoukko — siis vélttamétta yksi piste {k}
eli n(v,a) = k kaikilla a € D.

Olkoon zy € G ja r = dist(z,|y]) > 0. Jos |z — z| < & < 37, niin

10 -1l =52 | [ (75— =)

~

1 Z— 2
“ /<<—z><<—zo>dC

Z—ZO| |d¢]|
= /|<—z||<—zo| .

Kun |z — 29| < %7’ ja ¢ € |y, niin | — zo| > 7 ja

1 r
— 2> [C—a|—|z—z|>r—Zr==.
C=2[ 20—z =z =2|>r—gr=7
Kiinnitetddn € > 0 ja valitaan ¢ < 7 siten, ettd
2
enr
0 < ,
21(v)
jolloin
|Z—Zo|/ |dd]| 20
20 < l
@) Clic—= = 7 ) <°

%
Siten f on jatkuva ja siis f on vakio joukossa D.

Jos D on rajoittamaton Valitaan R > 0 siten, ettéd |y| C B = B(O R). Jos z € D

ja|zol > R, 0
dz
n(%zo):/ =0.
zZ — 20

v

Siten todistuksen alkuosasta seuraa, etté

n(v,w) =n(v,20) =0 kaikillaw € D.
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5.2. Lokaali Cauchyn integraalikaava

5.5. Lause (Cauchyn integraalikaava — lokaali muoto). Olkoon B avoin kiekko,
f B — C analyyttinen ja vy suljettu tie kiekossa B. Téll6in

n(v, z) =5 / UG

kaikilla z € B\ |v].

TobisTus: Kiinnitetddn z € B\ || ja mééritelladan g : B — C,

FO-16) s,
=4 ¢ o et
f'(z), kun ¢ = z.

Télloin ¢g on jatkuva kiekossa B ja analyyttinen joukossa B\ {z}, joten Cauchyn
lausetta (ja lemmaa 4.2) voidaan soveltaa funktioon g. Niinpé

0= [t [H=EE
:/cTz /c

:/g%@_%mw@ﬂn

Esimerkki. Laske integraali

/ cost m
t2+1
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Koska integrandi on parillinen funktio ja koska vastaava funktio, jossa cost on
korvattu funktiolla sint, on pariton, saadaan kun r > 0,

() /costdt l/costdt+i/sint dt 1/ et dt
2+1 2) 24+1 2 2+1 2] 241
0 -r -r -r

Téaméa johtaa ajatukset analyyttiseen funktioon

e
9(2) = 22 +1
Voidaan myds ajatella, ettéa
_f(®) s _ e
g(z) = ~—; issd f(z) = o

Tehtédvan ratkaisemisen salaisuus piilee integroinnissa yli polun v = ( * «, missé
B(t) =t kun —r <t < rja a(t) = re, kun 0 < ¢ < 7. Oletetaan, ettd r > 1.
Kayttamalla yhtaloa (x) lasketaan

T

/costdt B 1/6” dz 1/@” dz 1/6” dz
24+1 2/ 2241 2) 2241 2) 2+1
0 B ¥ «
1 [ f(2)dz 1/6” dz . N 1/6” dz
_2/ a8 e SaUUSEONIO Rt 3 e
~ @ e

oo 1/eizdz
2 2/ 2241

«
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Tésséa laskelmassa sovellettiin Cauchyn lauseen lokaalia versiota funktioon f ja kiek-
koon A, johon |v| siséltyy, mutta johon piste —i ei sisilly. Edelleen,

/eiz dz /|eiZHdz\ /e‘fm(z)|dz|
Rl WP < [ 1%
2Z24+1|7 ) |22+1 — |z]2 — 1

m 5
_ r —rsint . 27’ —rsint
_7"2—1/6 dt—ﬂ_l/e dt
0 0
» (1=
T —ort m(l—e™"
_r2—1/€Wd_ r2 —1 =0,
0
kun r — oo. Niinpa
t t
/ﬂdt:hm L VI
t24+1 r—oo | t2 41 2e
0 0

5.3. Lokaalin Cauchyn integraalikaavan seurauksia
Tarvitaan lemma:

5.6. Lemma. Olkoon 7y tie, h : |y| — C jatkuva ja k = 1,2,.... Mddritellain
H:C\ || —=C,

Télloin H on analyyttinen joukossa G = C \ |v| ja

ORI e

Tobistus: Todistetaan vain tapaus k£ = 1. (Kun k = 2, todistus on samanlainen,
mutta monimutkaisempi, HT.)

Viite on siis, etté
H(z) — H(z) / h(¢)

Z— 20 (¢ — 2)?

dc.

v
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A o ) f A

mistd saadaan, etti

BB [ O,
((—=z

Z— 20

o W)
=) f =)™

Nyt jos z € B(zo,7) \ {20} ja ¢ € ||, niin | — 20| > 2r > 1 ja
=2l =[¢—20]—lz— 2] =r.

Talloin

HC) =) [ MOy
Z— 2 (¢ —2)?

Y

<o) [y,
i

<00

kun z — zg.
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5.7. Lause. Olkoon f analyyttinen joukossa G. Silloin " on myos analyyttinen
joukossa G. Erityisesti f' on jatkuva joukossa G.

Tobistus: Olkoon B = B(zy,r) C G kiekko. Olkoon 0 < s < r ja merkitdin D =
B(20, s). Olkoon (t) = z9+se™, t € [0, 27], jolloin lokaalia Cauchyn integraalikaavaa
voidaan soveltaa kiekossa B: koska n(7v,z) =1,

o= o [ L0

kaikilla z € D. Siten lemmasta 5.6 arvolla k£ = 1 seuraa, etti

o L[
1) = g |

~

kaikilla z € D. Kun sovelletaan uudelleen lemmaa 5.6, télla kertaa arvolla k = 2,
saadaan ettd f’ on analyyttinen. |

Induktiolla saadaan:

5.8. Seuraus. Olkoon f analyyttinen joukossa G. Talloin kaikkien kertalukujen
derivatat f', f", f". ..., f™ ovat olemassa ja analyyttisia joukossa G. Erityisesti ne
ovat jatkuvia joukossa G.

Tobistus: Harjoitustehtava. |

Seuraava lemma on lemmalle 4.1 kddnteinen vaite:

5.9. Lause (Morera!). Olkoon f: G — C jatkuva, G C C avoin. Jos

6 { F(2)dz =0

kaikilla koordinaatiston suuntaisilla suljetuilla suorakaiteilla R C G, niin f on ana-
lyyttinen joukossa G.

TobisTus: Riittdd osoittaa, ettd f on analyyttinen mielivaltaisessa kiekossa B C G.
Siella f toteuttaa lemman 4.4 oletukset kiekossa B, joten funktiolla f on primitii-
vi kiekossa B. Siten f on analyyttisen funktion derivaattana lauseen 5.7 mukaan
analyyttinen kiekossa B. |

4Morera, 1856-1909
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Yhdistamalla Moreran lause lemman 4.2 kanssa saadaan:

5.10. Lause. Olkoon f : G — C jatkuva ja f analyyttinen joukossa G\ {zo}.
Télloin f on analyyttinen joukossa G. |

Seuraavaksi saadaan lokaali Cauchyn integraalikaava derivaatoille:

5.11. Lause. Olkoon f analyyttinen kiekossa B, k = 0,1,2,..., ja v suljettu tie

kiekossa B. Tallbin
ji/’f@wc

n z (k) Z) =
(7v )f ( ) (C—Z)k'H

211
5

kaikilla z € B\ |v].

Tobistus: Induktiolla. Kun k = 0, f© = f ja tapaus on Cauchyn integraalikaavan
5.5 mukainen. OK.

Induktio-oletus: Kaava pétee arvolla k.
Viite: Kaava péatee arvolla k + 1.

Todistus: Koska f’ on analyyttinen, voidaan induktio-oletusta soveltaa siihen. Saa-
daan

3, ) =0l ) = g [ L

~

Maaritellaan
f(Q)
C- 2

kun ¢ € B ja ¢ # z. Téalléin g on analyyttinen joukossa B\ {z} ja

9(¢) =

i JQ) (B +1)f(C)
g (O = (C — Z)k+1 (C _ Z)k+2 .

Koska ¢ on jatkuva joukossa B\ {z} ja ¢ on sen primitiivi, niin

[ dac=o

Y
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joten

n(y,2) 1 (z) = / SO e

= o (C — 2)k+1
_ k[ (k+1)! f(©)
¥ -~ ¥
_ (k+1)! f(©)
2 / (¢ — z)k+2 a6
¥
misté viite.
EsimerkKki.
~y
-1 1

Olkoon v = [1,4] * [7, —1] * [—1, —1] % [—i, 1] kuten kuvassa. Laske

[:/e z mzdz.

23
Y

Olkoon
f(z) =€+ 2*sinz.

Nyt
f'(z) = €* +2zsinz + z* cos 2

ja
f"(2) = e+ 2sinz +4zcosz — 2*sin 2.
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Sovelletaan lauseen 5.11 tapausta k = 2, jolloin saadaan

21

I ==—=n(v,0) f"(0) = mi.
2! e~
=1 =1

Lauseen 5.11 avulla saadaan analyttisen funktion itsensé arviosta arvio derivaa-
toille:

5.12. Lause (Cauchyn estimaatti). Olkoon f analyyttinen kiekossa B = B(zo,r).
Jos | f(z)| < M kaikilla z € B, niin

kK!Mr
(r — [z — o[ )

fB ()] <

kaikilla z € B, k = 1,2, .... Erityisesti

kM
|f®)(20)] < e

TopisTus: Olkoon z € B, |z — 29| < s <1 jay(t) = 29 + se”, t € [0, 27].

Jos ¢ € ||, niin
(=2 = |C— 20| = |z — 20| = s — |z — 2,

joten kéayttamalld lausetta 5.11 saadaan

1O = 2 /%dg

o —2)
8!
[F(Qlldg] =2 kM2
- 27r 1C=2F1 = 21(s — |z — zo| )k
v
Kun annetaan s ' r, viite seuraa. O
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5.13. Lause (Liouville®). Rajoitettu kokonainen funktio on vakio.

Tobistus: Olkoon f kokonainen ja |f| < M jollakin M € R. Olkoon z € C ja
r > 0. Sovelletaan Cauchyn estimaattia 5.12 kiekkoon B(z,r). Saadaan

M T—00
f'Z) < ——0.

r

Siten f’(z) = 0 kaikilla z € C. Niinpé f on vakio. |

5.14. Huomautus. Liouvillen lauseesta seuraa siis, ettd ei-vakion kokonaisen
funktion f kuvajoukko f(C) on rajoittamaton.

Pitee paljon kovempi (ja syviillisempi) tulos, ns. Picardin® pieni lause : "Koko-
naiselle ei-vakiolle kuvaukselle f : C — C, joukko C\ f(C) sisdltdd enintddn yhden
pisteen.”

Mm. seuraava yllattava Liouvillen lauseen sovellutus osoittaa Liouvillen lauseen
tarkeyden:

5.15. Lause (Algebran peruslause). Olkoon p polynomi,
p(2) =ap+arz+... +a,2" , an#0,n>1.

Talloin polynomilla p on juuri kompleksilukujen joukossa C, ts. on olemassa z € C,
jolle p(z) = 0.

TobisTus: Antiteesi: p(z) # 0 kaikilla z € C.

Talloin
1
() =—
p(z)
on analyyttinen joukossa C. Nyt
a Uy n a py
R B B
" z 2| ||
#0 ~ d

5Liouville, 18091882
6Picard, 1856-1941
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kun |z| — oo. Siten |f(2)| — 0, kun |z| — oo, joten on olemassa r > 0, jolle
1f(z) <1 kaikilla 2, joilla |z| > r.

Toisaalta f on jatkuva ja siis rajoitettu, |f(z)] < M, suljetussa kiekossa B(0,r).
Siispa
|f(z)] <max(M,1) kaikilla z € C.

Nyt Liouvillen lauseesta seuraa, ettd f on vakio. Niinpé p on vakio, miké on ristiriita.
|

5.4. Maksimiperiaate

5.16. Lause (Maksimiperiaate/Maksimimodulilause). Olkoon D C C alue ja
f : D — C analyyttinen. Jos on olemassa sellainen zy € D, ettd |f(2)| < |f(20)]
kaikilla z € D, niin f on vakio alueessa D.

Tobistus: Merkitddn w(z) = |f(z)|. Lauseen 2.14 nojalla riittédd osoittaa, ettd w
on vakio. Olkoon

M =w(z) = [f(20)] = maxw(z).

Olkoon
U={zeD:w(z) <M} ja V={zeD:w(z)=M}.

Talloin UNV =0, UUV = D ja zp € V # (). Koska w on jatkuva, on U avoin. Siten
riittad osoittaa, ettd V' on myds avoin, jolloin alueen D yhtendisyydesté seuraa, etté
U=0eli w(z) =M kaikilla z € D.

Olkoon z; € V ja valitaan r > 0, jolle B = B(z1,7) C D. Jos 0 < s < r, niin
voidaan soveltaa Cauchyn integraalikaavaa kiekossa B tiechen (t) = z; + se', t €
[0, 27]. Saadaan

M =w(z) =|f(z)] = % /Cf£<i1 d¢
Lo TaL, 1
il v = — [ w(z + se
S%/ FOEET 27T/ (21 + se®)dt
0 ——— 0
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Niinpa

1
2—/ zl—i—se)dtzo.
0

>0

Koska integroitava funktio M — w on jatkuva ja ei-negatiivinen,
w(z + se™) = M kaikilla ¢ € [0, 27].
Tasté seuraa, ettd
w(z +se™) =M kaikilla s € [0,7] ja t € [0,27],

eli w(z) = M kaikilla z € B(zy,7), joten B(zy,7) C V. m

atkuva ja f

5.17. Seuraus. Olkoon D C C rajoitettu alue ja f : D — C ja
| f(wo)| kaikilla

analyyttinen alueessa D. Télloin on olemassa wy € 0D, jolle | f(z)| <
z€D.

TobisTus: Koska |f| on jatkuva, on sellainen wy € D, jolle

|f (wo)| = max[f(z)].

zeD

Jos wg ¢ D, niin wy € 0D ja asia on selvé. Jos taas wy € D, niin lauseen 5.16 nojalla
f on vakio joukossa D. Télloin kaikilla wy € 0D pétee

|f (wr)] = max [f(z)].

zeD
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6. Cauchyn lause ja integraalikaava — yleiset
versiot

Cauchyn lauseen yleisen muodon todistusta varten tarvitaan vield joitakin késit-
teitd ja "muistutus” iteroidusta integraaleista:

Jos R={z=xz+1iy:a <z <b, ¢ <y <d} on suljettu suorakaide ja h: R — C
jatkuva, niin Fubinin lauseen nojalla

(6.1) //bhtsdt /b/dhtsds

Edelleen

6.1. Lemma. Olkoon v : [a,b] — C ja (3 : [c,d] — C teitd jag: |y| x |3] — C

jatkuva.” Talléin
| (J s 0aac= [ ([ o= 0ac)a

B8 v B

TobisTus: Koska g on jatkuva kompaktissa joukossa || x |3|, on g tasaisesti jat-
kuva. Siten kuvaukset

¢ / g(=0d= ja 2 / 9z, Q)dC
Y

B

ovat jatkuvia (HT). Niinp4 integraalit ovat hyvin méariteltyja.

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd (3 ja v ovat jatkuvasti differentioituvia
— yleinen tapaus saadaan jakamalla [a, ] ja [c, d] osavileihin ja summaamalla. Nyt
funktio h,

h(t, s) == g(y(t), B(s))y ()5 (s),

"Muista: |y| x |8] = {(z,w) € C?: 2z € |y|,w € |8}
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on jatkuva suorakaiteessa R = [a,b] X [c, d], joten yhtélosta (6.1) seuraa, ettd

/(/g(zyé)dZ)dCZ /d (/bg(v(t),B(S))’V’(t)dt)ﬁ’(S)ds

B

/b/dh(t,s)ds dt
[ ([ sty
v B8

g(v(t), B(s))y (£)3'(s)dt) ds

I
S ct— e T T—a 2
o\& @\@

g(y(2), B(s))B'(t)ds) ' (s)dt

6.2. Masritelma. Kompleksitason sykli on &érellinen jono o = (v1,72,...,%),
missé vy, ovat suljettuja teitd kaikilla k = 1,2, .

%
e

6.3. Huomautus. Teiden v jarjestykselld ei ole merkitystd. Usein samastamme
esimerkiksi syklit (v,4,0,%,%,8) ja (5 7,8 8,7, ).
Jos 0 = (7,72, ..,7p) on sykli, niin

lo] = || Uy U...U |yl

ja edelleen o on sykli joukossa A, jos |o| C A.
Jos 0 = (71,72,...,7) onsykli ja f : |o| — C on jatkuva, niin

/f(z)dz:kzz/f(z)dz
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Erityisesti, syklin o kierrosluku pisteen zq ¢ |o| ympéri on

1 dz &
n(a, Zo) = %/Z — 2 = Zn('yk,zo).

k=1

g

6.4. Maaritelma. Olkoon o sykli avoimessa joukossa G C C. Sykli o on nollaho-
mologinen joukossa G, jos

n(o,z) =0 kaikilla z € C\ G.

Kaksi syklid o9 = (71,72, -+, V) ja o1 = (61, Ba, - . ., B,) joukossa G ovat homolo-
giset joukossa (G, jos sykli

—
0 = (’717727'"77}77517627"‘76(])

on nollahomologinen joukossa G, ts. jos

n(og, z) = n(oy1,2) kaikilla z € C\ G.

Lopuksi, joukon G tiet Ag ja \; ovat homol(o_gz'set joukossa G, jos niilld on yhteiset
alku- ja loppupisteet ja suljettu tie A = Ay * A\; on nollahomologinen joukossa G.

6.5. Huomautus. Cauchyn lauseen lokaalin version nojalla kaikki syklit ovat
nollahomologisia kiekossa B.

6.6. Lause (Cauchyn lause). Olkoon o sykli avoimessa joukossa G. Télloin

/ f(2)dz =0  kaikilla analyyttisilla funktioilla f : G — C,
jos ja vain jos o on nollahomologinen joukossa G.
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TobisTus: Todistetaan ensin ehdon vélttdméattomyys. Olkoon zg € C\ G. Téllsin

on analyyttinen joukossa G, joten

1 dz
" omi /f Tomi ) 2— 2z (7 20)-

g

Niinpé o on nollahomologinen sykli joukossa G.

Kaydéan sitten ehdon riittdvyyden kimppuun. Olkoon ¢ nollahomologinen sykli
joukossa G. Méaaritelldan

V={z¢€C\|o|:n(o,z) =0}

Koska n(o, -) on vakio joukon C\ |o| komponenteissa, on V' yhdiste joukon C \ |o]
komponentteja. Siten V' on avoin. Toisaalta V' siséltdd joukon C \ |o| rajoitta-
mattoman komponentin lemman 5.4 nojalla. Oletuksen nojalla C \ G C V. Siten
K := C\V C G on suljettu ja rajoitettu eli kompakti. Lisiksi |o| C K. Olkoon
§ < dist(K, dG) positiivinen. Talloin B(z,0) C G kaikilla z € K.

Jaetaan C sisuksiltaan pistevieraisiin koordinaatiston suuntaisiin neliéihin, joiden
reunat ovat suorilla

ts. jokaisen nelion sivun pituus on g ja neljan kéarki on origossa.

A

Rajoitettu joukko K kohtaa vain #érellisen monta néistd neliista. Olkoot ne
Q1,Q2,...,Q,. Konstruktiosta seuraa, ettd jos z; on nelion ), keskipiste, niin
B;j = B(z;,%) C G, silli muuten olisi B(z,8) N 0G # () kaikilla z € Q; N K,
miké on ristiriita. Edelleen @); C B;.
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Olkoon nyt f analyyttinen joukossa G.
Viite:
JECCE

Olkoon k =1,...,r ja kiinnitetddn z € int Q. Nyt voidaan soveltaa lokaalia Cauc-
hyn integraalikaavaa kiekossa By. Saadaan

10
1) = 0Qu2) 1) = o [ 9%
=1 OQx

Nyt jos j # k, niin lokaalista Cauchyn lauseesta ja integraalikaavasta kiekossa B;
seuraa, etta

F(Q)d¢
0 =n(00Q);, 2)
hzo,—/ 27r OQ/]
Siten
fC
(+) 2m Z /
j=1 aQ]

kaikilla z € int Q. Yhtilo () pétee kaikilla k, joten se pétee kaikilla z € U int Q;.

‘77
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Olkoon nyt A yksi tien 0@Q); muodostavista suunnatuista janoista. Nyt joko |A| N
K =0 tai |A\|N K # 0.
Jos |A| N K # 0, niin |A\| on myds erddn toisen nelion Q) sivu. Tallin yhtélon
F
(x) oikean puolen integraali kiy yli teiden A ja A, jotka integroitaessa kumoavat

q
toisensa. Siten kaikilla z € (J int Q;

7j=1

(v) 6= 53 [ 192,
=1y

missé A, ..., A\q ovat ne nelididen (); suunnatut reunajanat, joiden jiljet eivét leik-
kaa joukkoa K. Lemmasta 5.6 saadaan, etté

o) = o [ 1016

méérittelee analyyttisen funktion, erityisesti siis jatkuvan funktion joukossa C\ |Ag|.
Siten yhtélon (xx) oikea puoli méérittelee jatkuvan funktion joukossa

q
CA\ U Al
k=1

Huomaa, etta

q
k=1

Koska yhtdlon (sx) vasen puoli on analyyttisené jatkuva joukossa G, pétee ()
siis my6s niilld nelididen @); reunojen osilla, jotka eivdat kuulu janojen J; jélkiin.
Erityisesti, (+*) pétee kaikilla z € |o]|.

Todistuksen lopuksi olkoon o = (71,72, ...,7,). Nyt

U/ o= / ’; J O ) 4.
LR ()

=1 k=1 i
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ja koska integrandi on jatkuva joukossa
Ulvel % [Axl
)l

niin lemman 6.1 mukaan edellinen on yhta suuri kuin

Lq P £(0) B q pL d=
27?2';[21:)/ /C—z dZdC_;)/f(C) ZXEQWi/Z—C dq

-y [1© ;%/Cd_z &

k=1 Ak

—->" [ #@mia.0 dc =0,

k=1 A

koska n(o, () = 0 kaikilla ( € A, miké johtuu siité, ettd koska |[A\x| N K = 0, niin
’)\k| cV. O

6.7. Seuraus. Olkoon f analyyttinen joukossa G ja oq ja o1 G:ssd homologisia

syklejé tai teita. Talloin
/f(z)dz:/f(z)dz.
oo o1

Tobistus: Jos o9 = (1,---,7) ja o1 = (bu,...,0,) sykleji ja homologi-
sia joukossa G, niin sovelletaan Cauchyn lausetta nollahomologiseen sykliin

o= (7,... ,”yp,b—l, e b—q), jolloin
[ 1= [ 11z = [ az o

Jos ¢ ja oy ovat teitd, niin samoin véite seuraa soveltamalla Cauchyn lausetta
nollahomologiseen sykliin (oq * &7). i
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6.8. Lause (Cauchyn integraalikaava). Olkoon f analyyttinen joukossa G ja o
nollahomologinen sykli joukossa G. Télloin

o f(e) = o [ LT

kaikilla z € G \ |o|.

TobisTus: Vertaa lokaalin version lauseen 5.5 todistukseen.

Olkoon z € G\ |o| ja médritelladn g : G — C,

MO0
4(C) = arE kun ¢ # z
f(z), kun ¢ = z.

Té&llsin g on jatkuva joukossa G ja analyyttinen joukossa G\ {z}. Nyt lauseesta 5.10
seuraa, ettd f on analyyttinen joukossa G. Niinpd Cauchyn lauseen nojalla

0= [aoic~ [ 1=

—z
o

— / g(Tozdg —2min(o,2)f(2).

6.9. Lause. Olkoon f analyyttinen ja o nollahomologinen sykli joukossa G. Téll6in
kaikilla k =1,2,...

n(o,2)f®(z) = %/%d(,

kun z € G\ |o|.

Tobistus: Kuten lauseen 5.11 todistus, HT. O
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Esimerkki. Laske integraali

/22+z—|—1
- dz
23 4+ 22

Y

pitkin tietd ~, joka on kuvattu oheisessa kuvassa.

Tehdéén integrandista osamurtokehitelmé. Saadaan

/22+z+1d / 1+ 1 p /dz+/ dz

—dz = — 2= | — .

23 4 22 22 z+1 22 z+1
¥ ¥

Y Y

Koska F(z) = —z7! on funktion f(z) = 272 primitiivi joukossa C\ {0}, ensimméinen
integraali on helppo laskea:

dz 1 _
22 z
o 1

Koska v on homologinen janan $ = [1,i] kanssa joukossa C \ {—1}, jossa myds
funktio g(z) = (z + 1)~! on analyyttinen, seuraus 6.7 antaa

dz dz y ) In2 7
/z+1:/zﬂ:/L0g<z+1>:Wﬂz”ﬂ?:—?*z
ol B

Tésséd on hyodynnetty tietoa, ettd G(z) = Log(z+1) on funktion g primitiivi joukossa
C\ (—o0, —1], joka sisdltdd janan (3 = [1,4]. Tulokseksi saadaan siis

224+241 ) s
5
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6.10. Maiaritelma. Alue D C C on yhdesti yhtendinen, jos jokainen joukon D
suljettu tie v (ja siten jokainen sykli) on nollahomologinen joukossa D.

6.11. Huomautus. Cauchyn lauseen ja integraalikaavan véitteet péatevat kaikille
sykleille yhdesti yhtenéisissé alueissa.

6.12. Huomautus. Rajoitettu alue D on yhdesti yhtenéinen, jos ja vain jos C\ D
on yhtenéinen (HT).

Rajoittamaton alue D # C on yhdesti yhtendinen, jos ja vain, jos joukon C\ D
kaikki komponentit ovat rajoittamattomia (HT).

6.13. Lause. Olkoon D C C alue. Jokaisella analyyttiselld funktiolla f : D — C
on primitiivi alueessa D, jos ja vain jos D on yhdesti yhtendinen.

Tobistus: Olkoon f analyyttinen ja D yhdesti yhtendinen. Téalloin Cauchyn
lauseesta seuraa, etté

/f(z)dz =0 kaikilla suljetuilla teilli v, |y| C D.
e

Nyt lauseen 4.5 nojalla funktiolla f on primitiivi alueessa D.
Olkoon sitten v suljettu tie ja zg € C\ D. Nyt funktio
1

Z— 20

f(z) =

on analyyttinen alueessa D, joten silld on primitiivi sielld. Siispa lauseen 3.15 nojalla

1
0=— dz = .
ori [ 1 = nty. )
5
Tie v on siis nollahomologinen, joten D on yhdesti yhtendinen. |
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6.14. Lause. Yhdesti yhtendisesséi alueessa D on logaritmin haara, jos 0 ¢ D.

TobisTus: Lauseesta 6.13 seuraa, ettéd funktiolla % on primitiivi f alueessa D. Kiin-
nitetdén 2y € D ja asetetaan

9(z) = f(z) — f(20) + Log 2
F(z) = 2e79()

Nyt g ja F' ovat analyyttisid ja g on funktion % primitiivi, koska ¢'(z) = % Edelleen

1
F'(2) =e 99 (1 — 2-) = 0.
z

Siten F' on vakio ja koska

20

F(z) = 2ge 900 = zpe~logo = 2 —

Y

20

on F(z) = 1 kaikilla z € D. Toisin sanoen z = €9*) kaikilla z € D eli g on logaritmin
haara alueessa D. O
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7. Analyyttisen funktion potenssisarjaesitys

7.1. Kompleksisista sarjoista

7.1. Maaritelméa. Olkoon 2, € C, n =1,2,.... Kompleksinen sarja
>
n=1

suppenee (kohti lukua s € C), jos on olemassa raja-arvo
m
nlbl_r)noo ;::1 Zn (= 3).
Talloin merkitdan

9]
S = E Zn
n=1

o0

ja sanotaan, ettd s on sarjan »_ z, summa. Toisin sanoen, jos
n=1
m
Sm = g Zn s
n=1
niin
[e.9]
sarja g Z, ~ suppenee,
n=1

jos ja vain jos osasummien S,, jono suppenee.

oo
Jos sarja Y z, el suppene, se hajaantuu.

n=1
o0
Sanotaan, etti sarja Y z, suppenee itseisesti, jos sarja
n=1

oo
Z |zn|  suppenee.
n=1
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7.2. Huomautus (Muutama harjoitustehtavé).

o0 oo
- Jos Y z, suppenee itseisesti, niin »_ z, suppenee.
n=1 n=1

- Jos ) z, ja > w, suppenevat ja ¢ € C, niin Y (cz, + w,) suppenee kohti

n=1 n=1 n=1
00 00
lukua > ¢z, + Y wy.
n=1 n=1

(o) (o) o0
- Jos > z,ja > w, suppenevat itseisesti ja ¢ € C, niin Y (cz, +w,) suppenee
n=1 n=1 n=1

oo oo
itseisesti kohti lukua Y ¢z, + > wy,.

n=1 n=1

o o0
Jatkossa tarvitaan muutakin indeksointia kuin ). Namé, esimerkiksi > , médé-
n=1 n=—k
ritelldén luonnollisella tavalla. Liséksi tarvitaan tuplasarjoja:

7.3. Madritelmi. Sarja Y.z, suppenee, jos

n=-—o00
o e.9]
seké, Z z, etta Z Z_, suppenevat.
n=0 n=1
Télloin
e} o o0
DI SR YE
n=—oo n=0 n=1
o0 o o
Sarja Y. z, suppenee itseisesti, jos sekd Y z, ettd Y z_, suppenevat itseisesti.
n=-—00 n=0 n=1

oo
Esimerkki. Tutkitaan geometrista sarjaa > z". Sarjan osasumma on
n=0

Sp=14+2+---+2".

Jos z=1,niin s, =n+1— oo (HT).
Jos z # 1, niin kaavasta

1—2""=1—-2)14+2+---+2"
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saadaan
1 __Zn+1 1 Zn+l
Sy = = — .
1—2 1—2 1—2

Jos |z| < 1, niin viimeinen termi

n+1
z 0
1—-2z
Jos |z| > 1, niin
Zn+1
— 0.
1—-=2
Jos |z| = 1, z # 1, niin viimeinen termi kiertdd 1/|1 — z|-sdteisen kiekon kehallé.
Siten raja-arvoa ei ole olemassa, kun |z| =1, z # 1.
Siis
oo
Z 2" suppenee jos ja vain jos |z| <1
n=0
ja talloin
- 1
S
n=0 —F

Harjoitustehtédvana voit osoittaa, ettd suppeneminen on itseista.

Funktiosarjat. Olkoon f, : A — C, n = 1,2,.... Sanotaan, ettd funktiosarja

[e.°]

fn suppenee (pisteittiin) joukossa A, jos sarjat
n=1

Z fn(z) suppenevat jokaisella z € A.
n=1

Sarja Y f, suppenee itseisesti, jos > |f.| suppenee.

n=1 n=1

[e.e]
Sanotaan, ettd funktiosarja Y f, suppenee tasaisesti joukossa A, jos osasummien
n=1
jono

sk(2) =) fal2)

suppenee tasaisesti joukossa A. Toisin sanoen on olemassa s : A — C, jolle kaikilla
e>0on N €N, jolle

lsk(z) —s(z)] < e
kaikilla z € A, kun k > N.
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7.4. Huomautus. Muista tasaisen suppenemisen Cauchyn kriteerio:
Jono s, : A — C suppenee tasaisesti (kohti jotain funktiota s : A — C) jos ja vain
jos kaikilla e > 0 on N = N(¢) € N, jolle

sup [s,(2) — sm(2)] < e
zEA

kun n,m > N.

o
7.5. Huomautus. Jossarja »  f, suppenee tasaisesti joukossa A, niin funktiojono

n=1
fn suppenee tasaisesti kohti nollafunktiota.

7.6. Huomautus. Jos f, : A — C ovat jatkuvia ja f, — f tasaisesti joukossa A,
niin f on jatkuva.

7.7. Lause (Weierstrassin M-testi). Olkoon f, : A — C funktiojono, jolle kaikilla
n € N on sellainen M, < oo, ettd

o o

kaikilla z € A. Jos sarja >, M, suppenee, niin funktiosarja >, f, suppenee itseisesti
n=1 n=1

ja tasaisesti joukossa A.

TobisTus: Itseinen suppeneminen on helppo harjoitustehtéivé. Olkoon

su(2) = 3 1ul2).

Nyt kun k& > m, niin kaikilla z € A

[sm(2) = sr(2)] =

> hl2)

n=m-+1
k k
< D RGeS DY M,
n=m-1 n=m-+1

k m
:ZMn—ZMn<6,
n=1 n=1

k 00
kun k,m > N, silla (Z Mn) on Cauchy-jono. Siten > f, toteuttaa tasaisen
n=1 k n=1

suppenemisen Cauchyn kriteerion. O
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7.8. Maaritelmd. Sanotaan, ettd funktiojono f, : A — C suppenee lokaalisti
tasaisesti joukossa A (kohti funktiota f : A — C), jos f, — f tasaisesti jokaisessa
joukon A kompaktissa osajoukossa K.

7.9. Huomautus. Yksio {z} on kompakti, joten jos f, — f lokaalisti tasaisesti,
niin f,, — f pisteittiin.

7.10. Lemma. Olkoot f,, : G — C jatkuvia, joille sarja

an = f
n=1

suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa G. Jos 7y on tie joukossa G, niin

/f(z)dz:nio;/fn(z)dz.

TobisTus: Harjoitustehtava. O

7.11. Lause. Jos analyyttisten funktioiden f, : G — C jono suppenee lokaalisti
tasaisesti kohti funktiota f : G — C, niin f on analyyttinen ja fT(Lk) — f®) Jokaalisti
tasaisesti joukossa G kaikilla k = 0,1,2,....

Tobistus: Koska f, — f lokaalisti tasaisesti, on f jatkuva. Liséksi tasaisesta sup-
penemisesta kompaktilla joukolla |OR| ja Cauchyn lauseesta seuraa, etté

n—oo

OR

/f(z)dz = lim [ fu(2)dz=0
OR

kaikilla suljetuilla suorakaiteilla R joukossa G. Niinpd Moreran lauseen 5.9 nojalla
f on analyyttinen.

Derivaattojen lokaalin tasaisen konvergenssin osoittamiseksi riittaé osoittaa, etta
fl-— f' lokaalisti tasaisesti. Viite seuraa téstd induktiivisesti. Tata varten riittéaa
osoittaa, ettd f) — f’ tasaisesti kiekossa B(zq,7), jolle B = B(z,2r) C G. (Miksi?)
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Nyt sovelletaan Cauchyn estimaattia 5.12 analyyttiseen funktioon f, — f. Nyt
kaikilla z € B(zg, )

|f/ (Z) _ fl(z)l < Sup,cp |f(2) — fn(Z)|2’I"

" - (2r — |z — 29])?

2 n—oo
< —sup|f(z) — fulz)| — 0,
I .eB
koska f, — f tasaisesti kiekossa B. Siten f/ — f tasaisesti kiekossa B(zo, 7). O

7.12. Huomautus. Lause 7.11 ei péde, jos oletetaan vain, ettd f, — f pis-
teittdin, vaikka tiedettdisiin f analyyttiseksi. Mikéli jono f,, on lokaalisti tasaisesti
rajoitettu, niin Cauchyn estimaatin 5.12 avulla ndhdéén, ettd télloin pisteittéisesté
konvergenssista seuraa lokaalisti tasainen konvergenssi (HT).

7.13. Lause. Olkoonn =1,2,... ja olkoot f, : G — C analyyttisia, ja sellaisia,
ettd sarja

> fa
n=1

suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa G. Téll6in
f = Z f n
n=1

on analyyttinen joukossa G ja kaikilla k = 1,2,... derivaattojen sarja » f,gk) sup-

n=1
penee lokaalisti tasaisesti joukossa G kohti f:n derivaattaa f*),
fo () = Zfr(f)(z) kun z € G.
n=1
TobisTus: Harjoitustehtéava. |
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7.14. Maaritelma. Jos a, € R, n=1,2,..., niin méaritellddn

limsup a, := lim (sup{an, anyi1,...}) = inf(sup{a,, ani1,...}) € [—00, ]

n—oo
ja

liminf a,, := lim (inf{an, anyi1, ... }) = sup(inf{a,, api1,...}) € [—00, 00].

7.15. Huomautus. Koska b, = sup{a,, a,,1, ...} on vihenevi jono lukuja valilla
[—00, 00|, on silld raja-arvo ja lim sup on hyvin mééritelty.

Esimerkki. Olkoon

a, = 1", jolloin liminfa, = —1 < 1 = limsupa, .

n—oo n—oo

7.16. Huomautus. Jos lim, .. a, on olemassa, niin

limsup a,, = liminf a,, = lim a, .

n—oo n—oo n—~oo

7.17. Mairitelma. Olkoon zy € C. Funktiosarjoja tyyppiéd

(%) > anlz = z0)",

ap, ay, - - - € C, sanotaan potenssisarjoiksi pisteen zy ympdarilld (tai Taylorin sarjoiksi
pisteessd zg ). Luvut a,, ovat potenssisarjan (%) kertoimia. Olkoon

1

p=- ——,
limsup,, ., v/|an]

jolloin® 0 < p < oo on sarjan (*) suppenemisside. Talloin kiekkoa B(zg, p) sanotaan
sarjan (%) suppenemiskiekoksi. Jos p = oo, niin B(zp, p) = C.

SMadritellidn § := oo ja L :=0.
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7.18. Lause. Olkoon p potenssisarjan »  a,(z — z9)™ suppenemisside. T&ll5in

n=0
o
sarja Y a,(z — 2z9)" hajaantuu kaikilla z, joille |z — z| > p.
n=0
(o]
Jos p > 0, niin sarja > a,(z — 2z9)" suppenee itseisesti ja lokaalisti tasaisesti
n=0

kiekossa B(zy, p) ja siten funktio
f(z) = Z an(z — 20)"
n=0

on analyyttinen kiekossa B(z, p). Lisédksi

(7.1) ™ (2) = nla,.

7.19. Huomautus. Lause 7.18 ei puhu mitédén sarjan suppenemisesta suppene-
miskiekon B(zg, p) reunalla.

LAUSEEN 7.18 TODISTUS: 1. Olkoon |z — zp| =7 > peli r~! < p~!. Tami tarkoit-
taa, ettd on ddrettomén monta indeksiéd n, joille

Yla| >t eli an| > 77",

joten

lan(z — 20)"| = |an||z — 20|" >r "r " =1

ddarettoméan monella n. Erityisesti

|an(z = 20)"| 7 0,

[e.e]

joten sarja > a,(z — 2zp)" hajaantuu.
n=0
o0
2. Olkoon p > 0 ja 0 < r < p. Riittdd osoittaa, ettd > a,(z — zp)" suppenee
n=0

itseisesti ja tasaisesti suljetussa kiekossa B, := B(zp, 7). (Miksi?) Valitaan s € (r, p).
Koska p~t < 57!, on N € N, jolle

Ylan| <s7', kan n > N.
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Olkoon ¢ = max{1, |ag|,|a1|s, ..., |an|s™}, jolloin
la,| < es™™  kaikilla n.
Toisin sanoen

lan(z —20)"| < ¢ (t> =M, kaikilla z € B,.
s

oo
Koska ) M, suppenee, silli £ < 1, seuraa Weierstrassin M-testistd 7.7, ettd sarja
n=1

(e.9] —
> an(z — zp)"™ suppenee tasaisesti ja itseisesti kiekossa B,.
n=1
3. Funktion f analyyttisyyttéa ja derivaattoja koskeva viite seuraa lauseesta 7.13.

O

Kaéntéden, analyyttinen funktio on lokaalisti potenssisarja:

7.20. Lause (Potenssisarjakehitelmé). Olkoon f analyyttinen joukossa G ja B =
B(zo,7) C G. Téllsin funktiolla f on potenssisarjaesitys pisteen zo ympérilld ja f
maédaréad potenssisarjan yksikasitteisesti:

f(z) = Zan(z —z0)", z€ B,
n=0
missé .
0 = " (20) '
n!

TobisTus: Potenssisarjaesityksen olemassaolo: Olkoon

f(n) (20)

Ay = I
n.

ja z € B. Olkoon s sellainen, ettéd |z — zo| < s <. Jos ¢ € 0B(2, $), niin

_ |z — 20| <f:1’
s s

Z— 20

¢ — 2o

joten geometrisen sarjan summan kaavalla saadaan

fO O 1 Q) i(—)

(—z (—=ml-Z2 (g ¢— 2

¢—20

n=0
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Kyseinen sarja suppenee (:n suhteen tasaisesti kehdlld 0B(zo, s), joten jos y(t) =
20+ se', 0 < t < 2m, niin Cauchyn integraalikaavasta seuraa, etti

1 f(€) (O (2 — 20)"
)_%/a QWZ/Z — zo)H! Ty 9

mika edelleen lemman 7.10 nojalla on

F(O)(z — 20)"
ZWZZ/ ¢ — z)"H! dq

_ % > (- zo)”/(g_f(%ak),

ja koska Cauchyn integraalikaavan 5.11 mukaan

(n)
f?“acllm'/ G _f(zf);nﬂdg = ! n(!ZO) )

~

saadaan edellisesta

o
E an(z — zo)"

n=0

Yksikasitteisyys: Olkoon
= by(z—2)" kaikilla z € B.

T&lloin sarjan suppenemissidde on vahintddn yhtd suuri kuin r ja lauseesta 7.18
seuraa, etta

b — f(n)(zo) .
n!

mikéa todistaa véitteen. m|

Esimerkki. Etsitdan funktion f(z) = e* potenssisarjakehitelmé origossa.

107



Koska f(™(z) = e* kaikilla z, on f(™(0) = 1 kaikilla n, joten

00 (n) 2 e n
eZ:Zfn(!ZO)anl—i_Z—i_%_'_'..:Z% kaikilla z € C.
=0 n=0

Potenssisarjakehitelmén sovellutuksena todistamme seuraavan yksikésitteisyys-
lauseen:

7.21. Lause. Olkoon f analyyttinen alueessa D. Télloin seuraavat ovat yhtapita-
Via:

i) f =0 alueessa D.

ii) Joukolla
N={zeD: f(z)=0}

on kasautumispiste D :ssa.

iii) On olemassa piste zy € D, jolle
f®(2) =0 kaikillak =0,1,2,3,....

TobisTus: Selvisti i) = ii).

Osoitetaan sitten, ettd ii) = iii): Olkoon zy € D joukon N kasautumispiste. Koska
f on jatkuva, on f(zy) = 0. Ellei

% (%) =0 kaikilla k =1,2,3,...

niin olkoon
ko = min{k : f®(z) #0} € N.

Talloin f:n potenssisarja pisteessd zy on

o0

Z an(z —29)", missé ag, # 0.

n=ko

Jos

9(2) =) niry (2 — 20)"
n=0
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niin ¢ on analyyttinen erdéssé zp:n ympéristossi B ja
f(2) = (2 — 20)"g(2) kaikilla z € B.

Koska g on jatkuva ja g(z9) = ax, # 0, on olemassa punkteerattu zyp:n ympéristo
U™, missé

g(z) #0 kaikilla z € U".

Erityisesti
0+# (2 — 20)™g(2) = f(2) kaikilla z € U*,

mik on vastoin tietoa, ettd zo on joukon N kasautumispiste. Viite iii) seuraa.

Lopuksi osoitamme, etté iii) = 1): Olkoon
U={zeD:f®(z)=0 kaikilla k=0,1,2,3,...}.

Koska f:mn kaikki derivaatat ovat jatkuvia (5.8) on joukko U suljettu D:ssi. Koska
zo € U, riittdd D:n yhtendisyyden tdhden osoittaa, ettd U on myos avoin: Olkoon
w € U ja olkoon

f(z2) =) an(z—w)"
n=0
fm potenssisarjaesitys, joka suppenee kiekossa B(w,r) C D. Lauseen 7.20 nojalla

_ O w)

n!

=0 kaikillan=0,1,2,3,...,

Qn

joten f(z) = 0 kaikilla z € B(w,r) ja siten B(w,r) C U, joka on néin ollen avoin
joukko. |

Kuvausta f sanotaan diskreetiksi, jos jokaisen pisteen alkukuva on diskreetti jouk-
ko, ts. silld ei ole kasautumispistettd f:n méaérittelyjoukossa. Lauseen 7.21 mukaan
alueen D analyyttinen funktio on diskreetti ellei se ole vakiokuvaus.

Lauseen 7.21 nojalla seuraava mééaritelma on hyvin asetettu.

7.22. Madiritelmd. Olkoon f analyyttinen G:ssd ja zp € G. Jos f(z) = 0 ja
f # oo jokaisessa zp:n ympéristossé, niin lukua

ko = min{k € N : f®)(z) # 0}

sanotaan nollakohdan zy kertaluvukss.
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7.23. Lause. Olkoon f analyyttinen G:ssa, zo € G ja ko = 1,2,3,.... Télloin
seuraavat ovat yhtapitavia:

i) Piste zy on f:n nollakohta, jonka kertaluku on k.
ii) On olemassa analyyttinen funktio g : G — C, jolle g(zo) # 0 ja
f(2) = (z — 2)kg(2) kaikilla z € G .

TobisTus: Olkoon 2, f:n kertalukua kg oleva nollakohta ja olkoon

o
= Z an(z — 29)"
n=0

fn potenssisarjakehitelmé kiekossa B(zp,r) C G. Tall6in a,, = 0 kaikilla n < ko,
joten

_fE) = (z—z) 7 Z an(z — 2)" Zan+k0 (z—20)", kunze€ B*(z,r),

— k
(Z ZO) ’ n=ko n=0

missé oikea puoli médrittelee kiekossa B(zp,r) analyyttisen funktion, jonka arvo
pisteessé zy on

g = = 7 0.
Siten funktio )
z
—_— k
g(z) =4 (2 — )k’ un z # 2z
Ay 5 kun z = 2,

on etsimamme funktio.

Olkoon kaantden g analyyttinen funktio, jolle g(zy) # 0 ja
f(2) = (z — 2)g(2) kaikilla z € G
Talloin f # 0 jokaisessa pisteen zp ymparistossd ja kun k < kg, niin

f(k)(z) = Z <:) (ko—k—l:'—}—n)'(z — Zo)ko-‘rn—kg(”)(z) ’

n=0

missé
E\ k!
n)  nlk—n)
Siten
f(k)<zo) _ O, kun kf < k(]
kolg(z0) # 0, kun k = ko,
joten zy on kertalukua kg oleva f:n nollakohta. |
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7.2. Laurent-sarjat

7.24. Maaritelma. Laurent-sarja pisteessi zop € C on muotoa

Z an(z—20)" , a,€C
oleva tuplasarja.’
Luku
1
pPo = T———r/—
lim sup {/|a,|
on Laurent-sarjan > a,(z — 20)" ulkopuolinen suppenemissdde ja

pr = limsup {/|a_,|

n—oo

sen sisdapuolinen suppenemisside. Kun py < po, sanotaan etta
D={2€C:pr<|z—2|<po}
on kyseisen sarjan suppenemisrengas. Jos p; = 0 ja po = oo, niin D = C\ {0}.

7.25. Huomautus. Taylorin sarja eli tavallinen potenssisarja on Laurent-sarja,
kun a, = 0 kaikilla n < 0. Sen sisdpuolinen suppenemissiade on 0.

7.26. Lause. Olkoon po ja p; Laurent-sarjan Y. a,(z— z)" ulko- ja sisdpuoliset

n=—oo

suppenemisséteet. Sarja hajaantuu, jos

|z — 20| > po tai |z — 2| < pr.

9Muista, ettd Laurent-sarja suppenee, jos

o0 oo
seké Z an(z — 20)"  ettd Z a_n(z—29)"" suppenevat.

n=0 n=1
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o0
Jos po > 0, niin Y a,(z — 29) suppenee itseisesti ja lokaalisti tasaisesti kiekossa
n=0
Bo = B(zy, po) ja méérittelee siten analyyttisen funktion fo kiekossa Bo.

[e.e]
Jos p; < oo, niin Y a_,(z — z9) ™" suppenee itseisesti ja lokaalisti tasaisesti avoi-
n=1
messa joukossa

CB; ={z: |z — 20| > p1},

joten funktio

fi(z2) =) acalz = 2)"

on analyyttinen joukossa CB;.

Jos pr < po, niin Laurent-sarja suppenee itseisesti ja lokaalisti tasaisesti renkaassa
D=A{z:p; <|z— 2| <po}

ja siten
o0

F(2)= ) aulz—20) = fi2) + fo(2)

n=—oo

on analyyttinen joukossa D. Liséiksi kaikillan € Z

1
p = — / Ldz, kunhan p; <r < po .
(Z _ zo>n+1

{lz—z0l=r}

oo

Tobistus: Koska po on potenssisarjan »_ a,(z — 29)" on suppenemissidde, seuraa
n=0

sitd ja funktiota fo koskevat viitteet lauseesta 7.18.

Sitten tarkastellaan sarjaa

Z a_n¢",

n=1
joka on potenssisarja, jonka suppenemisside on 1/p;. Sarja hajaantuu, jos (| > pil,
ja jos py < 0o, suppenee itseisesti ja lokaalisti tasaisesti, kun |(| < pi[. Merkitasan

1

z—2

(=

jolloin potenssisarjan lokaalisti tasaisesta suppenemisesta seuraa (HT') etté sarja
[e.e]
Z a_n(z—z0)™"
n=1
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suppenee itseisesti ja lokaalisti tasaisesti, kun |z — 29| > p; ja hajaantuu, kun |z —
20| < pr. Funktiosta f; tulee siten analyyttinen.

o
Néistd saadaan, ettd tuplasarja . a,(z — 29)" hajaantuu, jos

n=-—o00
joko |z — 20| > po tal |z —z| <pr.
Jos pr < po eli po > 0 ja p; < oo, niin ylld olevista tarkasteluista seuraa, ettd
oo
> an(z — 20)™ suppenee itseisesti ja lokaalisti tasaisesti joukossa
n=-—00

D=B,nCB,

ja siella

on analyyttinen.

Olkoon sitten p; < r < po ja k € Z. Merkitdan

(z —f(zz))kﬂ - Z an(z—2)"", zeD.

n=—oo

Olkoon 7(t) = zy + 7€, t € [0, 2n]. Kuten lemmassa 7.10 nihdééin, ettd integraalin
ja summauksen jérjestys voidaan vaihtaa, koska sarja suppenee tasaisesti joukossa
7], ja saadaan

1 f(z) -
%/ (z—zo)’“r1 27m/ Z an(z = z)"" Nz

n=—oo
¥

nkl
= — d
2m/z 20 z

= ag ,

koska funktiolla (z — 2)" ¥~ on primitiivi, paitsi jos n = k. |
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7.27. Lause (Analyyttisen funktion Laurentin sarjakehitelmd). Olkoot 0 < a <
b < oo. Olkoon f analyyttinen renkaassa

D={z€C:a<|z—z|<b}.

Talloin f voidaan esittda Laurent-sarjana joukossa D,

Esitys on yksikésitteinen: kaikillan € Z

anzi, / M, kunhan a < r <b.
(Z _ Zo)n+l
|z—z0|=r

TobisTus: Valitaan ry € (a,b). Olkoon

1 / f(z)dz
an = — —
2mi (z — zo)"*!
|z—2z0|=T0

Huomaa, ettd Cauchyn lauseen perustella séiteen rg valinnalla ei ole merkitysté,
koska kahden eri séteisen ympérankehén kiertavét tiet ovat homologisia D:ssé.
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Talléin sykli ¢ = (8,%) on nollahomologinen joukossa D ja n(o,z) = 1, joten
Cauchyn integraalikaavasta 6.8 seuraa, ettd

o B y

Nyt jatketaan kuten potenssisarjaesityksen todistuksessa (katso lause 7.20). Jos

¢ € ||, niin

z—2| |z— 2
- <h
joten
Q) f©) 1 — SOz — =)

(=2 (-2 (z2) T ()t

—20

Huomaa, ettd Weierstrassin M-testin nojalla suppeneminen on tasaista polun /3
jaljella |3|, joten Lemmasta 7.10 seuraa, ettéd

1
(x) o | 0= Z zm/%dc S
B

S

=an

0
= Z an(z — 29)"
n=0

Samaan tapaan g:zg = 57 <1 kaikilla ¢ € lv| ja
1O _ Q) B VICIE
¢ —2z Z—20 1 _ (C zO> ‘ (2 — zp)"H1

z—20 n=

Kuten yll4, suppeneminen on tasaista joukossa |v|, joten

OO

1 f(©) —n
(%) 27m C—Z __nzl %/Wdc =)
gl
:—Za, (z—20)""
n=1
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Nyt siis tuplasarja Y. a,(z — 29)" suppenee renkaassa D ja yhtéloista (x), (xx) ja

(* % %) seuraa, ettd

f(z)= Zan(z —29)" — (— Za_n(z — zo)">

n=0 n=1

= Z an(z — 29)"

n=—oo

kaikilla z € D.

Yksikésitteisyys seuraa lauseesta 7.26 kuten potenssisarjan tapauksessa, HT. O

Esimerkki. Olkoon f(z) = ez, jolloin f on analyyttinen joukossa C\ {0}. Koska

[e.9] n

=3 % kaikilla > € C,
n=0

Saalmine

Tamé on f:n Laurent-sarja, mikéd on yksikésitteinen.
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8. Eristetyt erikoispisteet ja residylause

8.1. FErikoispisteet ja residylause

Sanotaan, ettd funktiolla f on eristetty erikoispiste zy € C, jos on olemassa sel-
lainen 7 > 0, ettd jolle f on analyyttinen punkteeratussa kiekossa

B* = B*(29,7) = B(z0,7) \ {20} ={2: 0 < |z — 2| < 71}.

Sanotaan, ettd f on analyyttinen joukossa G lukuunottamatta eristettyja erikois-
pisteitd, jos on eristettyjen erikoispisteiden joukko E C G siten, ettd joukolla E ei
ole kasautumispisteitd joukossa G ja f on analyyttinen joukossa G \ E.

Olkoon funktiolla f eristetty erikoispiste z ja valitaan sellainen B* = B(zg,7) \
{20}, ettd f on analyyttinen punkteeratussa kiekossa B*. Lauseen 7.27 mukaan funk-
tiolla f on yksikésitteinen Laurent-sarja

kaikilla z € B*.
Luokitellaan erikoispisteet:
e 2z, on funktion f poistuva erikoispiste, jos a,, = 0 kaikilla n < 0.

e 2, on funktion f napa, jos on k < 0 siten, ettd ap # 0, mutta a; # 0 vain
adrellisen monella k& < 0.

e 2, on funktion f oleellinen erikoispiste, jos ay # 0 dédrettéméan monella k < 0.

Esimerkki. Origo 0 on

sin z
funktion  f(z) = poistuva erikoispiste,
z

1
funktion ¢(z) =— napa
z

ja funktion  h(z) = e oleellinen erikoispiste.
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8.1. Huomautus. Olkoon zy funktion f erikoispiste. Sanotaan, etté

Ea (z—20)""

on funktion f Laurent-sarjan

Z an(z — 29)"

n=—oo

singulaariosa. Talloin S on analyyttinen joukossa C \ {z}.

Liséksi zy on funktion f — .S erikoispiste. Se on kuitenkin poistuva, koska

)= S(E) =Y an(z — =)

miké madrittelee analyyttisen funktion.

8.2. Huomautus (Térked!). Piste zo on funktion f poistuva erikoispiste jos ja
vain jos

ao , kun z = 2z,

- {f(z), kun z # 2

on analyyttinen pisteen z, ympéristossi; tassi ag on f:n Laurent-sarjan 0. kerroin.

8.3. Huomautus. Pian ndhdéén, ettd kerroin a_; on funktion f singulaariosassa
erikoisroolissa; sanotaan etté

a_q1 =: Res f ZO

:27rz / f(z

|z—z0|=s

on funktion f residy pisteessi zg.
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8.4. Lause (Residylause). Olkoon o nollahomologinen sykli joukossa G ja f
analyyttinen joukossa G lukuunottamatta eristettyjen erikoispisteiden joukkoa FE,
jolle EN|o| = 0. Talléin

/f(z)dz = 271 Zn(a, a) Res(f,a).

acl

8.5. Huomautus. Cauchyn lauseen todistuksessa todettiin, ettd jos o on nolla-
homologinen sykli joukossa G, niin

K, =|olU{z € C\ |o|:n(o,z) # 0}

on joukon G kompakti osajoukko. Olkoon D CC G avoin ja K, C D. Talléin o on
nollahomologinen joukossa D. Koska joukolla F ei ole kasautumispisteité joukossa

G, on joukko END = {z,...,%,} darellinen. Siten summa viitteessd on hyvin
maéadritelty.
p
Z n(o,a) Res(f,a) = Z n(o, z;) Res(f, z;).
ack 7=1
TobisTus: Olkoot 2y, ..., 2, kuten huomautuksessa, ja S funktion f singulaariosa

pisteessi zx, k = 1,...,p. Télloin Sy on analyyttinen joukossa C\ {z} lauseen 7.26
perusteella ja siis funktiolla f — S; on poistuva erikoispiste z;. Siten

g=f—S —S8—---—5,

on analyyttinen joukossa D lukuunottamatta poistuvia erikoispisteitd zi,..., 2.
Koska ndmé ovat poistuvia, voidaan olettaa, ettd g on analyyttinen koko D:ssé.
Nyt Cauchyn lauseesta seuraa, etti

0= /g(z)dz: U/f(z)dz—;p;a/sk(z)dz

(e

eli

Jos nyt



on funktion f singulaariosa mielivaltaisessa pisteessd zy € E, niin sarja S suppenee
lokaalisti tasaisesti joukossa C \ {z}. Erityisesti se suppenee tasaisesti syklin o
jéljella. Siten

[ dz_/@HO )dz_zan/z_%),

g

missé kdytettiin lemmaa 7.10. Koska funktiolla (z — z9)™™ on primitiivi, kun n > 1,

/(z—zo)”dz:O, kun n > 1,

o

joten saadaan

Z— 2y

/ S(2)dz = a_, / B oriRes(f, 20)n(o 20).

g o

Nyt yhtélosté (x) seuraa, etté

/f(z)dz = ;/Sk(z)dz = 2m’§n(o, z) Res(f, k).

8.6. Huomautus. Lauseen 7.27 nojalla

Res(fzo) = 5 [ 762

|z z0|=r

missd r > 0 on tarpeeksi pieni. Residylauseen hyotykaytto (esim. integraalien laske-
miseksi) edellyttéé residyjen laskukeinojen kehittamista.

8.2. Poistuvat erikoispisteet ja navat

Tarkastellaan erikoispisteita:
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8.7. Lause (Riemannin jatkolause). Olkoon funktiolla f eristetty erikoispiste z.
Taélloin seuraavat ovat yhtapitavét:

i) Piste zy on poistuva erikoispiste.

ii) Onr > 0, jolle f on rajoitettu punkteeratussa kiekossa

B*={z€C:0<|z— 2| <r}.

iii) Pétee:
lim (2 — 20) f(2) = 0.
2—20
TobisTus: i) = ii). Harjoitustehtéva.

ii) = iii). Olkoon M, r > 0 siten, ettd
lf) <M, kuinzeB* ={2€C:0<|z—z]|<r}.

Nyt

z—20

|2 = 20l[f(2)] < Mz = 2| —= 0.
iii) = 1). Mééritellddn

0, kun z = z.

o(z) = {<z Cf), ks g

Koska g on jatkuva kiekossa B = B(zg, ) pienelld r > 0 ja analyyttinen punkteera-
tussa kiekossa B*(zg, r), seuraa Lauseesta 5.10, ettd g on analyyttinen koko kiekossa
B. Niinpa kun z # zg,

1 1

z) = z) = bn(z — 20)"
G D BULCEED
bo=gzo)=0 1 o

=qg(zp)=
0TI — Z bu(z — 20)" = Z bni1(z — 20)",
z 0 n=1 n=0
mikd on Laurentin sarja, jossa singulaarinen osa on 0. Siten 2, on poistuva. |
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8.8. Mairitelméa. Olkoon zy funktion f napa ja

[e.e]

f(z) = Z an(z — 20)" .

n=—oo

Talloin luku
k= —min{n <0:a, # 0}

on navan zy kertaluku.

8.9. Lause. Olkoon k € N ja f analyyttinen punkteeratussa kiekossa B* =
B*(29,7). Téallbin zy on funktion f k. kertaluvun napa jos ja vain jos on olemassa
analyyttinen funktio g kiekossa B(zy,r) siten, ettd g(zo) # 0 ja

f(z) = % kaikilla z € B*.
— 2

Tobistus: Todistetaan ensin ehdon valttaméattomyys. Kaikilla z € B*

f(z) = Z an(z —20)", a_ #0.
n=—k
Maaritelldan .
g(z) = an_r(z — 20)"
n=0

T&llsin g on analyyttinen kiekossa B(zg, ), silld sarja suppenee kiekossa B(zg, ).
Liséksi g(z0) = a_x # 0. Nyt

f(z) = Z an(z — 20)" = (2 — 29) 7" Z k(2 — 20)"
= (2 — 20) "g(2).

Seuraavaksi todistetaan ehdon riittavyys. Kun

9(2) = bulz—2)", b #0,
n=0

ja
f(z) = (2 = 20)""g(2),
niin . i,
f2)=(z=20)"> ba(z=20)" = Y bussl(z — 20)",
n=0 n=—=k
miké on funktion f Laurentin sarja, jonka —k. kerroin on = by # 0. ]
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8.10. Huomautus (Térked!). Olkoon zg funktion f k. kertaluvun napa ja g
pisteen zy ympéaristossd analyyttinen siten, ettd kaikilla z € B(zg,7) \ {20}

f(2) = (2= 20)*g(2).
Talloin

F2) = (2= 20) 3 bulz — z0)"

= > bugr(z = 20) 7",

n=—~k

miké on funktion f Laurentin sarja. Tsséd termin (z — 2)~! kerroin on

(kil) Z
b71+k =bp_1 = g(kfg)o')

eli o
g( - )(ZO)
(k—1)!"
Koska f ei ole médritelty pisteessi zp, on tdma parasta kirjoittaa muodossa: Jos z
on funktion f k. kertaluvun napa, niin

(8.1) Res(f, z9) = ﬁ 2113210 %((z — 20)Ff(2)).

Res(f, z0) =

Erityisesti, jos zp on 1. kertaluvun napa, on

Res(f,z0) = lim (z — 20) f(2).

Z2—20

Esimerkki. Olkoon 1

er —1

f(z) =

Tallsin , , , ,
f(z) = = - = —g(2),
(=) 2+E 4. Zl4+E+E 4. 29

missé ¢ on analyyttinen ja g(0) # 0. Siten funktiolla f on 1. kertaluvun napa
pisteessé 0 ja
. . z 1
Res(f,0) = lim z2f(z) = lim = =1

2—0 e? — 1 d;i(ez)|z:0
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8.11. Lause. Olkoon z, funktion f eristetty erikoispiste. Tallbin

i) piste zo on funktion f napa jos ja vain jos lim, ., |f(z)| = occ.

ii) piste zg on k. kertaluvun napa jos ja vain jos k on se positiivinen kokonaisluku,
jolle

lim |z — 20|*|f(2)] €]0, 00[.
z—20

Tobistus: Olkoon zy funktion f k. kertaluvun napa. T&ll6in on olemassa pisteen
2o ympéristossa analyyttinen funktio g siten, ettd g(zp) # 0 ja

_9(2)
Niinpé
Jim [£(z)] = lim % =0,

koska g(zo) # 0. Myoskin on

o0, josl < k
|2 = 20l lF(2)] = |2 = 2ol T*lg(2)] = { g(z0)] € (0,00),  Jjosl=k
0, jos l > k.

Téamé todistaa molempien véitteiden "vain jos” puolet.

Olkoon sitten

lim [f(z)] =00 ja h:?.

Nyt h on rajoitettu (|h| < 1) pisteen z, ympéristossé, joten zy on funktiolle h
poistuva erikoispiste ja
h(zp) = lim h(z) =0.

z2—20

Koska h # 0, niin jos
Z bu(z — 20)"
n=0

on funktion h potenssisarjakehitelmé, niin by = 0, mutta

k:=min{n e N:b, #0} € {1,2,3,...}.
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Siten funktio )

9(2) = =

bn+k<z - zO)n
n=0

on analyyttinen pisteen z, ympéaristossa ja

olz0) = 5 0.

Niinpé
1 1 1 g(2)
f(Z) = - = = 0 = k-
h(z) Z::k bu(2 —20)" (2 — 20)F nZ::O buir(z — 20)" (2 = 20)

Lauseen 8.9 mukaan z; on funktion f napa, jonka kertaluku on k. mistd seuraa
ensimmaéisen véitteen "jos” osa.

Lopuksi, jos tiedetéddn, etta

lim |z — 2[*|f(2)] = a € (0, 00)

z—20

jollakin £ € N, niin
[f(2)] = oo, kun z — 2,

ja ylldoleva todistus osoittaa, ettd zo on napa, jonka kertaluku on &k (huomaa: |by| =
a). i

Esimerkki. Osoita, etta
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Ensiksi todetaan, ettéd integraali suppenee, koska

T 1

1424 = 227

Olkoon

jolloin funktiolla f on navat

s §3T 35 . ST
a; —=e4, ap=e€e 4, az3—=¢€ 4 Ja Ay =€ 4.

Selvésti navat a, ovat yksinkertaisia (HT). Niinpé

22

Res(f,a1) = lim (z—a1)f(z) = lim

z—a1 (2 — ag)(z — ag)(z — ayq)
a? B 2i
(a1 — as)(a; — as)(ay —ag) \/522' 2(1+1d)-2i

V2 1-d 1

1(i+1) 42 4°

Samoin 1 1
—1 —1 3im
Res(f,as) = = e 1.

Olkoon R > 1 ja g puolipallon B(0, R) N {z: Im(z) > 0} reuna vastapaivan.

Residylauseesta seuraa, etti

1
21

(%) /f(z)dz = Res(f,a1) + Res(f,az) =

0
_2\/5.

Koska o
1 1 x? 1 r R3e3
— dz = — d — [ ————dt
zm/f(z)z 27Ti/1+x4x+27r/1+R4e4“ ’
TR —R 0
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niin

R T
x? ) T e3it
dr = — —iR® | ———dt.
/1+:c43j 2 ! /1+R4e4ﬂf
“r 0

Kun ¢ € [0, 7], niin |1 — 1 + R**| = R*, joten kolmioepiyhtlosti seuraa, etti
|1 + R4e4it’ 2 R4 - 1’

kun R > 1, joten

™

3it 3
3 e R
R /1+R4e4itdt < RY _

1) ~~ R*—1

=1

/|632t|dt:7r—_>0’
0

0

kun R — oo. Niinpa

0o IQ R x2
/:,,Aﬂdx P R
—00 -R
s T edit s
=— — limiR® | ——dt = —.
V2 [ /1+R4e4“ V2

0

N J/

=0

8.12. Huomautus. Madrattéessa integraaleja kuten edelld raja-arvoin R — oo,
on todettava, ettéd integrandit suppenevat itseisesti! Vertaa huomautukseen tupla-
sarjojen kohdalla.

8.3. Oleellisista erikoispisteista

Analyyttisen funktion kayttaytyminen oleellisen erikoispisteen ympéristossia on
villid. Patee Picardin (suuri) lause: Jos zy on analyyttisen funktion f oleellinen
erikoispiste, niin joukossa C\ f(B*(zo,7)) on korkeintaan yksi piste, oli r > 0 miten
pieni hyvansa.

Emme kuitenkaan todista téta syvéllista lausetta, vaan samansuuntaisen, mutta
heikomman (ja helpomman) tuloksen.
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8.13. Lause (Casorati-Weierstrass). Jos zy on punkteeratussa kiekossa B*(z, 1)
analyyttisen funktion f oleellinen erikoispiste, niin kuvajoukko f(B*(zg,r)) on tiheé
C:ssd, ts.

f(B*(z0,7)) = C.

Tobistus: Jos kuvajoukko ei olisi tihe&, niin sen komplementissa olisi kiekko
B(w,e) N f(B*(20,7)) = 0.

Silloin funktio
g(z) — ;
f(z) —w

olisi analyyttinen punkteeratussa kiekossa B*(zp, ). Liséksi ¢ on rajoitettu, koska

1
9(2)| = 5
f(2) — w|
joten Riemannin jatkolauseen 8.7 nojalla zy on g:n poistuva erikoispiste. Siten koska

g:114 on raja-arvo zp:ssa, on zo funktion 1/¢ poistuva erikoispiste tai napa. Néin ollen
2o on funktion

1
S_a
£

1
f@)=w+—
9(2)
erikoispiste, joka on joko poistuva tai napa, miké on vastoin oletusta, ettd zy oli f:n
oleellinen erikoispiste. |

Kokonainen funktio f on joko polynomi tai sitten sitten silld on olellinen erikois-
piste ddrettomyydessé:

8.14. Lause. Olkoon f: C — C kokonainen. Télléin funktiolla

on oleellinen erikoispiste origossa tai f on polynomi.

Tobistus: Ellei f ole polynomi, niin f:114 on potenssisarjaesitys
f(z)= Zanz”, z e,
n=0

missé a, # 0 ddrettéméan monella n. Siten funktion g Laurent-sarja on

0
g(z) = Z bp2", bp=a_,, z€ C\ {0},

n=—oo

joten koska b, = a_,, # 0 dédrettoméan monella n < 0, on 0 sen oleellinen erikoispiste.
|
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9. Konformikuvauksista

9.1. Analyyttisen funktion kuvausominaisuuksia

Lauseesta 7.21 seuraa, ettd ei-vakio analyyttinen funktio f alueessa D on dis-
kreetti, ts. pisteen alkukuva on aina D:ssé diskreetti eli kasautumispisteeton joukko.
Téssé kappaleessa analysoidaan lisdéd analyyttisen funktion lokaalia kayttaytymista
ja osoitetaan mm. etté ei-vakio analyyttinen funktio on avoin kuvaus, ts. se kuvaa
avoimet joukot avoimiksi joukoiksi.

9.1. Lause. Olkoon f alueessa D analyyttinen funktio, jonka nollakohdat ovat
ai,as,...,a, € D. Olkoon k; € N nollakohdan a; kertaluku ja o nollahomologinen
sykli D:ssé. Jos a; € |o| kaikilla j, niin

n

L PG N (o,
27TZ f(Z)d ]Z:;kj (7.]>

g

TobisTus: Lauseen 7.23 nojalla on D:ssé analyyttinen funktio g, jolle g(z) # 0
kaikilla z € D ja

/ k k K, '
f(Z): ! ™ L5 +g(z)7 kun z # ay .
f(2) zZ—a, Z—a z—a, 9(2)

Koska g(z) # 0, on ¢'/g analyyttinen D:ssé, joten edelld olevasta kaavasta ja Cauc-
hyn lauseesta 6.6 seuraa

= L) dz = i L/ Ky dz + L g() dz
2 ) f(2) g 2mi ) z—a; 2mi ) g(2)

el o

= Z kin(o,a;).
j=1

Soveltamalla Lausetta 9.1 funktioon f(z) — w, saadaan:
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9.2. Lause. Olkoon f alueessa D analyyttinen funktio ja olkoot ay,as,...,a, € D
ne pisteet, joilla f(z) = wy. Olkoon k; € N wy-kohdan a; kertaluku (so. funktion
f—wp nollakohdan kertaluku) ja o nollahomologinen sykli D:ssé. Jos a; ¢ |o| kaikilla

7, niin
27rz/f wodz—anaa])
j=1

Esimerkki. Jos () = 2¢*™ ¢ € [0,1], niin

koska nimittdjadn molemmat nollakohdat %(—1 + z\/g) ovat yksikkokiekon kehéalla

9.3. Esimerkki. Olkoon 7 nollahomologinen suljettu tie alueessa D ja f : D — C
analyyttinen. Olkoon wy € C\ f(|v|) ja a1, as,...,a, ne D:m pisteet z € D, joille
f(2) = wo. Jos k; € N on wy-kohdan a; kertaluku ja ¢ = f o+, niin o on suljettu
tie ja

1 1 7z
n(o, wo) 27 / w — wo T omi / f(z) —wo = ; 57, 45)

(el

missé keskimméisen yhtdsuuruuden néikee helposti muuttujanvaihdolla (HT).

Seuraavan lauseen mukaan analyyttinen funktio kéyttéaytyy nollakohtansa ympéa-
ristossé kuten 2" origon ympéristossi, missd n on nollakohdan kertaluku.

9.4. Lause. Olkoon f : B(zy, R) — C analyyttinen ja wy = f(z). Jos zo on
funktion f(z) — wo n-kertainen nollakohta, niin on olemassa ¢ > 0 ja § > 0 siten,
ettd kun 0 < |w — wy| < €, niin yhtalolla

fz)=w

on tasan n yksinkertaista ratkaisua z kiekossa B(zp,9).
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Tobistus: Koska zg:n kertaluku on dérellinen, ei f ole vakio. Koska analyyttisen
funktion nollakohdat ovat eristettyjé (Lause 7.23), on 0 < 6 < %R, jolle yhtalolla

f(z) = wo
ei ole lainkaan ratkaisuja punkteeratussa kiekossa B*(zg, 29) ja lisdksi
f'(z) 20  kaikilla z € B*(20,20).

Olkoon '
Y(t) = 2o+ 8™, t € [0,1]

jao = for. Koska wy & |o| on € > 0, jolle
B(wg,e) N o] = 0.

Siten B(wy, €) kuuluu johonkin C \ |¢|:n komponenttiin, joten Lemman 5.4 nojalla
kaikilla w € B(wo, €)

n(o,wy) = n(o,w).
Olkoon w € B*(wy,¢) ja olkoot a; on funktion f(z) — w kj-kertaiset nollakohdat.
Esimerkin 9.3 nojalla

n=mnn(v,z) = n(o,wy) = n(o,w) n(7, a;)

|I M’m

Koska n(7, a;) on joko = 0 tai = 1 ja koska f’(z) # 0 kaikilla z € B*(zo,¢), on ylla
olevassa summassa tasan n kappaletta yksinkertaisia yhtdlon f(z) = w ratkaisuja
a; € B*(29,9). i

9.5. Huomautus. Lausetta 9.4 kutsutaan englanniksi nimelld "Branched Covering
Principle”, mika viittaa siihen, ettd analyyttinen funktio peittdd kuvan lokaalisti n
kertaa.

Todistusta analysoimalla ndemme, ettd luvuksi 0 > 0 kelpaa miké tahansa sellai-
nen, jolle
f(z) #wo ja  f(2)#0 kun0<|z—z| <9.

Sen jilkeen luvulta € > 0 riittad vaatia, etta

e <l|wy— f(z)| aina, kun |z — z9| =9.
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Ei-vakio analyyttinen funktio f on avoin kuvaus ts. avoimen joukon G kuvajoukko
f(G) on aina avoin:

9.6. Lause. Olkoon f ei-vakio analyyttinen funktio alueessa D. Télléin f on avoin
kuvaus.

Tobistus: Olkoon G C D avoin ja wy € f(G). Valitaan zy € G, jolle f(zp) = wy.

Koska f ei ole vakio, voidaan Lausetta 9.4 soveltaa ja l6ydetdén § > 0 ja e > 0, joille
B(zp,d) C G ja jokaisella w € B(wy,¢) on (ainakin yksi) alkukuva z € B(z,¢). Siis

B(w07€) - f(B(Zo,(S)) - f(G) )

joten f(G) on avoin. m

9.7. Seuraus. Olkoon f: G — C analyyttinen ja zy € G. Jos f'(zy) # 0, niin on
olemassa r > 0 siten, ettd

f|B(zo,7") . B(ZO,T) - f(B(ZO7T))
on homeomorfismi.
Tobistus: Koska f'(z9) # 0, on z = 2y yhtélon f(z) = f(zo) yksinkertainen juu-

ri. Lauseen 9.4 nojalla f on injektio zp:n erdéssd ympéristossia. Kéadnteiskuvauksen
jatkuvuus seuraa kuvauksen avoimuudesta (Lause 9.6). o

9.8. Seuraus. Olkoon f: G — C analyyttinen injektio. Télléin
f(z2) #0  kaikilla z € G .

Tobistus: Olkoon zy € G ja f(z9) = wy. Piste zy on tdmén yhtalon yksinkertainen
juuri, koska muutoin 16ytédisimme pisteen w € f(G) (wp:n ldheltd), jolla olisi useampi
alkukuvapiste G:ssé (Lause 9.4), mika olisi vastoin tietoa, ettd f on injektio. Siten
kertaluvun méaaaritelmén mukaan f/(zo) # 0. m

9.9. Mééritelmé. Analyyttinen funktio f : G — C on konformikuvaus (univalent,
schlicht) alueessa G, jos se on injektio.
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9.10. Huomautus. Monesti kiytetain sanontaa: f on konforminen (pisteessa zg),
jolloin tarkoitetaan vain, ettd f on lokaalisti injektio (ts. sen derivaatta ei hévid).
Konformikuvaus kielenkéytossamme on siis globaali injektio. Lauseesta 9.7 seuraa,
ettd jos f'(z0) # 0, on zg:lla ympéristo U, jossa f|y : U — f(U) on konformikuvaus.

Klassisessa mielessd konformisuus tarkoittaa sitéd, ettd kulmien suuruudet séily-
vit infinitesimaalisessa skaalassa: Jos v ja o ovat sdannollisia polkuja, jotka kulkevat
pisteen zg kautta ja jos f’(z9) # 0, niin kdyrien v ja o (tangenttien) vélinen kulma =
kuvakéyrien f o~ ja f oo (tangenttien) vilinen kulma. Tdmé on helppo uskoa huo-
mautuksen 2.3 valossa: molemmat kayrat v ja o kiertyvit kuvauksessa f pisteessé
kulman arg(f’(zo)) verran ja siten niiden vélinen kulma sailyy.

Esimerkki. Kuvaus f(z) = 22 on konforminen origon ulkopuolella, mutta ei ole
lokaali injektio origossa.

Sen sijaan eksponenttifunktion derivaatta ei hévid missdén, joten se madrittelee
lokaalisti konformikuvauksen.

Edella olevista lauseista saamme:

9.11. Lause. Olkoon f : G — C konformikuvaus. Télléin

(i) f méérittelee homeomorfismin f : G — f(G).
(ii) f'(z) # 0 kaikilla z € G.

(iii) Funktion f kéédnteiskuvaus f=': f(G) — G on my6s konformikuvaus ja

O

Monia fysikaalisia ilmi6itd, kuten nesteiden virtaus, limmonjohtuminen yms. mal-
litetaan matememaattisesti Laplacen yhtalon

Upy +Uyy =0, 2= (2,y) €C,
avulla. Téata yhtalod on huomattavasti helpompi késitelld, mikéli tarkasteltava alue
on joko puolitaso H tai kiekko B kuin yleinen alue GG. Cauchy-Riemannin yht&loi-

den avulla nidhdéaén helposti, ettd konforminen muuttujanvaihto sailyttia Laplace-
operaattorin, ts. jos f : D — G on konformikuvaus ja u toteuttaa Laplace-yhtédlon
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G'ssé, niin u o f toteuttaa Laplace-yhtdlon D:ssd. Mm. tédstéd syystéd on tarkedd 10y-
taa eri alueiden vélille konformikuvauksia. Seuraava Riemannin kuvauslause kertoo,
ettd jokainen yhdesti yhtenéinen alue on konformisesti kiekko (todistus sivuutetaan
talla kurssilla).

9.12. Lause (Riemannin kuvauslause). Olkoon G # C yhdesti yhtendinen alue.
Télloin on olemassa konformikuvaus f : G — B(0,1).

TobisTus: Sivuutetaan, ks. esim Palka, s. 420. |

Riemannin kuvauslauseen tunnetut todistukset ovat tyypillisid eksistenssitodis-
tuksia, mitkéd eivdt kerro kuinka kuvaus voidaan kéytdnnossd konstruoida. Het-
ken pédstd tarkastellaan lihemmin ensimmaéisen kertaluvun rationaalifunktioita,
Mobius-kuvauksia, joiden avulla saadaan konstruoiduksi eraitéd konformikuvauksia.

Esimerkki. Olkoon
G={z€C:|z|>1} ja D=B"0,1).

Néiden joukkojen vilisen konformikuvauksen antaa

fle) =<

9.2. Laajennettu kompleksitaso

Usein on kétevaa lisata kompleksitasoon C dédrettomyyspiste oo ¢ C. Néin saatua
joukkoa
C=CuU{0}

sanotaan laajennetuksi kompleksitasoksi. Algebralliset laskutoimitukset C:ssa méd-
ritellddn laajennetun reaalilukujoukon tapaan:

xtz=z+t00=00, kun z € C
00z =2 00=00, kun z € C\ {0}
= =0, kun z € C
& =00, kun z € C\ {0}.
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Huomaa, ettei operaatioita
%) 0
-0, —, = eki 0-00
00 0

ole lainkaan maédritelty (eikd niitd siis saa kidyttaa).

Perinteisesti laajennettua kompleksitasoa ajatellaan geometrisesti kolmiulotteise-
na pallona, Riemannin pallona seuraavasti: Olkoon

S ={(u,v,w) € R* : v +v* +w* = 1}

R3:n yksikkopallopinta ja samastetaan kompleksitaso C tason {(z,y,0) : z,y € R}
kanssa. Tarkastellaan pallon S 'pohjoisnavan’ N = (0, 0, 1) kautta kulkevia suoria L.
Jos L ei ole S:n tangenttitasossa, niin se leikkaa pallonkuoren S tdsmélleen yhdessé
pisteessi P = (u,v,w) # N ja tason C = {(z,9,0) : x,y € R} tédsmilleen yhdessa
pisteessé

m(P) = m(u,v,w) = ( 4 Y

0).

l—w' 1—w’

Néin saadaan bijektio 7 : S\ {N} — C, ns. stereograafinen projektio. Tamé an-
taa vastaavuuden laajennetun kompleksitason C ja pallon S viilille, kun asetetaan
7(N) = co. Kédnteiskuvaus 7~ on helppo méiritti:

2Re(z) 2Im(z) |z]*—1
22417 |22+ 17 |2]2 + 1

T (2,0) = ( ).

Harjoitustehtédvand on melko helppoa todeta, ettd streograafisessa projektiossa
pohjoisnavan kautta kulkevat ympyrankaaret vastaavat kompleksitason suoria ja
kompleksitason ympyrit vastaavat pallonkuoren ympyroitd. Téstd syystd C:n ym-
pyroité ja suoria (lisittynd ddretomyyspisteelld co) sanotaan laajennnetun komplek-
sitason C yleistetyiksi ympyroiksi.

Puolitasot ja kiekot C:ssé vastaavat ympyrén kalotteja Riemannin pallolla. Liséksi
stereografinen projektio on ’konforminen’ ts. se séilyttda kulmien suuruudet.

Huomaa, ettd darettomyyspiste oo on Riemannin pallolla S = C aivan samassa
asemassa kuin muutkin pisteet, joten pyorayttamaélla ddrettomyyspisteen toiseen
paikkaan saa oivan kuvan laajennetun kompleksitason lokaaleista ominaisuuksista.
Topologiasta meille riittédnee tietdd, ettd oo keskinen kiekko méaéaritelldan

1
B(oo,r):ooU{ZGC:]z\>;}.

135



N =(0,0,1)

2z 2y [z]2-1

W = (T35 mr mEe)

(0,1,0)

(1,0,0

z=(2,9,0) = (125, 2,0)

€T

Riemannin pallo ja stereograafinen projektio.

9.3. Mobius-kuvauksista

9.13. Midritelmi. Kuvausta f: C — C

az+b L
f<z)_cz+d’ missi a,b,c,d € C, ad—bc+#0,

sanotaan Mobius-kuvaukseksi. 1© Téssé kiytetiin sopimuksia:

_az—i—b

Jos ¢=0, niin f(z) 7 kun z € C
f(o0) = o0,
b
f(Z)IaZ—j:d, kun 2 € C\ {—4},
cz
Jos ¢# 0, niin f(—d)zoo
floc) = 2.

Helposti nahdéaan:

10A F. Mobius, 1790-1868. Usein Mobius-kuvauksista kiytetdin nimitysts lineaarinen rationaa-
likuvaus, linear fractional transformation.
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9.14. Lause. Mobius-kuvaus f : C — C on homeomorfismi ja konformikuvaus
C\ {—4%}:ssd (siis koko C:ssd, jos ¢ =0).

|
9.15. Lause. Mobius-kuvaukset
G={f:C— C: f on Mobius-kuvaus}
muodostavat ryhmén, jonka laskutoimitus on kuvausten yhdistdminen.
TobisTus: Suora lasku (HT). Mébius-kuvauksen
az+b
J(z) = cz+d
kédanteiskuvaus on
dz—b
-1 .
] = —cz+a
|

Huomaa, ettd Mobius-kuvausten ryhmé ei ole kommutatiivinen, ts on olemassa
Mébius-kuvaukset f, g, joille fog # go f (HT).

9.16. Huomautus. Mobius-kuvaukset

az+b

1z) = cz+d

ja kompleksiset (2 x 2)-matriisit

A:{ CCL Z }, det(A) = ad — bc # 0,

vastaavat toisiaan niin, ettd kaikki matriisit

Aa  Ab

AA:{ A M

] ,det(AA) = X\*det(A) = \(ad — be) # 0,
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vastaavat samaa Mobius-kuvausta

az+b
cz+d’

fz) =

1 — 1 vastaavuus saadaan esimerkiksi normittamalla (2 x 2)-matriisit niin, ettd vaa-
ditaan, ettd niiden determinantti on = 1. Huomaa, ettd matriisien kertolasku vastaa
Mobius-kuvausten yhdistdmista (HT).

9.17. Huomautus (Yksinkertaiset Mobius-kuvaukset). Mobius-kuvausta
flz)=24+w, weC
sanotaan siirroksi eli translaatioksi. Se siirtdd kompleksitason C pisteitd luvun w

verran ja pitad ddrettomyyspisteen paikallaan f(oo) = co.

Toinen merkittava tyyppi yksinkertaisia Mobius-kuvauksia on kuvaukset
g(z) =Xz, missi A€ C,A#0.

Jos |A| = 1, kyseesséd on kompleksitason kierto: ts. g kiertdd kompleksitason pisteité
kulman arg(\) verran ja pitdd ddrettomyyspisteen paikallaan g(oco) = oo.

Jos A € R ja A > 0, niin kuvaus g on dilaatio: venytys jos A > 1 ja kutistus, jos
0< A<,

Yleinen tapaus A € C, X # 0, saadaan yhdistamaélla kierto ja dilaatio, silld

A

A= Dl

Adrettomyyspiste pysyy paikallaan, g(oo) = co.

Kolmas tyyppi alkeellisia M&bius-kuvauksia on inversio:

h(z)—%.

Inversio vaihtaa &drettomyyspisteen ja origon: h(oco) = 0 ja h(0) = oo. Inversio
saadaan heijastamalla piste z yksikkokiekon kehédn 0B(0,1) suhteen ja sitten reaa-
liakselin suhteen (konjugaatin otto), tai pdinvastoin:

h(z) = -

"BREE
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mistd ndhdédan, etté

\h<z>|:§ ja  arg(h(z)) = arg(?) = — arg(z)

Kaikki Mobius-kuvaukset saadaan yhdistamallé translaatio, dilaatio ja kierto seka

mversio.

9.18 Lause. Jokainen Mébius-kuvaus saadaan yhdistamaélld translaatio z — z4+w,

kuvaus z — Az ja inversio z — %

Tobistus: Kun ad — bd # 0, niin

bc — ad a .
az+b CQ<Z+4)+E’ Jos ¢ 70,
cz+d Ya b° ,
-z + =, os c =0,
T )
mitké ovat vaadittua tyyppié. O

9.19. Lause. Mboébius-kuvaukset kuvaavat yleistetyt ympyrét yleistetyiksi ympy-
roiksi.

TobisTus: Kompleksitason suorat ovat muotoa
(9.1) Bz+BzZz+c=0, missai BeC, ceR,

minki niikee sijoittamalla R*n suoran ax + by + ¢ = 0 yhtéléon 2z = x + iy, jolloin
2B = a — ib. Edelleen ympyréin

|z — 20| =7
yhtélo saadaan muotoon
(9.2) 22+ Bz+Bz+c¢=0, missi B=-%¢€C, c=|B*-r*cR.
Selvésti suorat sidilyvat suorina ja ympyréat ympyroind kuvauksissa z — z + w ja
z — Az. Jos z on suoralla (9.1), niin sen kuvapiste w = 1/z inversiossa z — 1/z

toteuttaa yhtalon B
cww + Bw + Bw =0,
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miké arvolla ¢ = 0 on origon kautta kulkeva suora. Jos ¢ # 0, kyseessd on kaavan
(9.2) nojalla ympyré, jonka side on |B|/|c| ja keskipiste —B/c.

Edelleen ympyrilld (9.2) olevan pisteen z kuvapiste w = 1/z inversiossa toteuttaa
yhtalon
cww + Bw+ Bw+1=0,

miké arvolla ¢ = 0 (jolloin ympyrankeh& kulkee origon kautta) antaa suoran yhtélon.
Muilla ¢:n arvoilla tdmé on ympyran yhtalo. |

Koska Mobius-kuvaukset ovat homeomorfismeja, saamme téasté:

9.20. Seuraus. Mobius-kuvaus kuvaa jokaisen avoimen joukon, joka on joko

- kiekko B(zp,7),
- kiekon ulkopuoli C\ B(zy,7), tai

- jonkin suoran méédrddma puolitaso C:ssé,

joukolle, joka on jotain yllimainittua tyyppia.

Pistetta zg € C, jolle f(zy) = zo sanotaan kuvauksen f kiintopisteeksi.

9.21. Lause. Modbius-kuvauksella f : ¢ - AC on joko 1 tai 2 kiintopistettd, ellei
f ole identtinen kuvaus f(z) = z kaikilla z € C.

Tobistus: HT: totea toisen asteen yhtélon

az+b
=z
cz+d

ratkaisujen lukuméérd (muista varoa tapausta z = oo). Toinen tapa on kédyttia
lausetta 9.22. alla. O

Mobius-kuvauksen médrittelyssid voidaan médratd kolmen pisteen kuvapisteet,
muttel enempéé.
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9.22. Lause. Olkoot z1,2,23 € C kolme eri pistetta. Jos Wy, Wa, W3 € C ovat
kolme eri pistetta, niin on olemassa tasmélleen yksi Mébius-kuvaus f : C-C, jolle

flz1) =wi, flze) =w2 ja  [f(z3)=ws.
TobisTus: Voidaan olettaa (miksi?), etta

wy =1, wy=0 jaws=o00.

Olemassaolo: Etsitty kuvaus on (HT: toteal)

(z — 29)(21 — 23)
(z — 23)(21 — 22)

f(z) =

Huomaa: jos zi, 23 tai z3 on oo, niin (vastavasti)

f<z):Z—22 Z1 — 23 tai Z — 29

z2—2z3  zZ—23 21— 29

Yksikasitteisyys: Olkoon ¢ toinen téllainen Mobius-kuvaus. Silloin

1, az+b
f °g (Z> - cz +d
on Mobius-kuvaus, jolle
fogt0)=0, josta b =0
fog (o) =00, josta ¢ =0,
fog (1) =1, josta § =1.
Néin ollen
fog ' (z) =2 kaikilla z € C,
joten f = g ja viite on todistettu. |

Kuvauksen f méarittelyn kaavaa sanotaan kaksoisuhteeksi:
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9.23. Maéritelmi. Olkoot z1, 2, 23, 24 € C neljé eri pistetté. Lukua

(21— 23) (20— 24)
(215 22, 23, 24] = (21— 22)(23 — 24)

sanotaan pisteiden z1, 29, 23, 24 kaksoissuhteeksi.!

Kaksoissuhde on invariantti Mobius-kuvauksissa.

9.24. Lause. Olkoot z1, 29, 23,24 € C nelji eri pistetti ja f : C — C Mobius-
kuvaus. Télloin

[21, 29, 23, 24] = [f(21)> f(22), f(23)> f<24)] :

TobisTtus: Olkoon

9(2’) = [21722723,2]

se yksikésitteinen Mobius-kuvaus (Lause 9.22), joka kuvaa pisteet z1, 22 ja z3 (vas-
taavasti) pisteiksi 1, 0 ja oo. Télloin g o f~! kuvaa pisteet f(21), f(22) ja f(23)
(vastaavasti) pisteiksi 1, 0 ja oo, joten

[21, 22, 23, 24] = g(2a) = g o [ (f(2a)) = [f(21), f(22), f(23), f(24)],

missd viimeinen yhtédsuuruus seuraa Lauseen 9.22 yksikésitteisyyspuolesta. |

9.25. Huomautus. Lauseen 9.24 avulla 16ydetddn nopeasti se (yksikésitteinen)
Mobius-kuvaus f, joka kuvaa annetut kolme eri pistettd z1, 29,23 € C annetuille
kolmelle eri pisteelle wy, wy, w3 € C: ratkaistaan f(z) kaksoissuhteesta

[wy, wa, ws, f(2)] = [21, 22, 23, 2] .

Esimerkki. Muodostetaan Mobius-kuvaus f, jolle 0 — 0 , 1 — 1 ja 2 +— .
Lasketaan

1.0, f(2)] = [1,0,2,2 e L=DESE) (1=2)z

(i = f(2)) 2-2

"UVaroitus: #ld sekoita merkintéds murtoviivaan. Kaksoissuhde voidaan kirjoittaa monessa eri
jarjestyksessd, joten tarkista aina kayttaméstasi lihteestd, mika on kulloinenkin méaritelmaé.
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josta
1z

==yt

Huomaa, ettd Lauseiden 9.19 ja 9.20 valossa f kuvaa reaaliakselin ympyrélle, jonka

médrdd pisteet 0, 1 ja i. Edelleen koska f(—i) = —1/3 kuvaa f ylemmén puolitason
(bijektiivisesti) em. ympyran rajaamalle kiekolle

1 1.v2
B(= + =i, ~).

Olkoon
C={z€C:|z—z|=r}

zo-keskinen r-siteinen ympyri. Jos z € C, niin sen heijastuspiste kehin C suhteen
on

2
r .
20+ ———, jos z # 2, 00
% Z— 20
2t = .
o0, jos z = 2z
20 , jos z = 00.

Joskus sanotaan, ettd pisteet z ja z* ovat symmetrisid ympyréan C' suhteen.

Z*

9.26. Lause. Pisteet z ja w ovat symmetrisii ympyridn C' suhteen, jos ja vain, jos

(w, 21, 29, 23] = |2, 21, 22, 23] kaikilla z1, 29,23 € C'.

143



ToDIsSTUS: Emnsiksi havaitaan, ettd

(2 — 20)(%; — %0)

=zt ——— =2+ — =z;, kugz eC,
Zj — 20 Zj — R0
josta
2 — —
157
J T (= = = = )
i — _
(z; — 20)(Z — 20
ja siten

[Z*vzla22723] = [Za 21,22,2’3] .

Toinen suunta HT. Huomaa, ettd mitkd tahansa kolme eri pistettd zq, 29,23 € C
identifioivat heijastuspisteen. O

9.27. Seuraus. Olkoon f Mébius-kuvaus ja C' yleistetty ympyra. Télloin C:n
suhteen symmetristen pisteiden z ja z* kuvapisteet f(z) ja f(z*) ovat symmetrisia
yleistetyn ympyran f(C') suhteen.

Esimerkki. Muodostetaan Mobius-kuvaus f, joka kuvaa yksikkokiekon B(0,1)
itselleen, f(0) =0, f(1) = i. Huomataan, etti koska origo pysyy paikallaan, niin sen
suhteen symmetrinen piste oo pysyy myos paikallaan. Siten

[i,0,00, f(2)] = [1,0, 00, 2],

josta
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9.4. Mobius-kuvaukset konformikuvauksina

Osoitetaan, ettd kiekon konformikuvaukset itselleen ovat Mobius-kuvauksen ra-
joittumia po. kiekkoon.

Aloitetaan seuraavalla tuloksella.

9.28. Lause. Olkoon 2, € B(0,1), A € C, |\| = 1. Télléin Mdébius-kuvaus

Z — 20

f(z) = A

1— 2%
madraa (konformisen) bijektion f : B(0,1) — B(0,1), jolle f(zy) = 0.
Tobistus: Huomaa, ettd f on Mobius-kuvaus, silla
M1 — 20%) = M1 — |20]?) #0.
Siten, koska f(zp) = 0, niin riittdé tarkistaa, etté
f(0B(0,1)) C 9B(0,1).
Niin onkin, silld kun |z| = 1, niin

|z — 20| |z — 2| _|z—zo|_|z—zo|_

1.

IF (=) = IAI|

1-zz5| |2l -2l 2-al le—z2]

Tarvitsemme vield Schwarzin lemmaa:
9.29. Lause. Jos f: B(0,1) — B(0,1) on analyyttinen ja f(0) = 0, niin
I (0) <1 ja |f(2)] <|z| kaikillaz € B(0,1).
Liséksi, jos on zy € B(0,1), z9 # 0, jolle | f(z0)| = |20|, niin on olemassa A € C, jolle

Al =1 ja
f(z) =Xz kaikilla z € B(0,1).
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Tobistus: Todistettu demoissa: seuraa hetimmiten, kun maksimiperiaatetta 5.16
sovelletaan funktioon

%Z), kun z # 0,
f'(0), kun z =0,

9(z) =

joka on analyyttinen koko kiekossa B(0,1).

Kiekon konformiset kuvaukset itselleen ovat Mobius-kuvauksia.

9.30. Lause. Olkoon f: B(0,1) — B(0,1) konforminen bijektio ja zo = f~*(0).
Télloin on olemassa A € C, |A\| =1, jolle

f(2) = Alz__;oo kaikilla = € B(0,1).
Tobistus: Olkoon
(Z) _ Z— 20
g 1— Z220 ’

jolloin Lauseen 9.28 nojalla g madrdd kiekon konformikuvauksen itselleen, jolle
g(z9) = 0. Siten h = f o g~! toteuttaa Schwarzin lemman 9.29 oletukset, joten

|h(2)] < |z| kaikilla z € B(0,1).
Kuvaus h~! toteuttaa samoin Schwarzin lemman 9.29 oletukset, joten
|h " (w)| < |w|  kaikilla w € B(0,1).
Erityisesti, kun z = h™'(w) on h(z) = w ja
[h(2)] < |2| = [h7H(w)] < [R(2)]

eli
|h(2)| = |z| kaikilla z € B(0,1).

Siten Schwarzin lemman erikoistapaus kertoo, etta
h(z) = Az,

mista

kuten vaitettiinkin. m|
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9.31. Seuraus. Jos B on kiekko, niin jokainen konformikuvaus f : B — B on
MGoébius-kuvauksen rajoittuma kiekkoon B.

Koko tason konformikuvaukset ovat affiineja kuvauksia:

9.32. Lause. Olkoon f: C — C kokonainen injektio. Téll6in on olemassa a,b € C
a # 0, joille
f(z) =az+b kaikilla z € C.

Erityisesti siis f on Mébius-kuvaus ja konforminen bijektio.

TobisTus: Osoitetaan ensin, ettd f on polynomi. Jos f ei ole polynomi, on &déret-
tomyyspiste sen oleellinen erikoispiste (Lause 8.14), ts. origo on kuvauksen

2 ()

oleellinen erikoispiste. Télloin Casorati-Weierstrassin lauseesta 8.13 seuraa, etté
joukko

f(C\ B(0,1))
on C:ssé tihed, joten avoin joukko (ks. Lause 9.6) f(B(0,1)) leikkaa sité,

FIC\B(0,1)) N f(B(0,1)) # 0.
Siis on pisteet z; € B(0,1) ja zo € B(0, 1), joille vastoin f:n injektiiivisyyttd pétee
f(21) = f(z2).

Siis f on polynomi.

Algebran peruslauseen 5.15 ja Lauseen 9.4 nojalla injektiivinen polynomi on 1.
astetta, mista viite seuraa. |
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