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Alkulause

Késissdsi on puhtaaksi kirjoitettu versio allekirjoittaneen vuosina 2001 ja
2002 Jyviskylan yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksella luen-
noiman “Johdatus matematiikkaan” -kurssin luentomuistiinpanoista. Kurssi
on tarkoitettu ensimméiseksi opintojaksoksi kaikille matematiikkaa opiske-
leville ja sen ensisijaisena tavoitteena on ollut madaltaa kynnysté lukion ja
yliopisto-opintojen vililla. Keskeisimmén siséallon kurssilla muodostavat to-
distamisen ja joukko-opin alkeiden opettelu sekéd kuvauksiin liittyviin perus-
késitteisiin tutustuminen. Osaan kurssilla kéasiteltdvistd aiheista opiskelijat
ovat saattaneet tutustua jo lukiosta, mutta ndidenkin kohdalla ldhestymis-
ja esitystapa poikkeavat siitd mihin koulussa on yleensé totuttu.

Néiden luentojen pohjana on toiminut kurssia aikaisemmin luennoineiden
kollegojen muistiinpanojen lisdksi Lauri Kahanpaéan, Harri Hogmanderin ja
Matti Hannukaisen luentomoniste “Johdatus matematiikkaan” vuodelta 1992.
Kiitos omien muistiinpanojeni puhtaaksi kirjoittamisesta kuuluu Juha Inke-
roiselle, silti kaikista tekstissé olevista virheistd vastuu on tekijalla.

Petri Juutinen



Luku 1

Todistamisen ja matemaattisen

paattelyn alkeita

Téssé luvussa kasitelldan lyhyesti padttelemistéd sekd ns. maalaisjarked vaa-
tivissa tehtévissd ettd matemaattisten késitteiden yhteydessd. Molemmissa
tapauksissa pétevéit samat perusperiaatteet ja toimivat samankaltaiset ajat-
telumallit. Aiheeseen syvennytdian tarkemmin logiikan kurssilla.

1.1 Maalaisjarjelld padtteleminen

Esimerkki 1.1.1. Tiedetdén, ettd jos aurinko paistaa, niin jarven rannal-
la on uimareita. Liséksi tiedetédén, ettd uimarit pelottelevat kaikki paikalla
olevat sorsat pois. Mitkéd seuraavista pééattelyistd ovat yksinomaan ndiden
tietojen perusteella oikein?

(a) Aurinko paistaa. Siispd rannalla ei ole sorsia.
(b) Rannalla ei ole sorsia. Siispa rannalla on uimareita.

(
(d

)
)
¢) Rannalla ei ole uimareita. Siispd rannalla on sorsia ja aurinko ei paista.
) Rannalla on uimareita. Siispd aurinko paistaa.

)

(e) Rannalla on sorsia. Siispa aurinko ei paista.
Ratkaisu: oikein ovat (a) ja (e).

Esimerkki 1.1.2. (Rehdit ja retkut)

Oletetaan, ettd on olemassa saari, jolla asuu tasan kahdenlaisia ihmisié -
rehtejé ja retkuja. Rehdit puhuvat aina totta, retkut puolestaan valehtelevat
aina. Pédlle pain niitd tyyppeja ei voi erottaa toisistaan. Kohtaat kolme
saaren asukkia (A, B ja C) ja kysyt heilté:
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"Montako rehtid on joukossanne?”

A vastaa epéselvisti, joten kysyt B:lta:

"Mitd A sanoi?”

B vastaa:

"A sanoi, ettd joukossamme on tasan yksi rehti”,
johon C:

"Ali usko B:td, hin valehtelee!”

Kumpaa tyyppia B ja C ovat?

Ratkaisu: Tarkastellaan eri vaihtoehtoja ja suljetaan mahdottomat pois.
Voisimme listata ja kidyda lapi kaikki mahdolliset kombinaatiot (joita on téssa
tapauksessa 8 kpl) yksi kerrallaan, mutta helpommalla padsee kun huomaa,
ettd B ja C ovat valttaméatta eri tyyppié:

e Jos B on rehti, niin C on retku, silla héin viittda B:n valehtelevan.

- Jos téssi tapauksessa A on rehti, niin koska hén on silloin puhunut
totta, on joukossa vain yksi rehti. Mutta tdmé on mahdotonta, sill&
néilla oletuksilla rehteja ovat A ja B.

- Jos taas A on retku, hidn valehtelee ja siten joukossa on rehtejé
0, 2 tai 3 kappaletta. Témaékin on ristiriita, silla téssé tilanteessa
rehtejé olisi tasan yksi eli B.

e Koska kaikki vaihtoehdot johtavat ristiriitaan, ei B voi olla rehti. Siten
B on retku ja néin ollen C on rehti, silld B todellakin valehtelee.

Tiedetaanko A:sta mitadan?

Esimerkki 1.1.3. (Aijéit ja tonnikalapurkit)
Piirissé istuu viisi &dijada, A, B, C, D ja E. Jokaisella heistd on taskussaan
joko yksi tai ei yhtdédn tonnikalapurkkia. Jokainen &ijé kertoo, kuinka monta
purkkia hénelld ja kahdella hinen vieressdén istuvalla &ijalla on yhteensa.
Myotapéivadn kiertden luvut ovat jarjestyksessa: 2,2,2,2,1. Kenelld on purkki
ja kenelld ei?

Ratkaisu: B:ll4, C:114 ja E:1l4 on purkit, muilla ei. Tdmé on ainoa vaih-
toehto, johon paadytdan sulkemalla pois mahdottomat tilanteet.

1.2 Todistamisen alkeita

Viitelause eli propositio on lause, joka véittaad jotain ja josta voidaan sanoa
(tai ainakin kysyé) onko se totta vai ei. Téllainen méérittely ei ehki vai-
kuta kovin tasmaélliseltd, mutta se riittda talla kurssilla. Seuraava esimerkki
toivottavasti valaisee asiaa.



Esimerkki 1.2.1. Viitelauseita ja lauseita, jotka eivit ole véitelauseita:

(a) 4 > 13 (epétosi)
(

)

b) Hauki on kala. (tosi)

()

(d) 1729 on pienin kokonaisluku, joka voidaan esittédé kahdella eri tavalla
kahden kokonaisluvun kuutioiden summana. (totta vai ei?)

3 > 3 (tosi)

(e) 1+ 3 — /2 (ei ole viitelause)

(f) Tama lause on epétosi. (ei ole viitelause)

Matematiikassa vastaan tulevat vaitelauseet ovat varsin usein esitettavis-
s& muodossa

Jos P on totta, niin Q on totta. (1.2.1)
Téssd P ja Q ovat kumpikin véitelauseita, ja niistd kidytetddn seuraavia ni-
mityksié:
P = oletus
Q = viite

Jos viitelause (1.2.1) on tosi, niin sanotaan, ettid P:std seuraa @, tai etté
P on riittdva ehto Q:lle, ja merkitdan:

P=Q
Esimerkki 1.2.2. Tyypillisid matemaattisia viitelauseita:
(a) Jos |z| <2 (oletus), niin 22 < 4. (viite)

(b) Jos kolmio AABC' on suorakulmainen (oletus), niin sen hypotenuusan
nelié on yhtésuuri kuin sen kateettien nelididen summa (viite).

(c¢) Olkoon f :[0,1] — R jatkuva funktio siten, ettd f(0) =0 ja f(1) =
(Téassé tuli oletus tai oikeastaan oletukset) T&llin on olemassa x €]0, 1]
siten, ettd f(z) = 1. (Tami on viite)

Huomaa, ettd Esimerkin 1.2.2 kohdan (c) véitelause voidaan kirjoittaa
yhtapitavéasti:

Jos f:]0,1] — R on jatkuva funktio siten, ettd f(0) =0 ja f(1) =

niin on olemassa = €0, 1] siten, ettd f(z) = 1.

Niin ollen sekin on siis muotoa (1.2.1).
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1.2.1 Swuora todistus
Tarkastellaan seuraavaa véitelausetta:
Jos luonnollinen luku n on pariton, niin my6s n* on pariton. (1.2.2)

Talloin siis

Oletus: n pariton.

Viite: n? pariton.

Onko viitelause (1.2.2) tosi vai epatosi? Tamén selvittdminen on mahdol-
lista vain jos ensin sovitaan tarkasti, mita viitelauseessa esiintyvit késitteet
“luonnollinen luku” ja “pariton” tarkoittavat, eli mddritellddn ko. késitteet.

Maiéaritelma 1.2.3. Luonnollisten lukujen joukko N on joukko
N={0,1,2,...}.

Luonnollinen luku n on parillinen, jos n = 2l jollakin luonnollisella luvulla
[ € N, ja pariton, jos n = 2k + 1 jollakin luonnollisella luvulla k& € N.

Merkintéa [ € N tarkoittaa, ettd [ kuuluu joukkoon N, eli ettd [ on luon-
nollinen luku.

Huomautus 1.2.4. Parittomuutta (tai parillisuutta) osoitettaessa on néy-
tettdvé, ettd madritelmén ehto on voimassa. Nyt voidaan siis esimerkiksi
todeta, ettd koska 7 = 2 -3 + 1, niin luku 7 on ylld asetetun mééaritelmén
mukaan pariton.

Viitelause (1.2.2) on totta, mille esitdmme seuraavassa todistuksen. To-
distus kertoo, miksi ja miten véite seuraa oletuksista. Se on loogisesti pitavé
ja aukoton perustelu sille, ettd vaitelause on tosi.

TobisTus. Oletuksen mukaan n on pariton eli n = 2k + 1 jollakin k£ € N.
Haluamme osoittaa tisté vilttdmitti seuraavan, ettd n? on pariton, eli etti
on olemassa jokin | € N siten, ettd n? = 20+ 1. Téllainen [ 16ytyy laskemalla,
oletusta apuna kéyttien:

n*= 2k +1)* =4k* + 4k + 1= 2(2k* + 2k) + 1 = 20 + 1,

missi [ = 2k*+2k. Siten luvulla n? on parittomuuden méiritelmissi vaadittu
ominaisuus, joten se on pariton. Viitelause on todistettu. O

Todistuksessa kaytettiin siis seuraavaa padttelyketjua:
n pariton = n = 2k + 1 jollakin k € N
= n? = (2k + 1)? jollakin k € N
= n? =22k +2k) +1
=n?>=20+1erdillil € N

= n? on pariton.
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Todistuksessa edetdén vaiheittain oletuksista véitteeseen, mistd johtuu ni-
mitys suora todistus. Paattelyn jokainen vaihe on pystyttdva perustelemaan
ja mahdollisen lukijan on voitava vakuuttautua todistuksen pitédvyydesta.
Esimerkiksi ensimméinen vaihe (ensimméinen =--merkki) saadaan paritto-
muuden méaédritelméstd, toinen ja kolmas vaihe ovat suoria laskuja ja niin
edelleen.

Todistuksen lopussa oleva O on yksinkertaisesti todistuksen loppumerkki,
joka ilmaisee, etté viitelauseen todistava padttely on saatu paatokseen.

Huomautus 1.2.5. Seuraava “perustelu” ei riitd todistukseksi.

2

n o on
1 1
3 9
5 25
7 49
9 &1
33 1089

Viitelause néyttéisi kylla olevan totta, koska jokaisen yll& valitun parittoman
luvun n nelié n? on pariton. Mutta tdmé ei vield todista yhtéin mitéin, silld
kaikkia mahdollisia parittomia lukuja ei ole kdyty (eikd voidakaan kiyda)
lapi! Viitelauseessa vaaditaan nimenomaan, ettd minkd tahansa parittoman
luvun nelié on pariton.

Esimerkin viitelause on kuitenkin “keksitty” téllaisten havaintojen pe-
rusteella. Laskettuaan useiden parittomien lukujen neliita ja todettuaan ne
kaikki parittomiksi matemaatikko on paattanyt selvittda onko ilmio aina tot-
ta ja padtynyt siten tutkimaan yo. véitelauseen totuusarvoa.

Harjoitustehtiava 1.2.6. Todista seuraavat viitelauseet:
1. Jos n on parillinen, niin n? on parillinen.
2. Jos n ja m ovat parittomia luonnollisia lukuja, niin my6s tulo nm on

pariton.

1.2.2 Epéasuora todistus

Suora todistus eli suora padttely on kéytetyin ja yleenséd helpoin todistus-
menetelmé. Joissakin tilanteissa on kuitenkin edullista kdyttda toisenlaista



ajattelua. Epdsuorassa todistuksessa oletetaan, ettd véite ei piddkédan paik-
kaansa ja osoitetaan, ettd téstd seuraa tehdyt oletukset huomioiden mahdo-
ton tilanne eli ristiriita. Niinpa viitteen on pakko olla totta. Taménkaltaista
paattelyd harrastettiin jo Rehtien ja Retkujen saarella seké &ijien ja tonni-
kalapurkkien yhteydessa.

Esimerkki 1.2.7. Osoita, ettd jos n on parillinen, niin n ei ole pariton.

TobisTus. Haluamme siis osoittaa, ettd luvulla n ez ole parittomuuden maé-
ritelméssé esitettyd ominaisuutta. On varsin luontevaa tehdé tdmé toteamal-
la, etté jos silld olisi tdmé ominaisuus, niin seuraisi mahdoton tilanne.

Jos siis n olisi pariton, olisi olemassa jokin k& € N siten, ettd n = 2k + 1.
Toisaalta oletuksen mukaan n on parillinen, joten n = 2[ jollakin [ € N. Nyt

O=n—n=2)—(2k+1)=2(01—k)—1

eli ]
l—k=—-.
2

Téaméa on kuitenkin mahdotonta, silla [ ja k ovat luonnollisia lukuja ja siksi
niiden erotus on kokonaisluku. Niinpéa vaitteen “n ei ole pariton” on pakko
olla totta. O

Esimerkki 1.2.8. Todista viitelause
“Jos m? on pariton, niin n on pariton.”

TobpisTus. Kaytetdin epdsuoraa padttelya eli tutkitaan, mita tapahtuisi, jos
véite ei olisikaan totta. Tehd&dén niin sanottu antiteesi (vastaviite, viitteen
negaatio): Eipés, n ei olekaan pariton. Talloin n on valttdméattd parillinen
ja siten Harjoitustehtdvin 1.2.6 nojalla myods n? on parillinen. Mutta tamé
on mahdotonta, sillé oletimme, ettd n? on pariton. Siten antiteesin on pakko
olla epétosi ja luvun n on siis oltava pariton. O

Huomautuksia. Epésuora pééttely on useissa tilanteissa hyvin ndppéra to-
distusmenetelmé, mutta sitd kiaytettdessd on tiedettdva mitd on tekeméssés:

(1) Epésuorassa paattelyssd on oltava tarkkana antiteesin muodostamises-
sa, eli on mietittava tarkkaan, mitéd tarkoittaa se, etté viite ei olisikaan
totta. Asiaan palataan myohemmin.

(2) Epésuorassa pédttelyssi ei ole etukiteen selvad misté ja miten ristiriita
loydetadn.

Edelld on todistettu, etta

n pariton = n? pariton



ja
n? pariton = n pariton.

Néamaé kaksi viitelausetta voidaan yhdistéé ja kirjoittaa lyhyemmin muodossa

n pariton <= n? pariton.

T#améi luetaan: n on pariton jos ja vain jos' n? on pariton. Toinen usein kiy-

tetty tapa lukea tdméi on: n pariton ja n? pariton ovat yhtépitdvii. Merkinti
P < (@ tarkoittaa siis

P=qQija
Q=P

Esimerkki 1.2.9.
(i) Osoita, ettd n parillinen <= n? parillinen. (Todistus harjoitustehtivi)

(ii) Olkoot a,b € R. (Siis a ja b ovat reaalilukuja.) Télloin

a<b <= (a<bjaa#b).

1.2.3 Todistamisen harjoittelua: jaollisuus

Jatkamme todistusmenetelmien harjoittelua kayttden apuna jaollisuuden ka-
sitettd. Taméan kappaleen asioita késitellddn aikanaan tarkemmin Algebran
ja Lukuteorian kursseilla.

Maaritelma 1.2.10. Olkoot n ja m positiivisia luonnollisia lukuja. Sano-
taan, ettd m on jaollinen luvulla n, jos

m = kn

jollakin k£ € N. Tall6in n on luvun m tekiji. Luonnollinen luku m on alkuluku,
jos m > 2 ja jos m on jaollinen ainoastaan luvuilla 1 ja m.

Esimerkki 1.2.11. Luku 10 on jaollinen kullakin luvuista 1, 2, 5 ja 10, silla
10 =1-10 = 2- 5. Sen sijaan 5:1la ei ole muita tekijoitd kuin 1 ja 5, joten se
on alkuluku. Huomaa, ettd méaaritelmémme mukaan 1 ei ole alkuluku.

Tavalla tai toisella merkitykselliset ja todeksi nédytettavissé olevat vaite-
lauseet on matematiikassa tapana muotoilla teoreemoiksi eli lauseikst.

Lause 1.2.12. Luonnollinen luku n on jaollinen 6:lla jos ja vain jos ( <= )
n on jaollinen sekd 2:lla ettd 3:lla.

1Sanoille “jos ja vain jos” kiytetidn joskus lyhennysté “joss”.



TobisTus. Koska vaitelause koostuu itse asiassa kahdesta erillisesta vaite-
lauseesta, on syyta kirjoittaa todistuskin kahdessa osassa:

1° n jaollinen 6:lla = n jaollinen 2:lla ja 3:lla.
OLETUS: n jaollinen 6:1la eli n = 6k jollakin k£ € N.
VAITE: n jaollinen 2:1la ja 3:1la.

Kéytetddn jaollisuuden méaéritelméa:
n = 6k = 2(3k) = 2[, missd | = 3k € N = n jaollinen 2 : lla.

n = 6k = 3(2k) = 3m, missd m = 2k € N. = n jaollinen 3 : lla.

Siten oletuksesta seuraa, ettd n on jaollinen sekd 2:lla ettéd 3:1la.

2° n jaollinen 2:lla ja 3:lla = n jaollinen 6:1la.
OLETUS: n jaollinen 2:lla eli n = 2 jollakin [ € N ja n jaollinen 3:lla
eli n = 3m jollakin m € N.
VAITE: n jaollinen 6:1la.

Nyt oletuksen mukaan n = 2[, joten n on parillinen. Jos m olisi pari-
ton, niin Esimerkin 1.2.6 mukaan myos 3m = n olisi pariton, miké on
ristiriita. Siten luvun m on pakko olla parillinen, eli m = 2k jollakin
k € N. Tastd saamme

n = 3m = 3(2k) = 6k,
joten n on jaollinen 6:lla.

1° ja 2° yhdessa todistavat vaitteen.
O

Lause 1.2.13. (Eukleides n. 300 eKr.) Alkulukuja on ddretén mdadrd.

TobisTus. Antiteesi: Alkulukuja on vain darellinen mééra, olkoon niitd k
kappaletta ja olkoot kyseiset alkuluvut nq,ns, ..., ns. Tarkastellaan lukua

n=mnmny---ng+ 1.

(a) Jos n on alkuluku, niin on 18ydetty uusi alkuluku, joka ei selvistikddn
ole mikdén luvuista ny, no, ..., n,. Kuitenkin listassa ny, no, ..., n; oli
jo kaikki alkuluvut, ristiriita.

(b) Jos n ei ole alkuluku, niin se voidaan esittdd (jarjestystéd vaille yksi-
késitteisesti) alkulukujen tulona (Miksi?). Mutta suoralla jakolaskulla
ndhdééan, ettd n ei ole jaollinen millaan alkuluvuista nq, ne, ..., ng. Jal-
leen paddytadn ristiriitaan.
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Siispé antiteesi on véérin ja viite totta. O

Huomautus 1.2.14. Lauseen 1.2.13 todistuksessa on varsin luonnollista
kayttad epdsuoraa padttelyd, silld antiteesin mukaista dérellisté lukujoukkoa
on yleensé helpompi késitella kuin ddretontéd joukkoa. Mieti mitéd vaadittai-
siin suoraan todistukseen.

1.2.4 Todistamisen harjoittelua: rationaali- ja irratio-
naaliluvuista

Télla kurssilla reaalilukuja ajatellaan yksinkertaisesti lukusuoran pisteiné ei-
k& niitd méaaritelld sen tarkemmin. Syviéllisemmin tdhén epétriviaaliin asiaan
tutustutaan kurssilla Analyysi 1.

Maiaritelma 1.2.15. Reaaliluku x on rationaaliluku, jos on olemassa ko-
konaisluvut n ja m siten, ettd n # 0 ja x = ™. Rationaalilukujen joukkoa
merkitddn symbolilla Q. Irrationaaliluku on reaaliluku, joka ei ole rationaa-
liluku.

Rationaalilukujen joukko Q on selvistikin epétyhja, silla esimerkiksi kaik-
ki kokonaisluvut ovat rationaalilukuja. Sen sijaan irrationaalilukujen 16yta-
minen onkin hieman hankalampaa, vaikka todellisuudessa “melkein kaikki”
reaaliluvut ovatkin irrationaalilukuja.

Seuraavassa esitimme todistuksen sille, ettd v/2, eli se positiivinen luku,
jonka nelié on 2, on irrationaalinen. Téllainen reaaliluku todella on olemassa,
silld se tulee vastaan esimerkiksi geometriassa.

Lause 1.2.16. /2 on irrationaaliluku.

Tobistus. (Pythagoraan koulukunta n.550 eKr)

Koska on osoitettava, ettd luvulla v/2 ei ole rationaaliluvut méérittelevid
ominaisuutta, on luontevaa kayttda epédsuoraa todistusta:

ANTITEESI: Viite ei ole totta, eli v/2 onkin rationaaliluku. On siis olemassa
luonnolliset luvut (v/2 > 0) n ja m siten, ettd n # 0 ja

m
V2 =—.
n
Voidaan olettaa, ettd osaméérad ™ ei voida supistaa, silld jos voidaan, supis-

tetaan niin kauan kuin voidaan, ja valitaan ndin saadut uudet luvut m:ksi ja
n:ksi. Nyt

eli



Siten m? on parillinen ja Esimerkin 1.2.9 nojalla myds m on parillinen, toisin
sanoen m = 2k jollakin £ € N. Niin ollen

2n? = m? = (2k)? = 4k?,

misti seuraa, ettd n? = 2k?. Siten n? on parillinen ja (jilleen Esimerkin 1.2.9
nojalla) my6s n on parillinen.

Koska sekéi m ettd n ovat parillisia, voidaan osaméérdd ™ nyt supistaa
2:1la, mik& on ristiriita. O

Huomautus 1.2.17. Téaméa todistus on hyva esimerkki siitd, ettd joskus
ristiriita voi 16ytyad hyvinkin kummallisesta paikasta.

Esimerkki 1.2.18. Jos x € Q jay € Q, niin x +y € Q.

Tobistus. Oletuksen mukaan on olemassa kokonaisluvut m,n, k ja [ siten,
ettén#O,l%O,x:%jay:% Siten

m k ml nk ml4+nk
Tty=—+-=—F— = ————
n ) nl nl nl

)

missd ml 4+ nk ja nl ovat kokonaislukuja ja nl # 0. Néin ollen x +y € Q. O

1.2.5 Antiteesin muodostamisesta

Antiteesi eli vastaviite on loogisesti viitteen negaatio. Viitteen ja antiteesin
tulee yhdessé sisaltda kaikki mahdolliset tilanteet. Antiteesi toimii epésuo-
rassa todistuksessa ikddan kuin ylimédraisené oletuksena, jota saa ja pitadkin
kayttda apuna ristiriitaan pyrittdessi. Viitteelle ja antiteesille pétee:

viite tosi <= antiteesi epatosi.

antiteesi epédtosi <= viite tosi.

Esimerkki 1.2.19. Yksinkertaisia véitelauseita ja niitd vastaavia antiteese-
ja. Huomaa erityisesti miten viitelauseiden osia toisiinsa sitovat “ja” ja “tai”
kayttaytyvit.

(a) véite: Sataa.

antiteesi: Fi sada.

(b) viite: Sataa ja tuulee.

antiteesi: Ki sada tai ei tuule.

(c) viite: Elvis eld4 tai hauki on lintu.

antiteesi: Elvis ei eld ja hauki ei ole lintu.
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(d) vaite: Jokainen kala on hauki tai ahven.

antiteesi: On olemassa kala, joka ei ole hauki eiké ahven.

Esimerkki 1.2.20. Samaa hieman matemaattisemmin. Olkoon seuraaavassa
z € R.

(a) véite: z > 3.
antiteesi: x < 3.

(b) viite: 0 <z < 1.
antiteesi: x < 0 tal x > 1.

(c) véite: x = 3k + 1 jollekin £ € N (eli on olemassa k € N siten, ettd
r=3k+1).
antiteesi: ei ole olemassa lukua k£ € N siten, ettd x = 3k + 1 ts. kaikille
luvuille £ € N pétee x # 3k + 1.

(d) viite: on olemassa tésmiilleen yksi luku z € R siten, ettid 2?+4z—7 = 0.
antiteesi: yhtalolld 2 + 4z — 7 = 0 ei ole (reaalisia) ratkaisuja tai sitten
ratkaisuja on ainakin 2.

(e) viite: kaikille a € N on olemassa b € N siten, ettd v/ab+ 1 € N.

antiteesi: on olemassa a € N siten, ettd kaikilla b € N pétee vab+ 1 &
N.

Esimerkki 1.2.21. Suoran ja epésuoran péaéttelyn eroista. Tutkitaan véaite-
lausetta
Jos reaaliluvulle 2 on 2% — 3z + 2 < 0, niin z > 0.

Siis
Oletus: 7 e Rjaz? —32+2<0
Viite: x > 0
TobIsTus.
1. tapa (suora pééttely): Koska x? — 3z + 2 < 0, niin 3z > 22 + 2. Siten
1 1 1 2
=-(B2) > (2" +2)>-(0+2) == > 0.
r= 1) > L@ +2) 2 1(042) = 2

2. tapa (epasuora pédttely): Tehdddn antiteesi: viite onkin epétosi ja on
x < 0. Talloin —3x > 0, joten

22 —3r+2> 0, silla kaikki termit ovat > 0.

Téamé on kuitenkin ristiriidassa oletuksen kanssa, joten antiteesin on oltava
epétosi. Siis viite on totta. O
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1.2.6 Kvanttoreista

Kvanttoreiden

V - Kaikille, jokaiselle (muistisddnto: All)

3 - On olemassa (muistisdénto: Exists)
avulla voidaan tiivistdd matemaattista tekstid. Parhaiten asia selvidi esi-
merkkien avulla.

Esimerkkeji. Viitelauseita ilmaistuna kvanttoreiden avulla ja ilman kvant-
toreita:

(a)

(b)

Vn € N: 2n on parillinen.

“Jokaiselle luonnolliselle luvulle n luku 2n on parillinen.”

JrxreQ:a2?=3.

“On olemassa rationaaliluku zx, jonka neli6 on 3.”

VaeN3IbeN:a+#bjavabeN.

“Kaikille luonnollisille luvuille a on olemassa luonnollinen luku b siten,
etté a # b ja Vab € N.”

Viite on tosi: voidaan valita b = 4a, jos a # 0 ja b= 1, jos a = 0.

Kvanttoreiden jarjestys on oleellinen: (vrt. kohta (c))
JbeNVaeN:a#bjavabeN.

“On olemassa luku b € N siten, ettd kaikille a € N on voimassa a # b

ja Vab e N

Viite on epatosi: Mikddn b € N ei toteuta ehtoja, silld jos otetaan
a = b, niin ei ole totta, ettd a # b.

Muodostetaan edellisen vaitteen antiteesi:
VbeN3JaeN:a=btai vVab ¢ N.

“Kaikilla luonnollisilla luvuilla b on olemassa luonnollinen luku a siten,

ettd a = b tai vVab ¢ N

Muista. Matemaatikon “tai” ei ole “joko-tai”. Siis
“P tosi tai QQ tosi” pitdd sisdllddan seuraavat vaihtoehdot:

(i)
(ii)
(i)

P tosi, Q epétosi
P epétosi, Q tosi

P tosi, Q tosi
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1.2.7 Induktiotodistus

Induktio on kéteva, ja joskus ainoa mahdollinen tapa todistaa luonollisia
lukuja koskevia viitteitd, jotka ovat muotoa

Kaikille n = 1,2,3,... pitee P(n).
Todistuksessa on kaksi vaihettas:

(1) P(1), eli osoitetaan, ettd viite pitee arvolla n = 1.

(2) Jos P(k) on tosi, niin P(k + 1) on tosi, eli oletetaan, ettd viite pétee
arvolla n = k ja osoitetaan, ettd talloin viite pitee myos arvolla n =
k+ 1.

Kohdista (1) ja (2) yhdessd seuraa, ettd P(n) on totta kaikille n =
1,2,3,.... Syy: (1):n nojalla P(1) pétee, joten (2):n nojalla talléin P(2) pé-
tee, joten (2):n nojalla télloin P(3) pétee ja niin edelleen loputtomiin.

Erés tapa havainnollistaa induktiota on niin kutsuttu dominonappulamal-
li. Kuvittele ddrettémén pitkda (!) jonoa dominonappuloita, jotka on aseteltu
pystyyn perikkéin. Koko jonon pitéisi kaatua, kun ensimméinen nappula kaa-
detaan. Téamahén tapahtuu niin, ettd tarkastetaan ettd ensimmaéinen nappula
todella kaatuu (vrt vaihe 1) ja varmistetaan, ettd kukin nappula kaatuessaan
kaataa myos sitd seuraavan (vaihe 2). Jos kumpi tahansa vaihe epdonnistuu,
koko jono ei kaadu, vaan jotkin dominonappulat jaavéat pystyyn.

Induktion ei valttamatta tarvitse alkaa luvusta n = 1. Yleisemmaéssa
muodossaan sen avulla voidaan todistaa muotoa

kaikille n = ng,ng + 1,n9 + 2,... pétee P(n)

olevia viitteitd. Télloinkin todistuksessa on kaksi vaihetta: Ensin osoitetaan,
ettéd viite pétee arvolla n = ng, ja sitten ndytetdén, ettd jos P(k) on tosi ja
k > ng, niin P(k + 1) on tosi.

Esimerkki 1.2.22. Osoita, ettd kaikille n = 1,2, ... on voimassa
111
1-2 2.3 nn+1) n+1
TobIsTus.

1° Tarkistetaan ensin, ettd véittdmémme yhtdsuuruus on voimassa ta-
pauksessa n = 1:

I 1 1

n i — =

vasen puoli: —— = o

1 1

oikea puoli: —— = =
1+1

Niinpé véite on tosi, kun n = 1.
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2° Seuraavaksi on naytettivé, ettéd jos viite on totta jollakin arvollan = k,
k > 1, niin se on totta myos seuraavalla arvolla k£ + 1. Taté vaihetta to-
distuksessa kutsutaan joskus induktioaskelecksi, ja sitd varten tehdaan
ns. induktio-oletus ja induktiovéite.

INDUKTIO-OLETUS:

1 1 1k
T2 23T T k) Rt
INDUKTIOVAITE:
1 1 1 1 k1
T2 23 TR e Tk 2 k+2
Tobistus: Induktio-oletusta kdyttamalla saadaan
1 1 1 1
T2 s T sy T R D)
ok 1
TRl TG0k 12
k(k+2)+1
(kD) (k+2)
k? 42k + 1 (k+1?  k+1

k+1(k+2) (k+1)(k+2) k+2
eli induktiovéite on voimassa.
Induktioperiaatteen nojalla viite on nyt tosi kaikille n =1,2,3,.... O

Seuraavaksi tarkastellaan geometrisen sarjan osasummia ja todistetaan

induktiolla taulukkokirjasta tuttu kaava. Tata varten olkoon b reaaliluku si-
ten, ettd b # 0 ja b # 1, ja méaritelldan

Sp=) W =1+b+b+- 40",

Jj=0

Lause 1.2.23. Jos b # 0 ja b # 1, niin

bn+l_1
Sn:ﬁ, kunnm=0,1,2,....

TobisTus. Induktio n:n suhteen alkaen luvusta n = 0:

1° :n=020:
0
vasen puoli: Sy = Z V=0p=1
§=0

b—1
ik lii —— =1
oikea puoli T

Siten véite on tosi, kun n = 0.
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2° : Induktioaskel: Osoitetaan, ettd jos viite on totta kun n = k, on se
valttamattd totta myos kun n = k + 1. Luvusta k£ emme téssd voi
olettaa muuta kuin sen, ettd k € N.

INDUKTIO-OLETUS:

bk+1 -1
Sp = ———
b—1
INDUKTIOVAITE:
bk+2 -1
Sk = ————
k+1 b1
TODISTUS:

k+1

k
Sk+1 = ij = ij + OF = G + BT
=0 =0

josta induktio-oletuksen nojalla saadaan edelleen

bk+1 -1 bk+1 -1 (b o 1)bk:+1
Spy1 = ———— + b =
s =1 -1
_bk+1_1+bk+2_bk+1
B b—1
_bk+2_1
ob—1

Siten induktioviite seuraa induktio-oletuksesta.
Induktioperiaatteen nojalla véite on nyt tosi kaikille n = 0,1,2,... O

Seuraus 1.2.24. Olkoon 0 < b < 1. Tdlloin

f— 2 3 e /= —,
E ¥V =b+0"+b"+ 1=

Jj=1

TobisTus. (tarkemmin kurssilla Analyysi 1)
Kayttdaen edellistéd lausetta saamme

k k bk-i—l -1

J=1 7=0

VT —1-b+1
B b—1
LW b b b

——— = ——, kun k — o0,

—
b—1 b—1 1-b
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sillé oletimme, ettd 0 < b < 1. Siispé

O

Esimerkki 1.2.25. Seuraus 1.2.24:n avulla ndhdéaén, ettd 1=0,999999. ..
Perustelu:

0,9999...=0,9+0,09+ 0,009 + - --
=9(0,14+0,01+0,001 +---)

o (@) ) )

0 1 J 1 1
=9 —) =9. 10 __—_9.-—1.
. (10) 1— L 9

10

Esimerkki 1.2.26. Jokaisen rationaaliluvun desimaalikehitelmé on jaksolli-
nen (miksi?) ja se saadaan jakamalla jakokulmassa. Kéddntéen, jokaista jak-
sollista desimaalikehitelm&dd vasta rationaaliluku. Esimerkiksi

0, 34656565 ... = 0,34 + 0,0065 + 0,000065 + - - -

_34+65 1+1+1+
~ 100 100 \ 102 10* 106

_3 61 (] 2+ 1 3+
~ 100 100 \ 100 \ 100 100
34 65 15 34 65 1
= — + _ —1 e + - . —
100 © 100 1— 4= 100 © 100 99

_%+ 65  34-99+65 3431
~ 100 0 9900 9900  9900°
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Luku 2

Joukko-oppia

2.1 Joukko-opin merkint6ji ja mairitelmia

Télla kurssilla sovimme yksinkertaisesti, ettd joukko koostuu alkioista, ja
jokaisesta alkiosta on pystyttdvéd sanomaan, kuuluuko se tiettyyn joukkoon
vai ei. Téllainen méérittely riittda hyvin varsinkin matematiikan opiskelun
alkuvaiheessa, vaikka todellisuudessa joukon ja alkion késitteisiin liittyy kai-
kenlaisia ongelmia, eikd joukko-oppi suinkaan ole niin yksinkertaista kuin
ensisilméykselta saattaa vaikuttaa.

Merkint6ja. Osa joukko-opin perusmerkinnéisté tuli vastaan jo edellisessi
luvussa.

(i) = € A tarkoitaa, ettd x on joukon A alkio. Se luetaan: “x kuuluu jouk-
koon A.”

(ii) y € A tarkoitaa, ettd y ei ole joukon A alkio ja luetaan: “y ei kuulu
joukkoon A.”

(ili) Joukko médritellddn usein luettelemalla sen alkiot aaltosulkeissa tai
merkinnélla {z : P(z)}, joka tarkoittaa kaikkien niiden alkioiden z
joukkoa, joille ominaisuus P(x) on totta.

Maéaritelmia 2.1.1. Joukot A ja B ovat samat, merkitddn A = B, jos niilla
on tésmaélleen samat alkiot: kaikille x on voimassa x € A jos ja vain jos
r € B.

Huomautus 2.1.2. On syytd huomata, ettd Madritelma 2.1.1 kertoo myos
sen, miten kaksi joukkoa A ja B tulee todistaa yhtésuuriksi. Todistuksessa
on kaksi vaihetta:

(i) osoitetaan, ettd jos x € A, niin = € B.
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(ii) osoitetaan, ettd jos x € B, niin x € A.
Yhdessd namé nayttavit, ettd joukoilla A ja B on tdsmaélleen samat alkiot.
Esimerkkeji. Erilaisia joukkoja:

(a) {1,2} ={1,1,2} ={2,1} = {r e R: 2? — 32 + 2 = 0}.

(b) {n € N:n pariton} = {n € N: n? pariton} = {2k + 1 : k € N}.
(c) {neN:yn<3}={0,1,2,3,...,8}.
(d) {f:]0,1] = R: f jatkuva}

eli “suljetulla valilla [0, 1] méaariteltyjen reaaliarvoisten jatkuvien funk-
tioiden joukko.”

(e) {AABC: AABC on tason tasasivuinen kolmio, jonka pinta-ala < 3 }.

(f) Olkoon
A={zeR:2%c A}.

Onko A joukko?

Kaikki alkiokokoelmat eivit ole joukkoja. Olkoon esimerkiksi A erddn
kylan kaikkien niiden miesten joukko, jotka eivét itse aja omaa partaansa.
Kyléassa on miesparturi, joka ajaa kaikkien néiden miesten parrat. Kuuluuko
tdma parturi joukkoon A vai ei? Molemmat vaihtoehdot johtavat ristiriitaan,
joten kyseessé on paradoksi, ns. parturiparadoksi. Parturiparadoksi on yk-
sinkertaistettu versio niin kutsutusta Russelin paradoksista, joka kuuluu:

Onko niiden joukkojen joukko, jotka eivét ole itsensd alkioita,
itsensé alkio?

Téllainen kokoelma joukkoja ei ole joukko, silld se ei toteuta ehtoa jonka
mukaan jokaisesta alkiosta on voitava sanoa, kuuluuko se joukkoon vai ei.

Maaritelma 2.1.3. Joukko A on joukon B osajoukko, merkitdan A C B,
jos jokainen A:n alkio on myo6s B:n alkio, ts. kaikille z on voimassa: z € A =
x € B.

Huomautus 2.1.4. Seuraavat asiat on hyva muistaa:
(1) Kaikille joukoille A ja B on voimassa: A= B <= A C Bja B C A.

(2) Kaikille joukoille A on A C A.
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(3) Joskus kéytetaan myos merkintojia A C B ja A C B. Naistd 'C'="C’ ja
A C B tarkoittaa, ettd A on B:n osajoukko ja A # B. Télloin sanotaan,
ettd A on B:n aito osajoukko.

Esimerkki 2.1.5. Muistetaan, etté:
N={0,1,2,...}
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...}
Q= {x €R:3dm,n € Z,n # 0 siten, ettd x = E}

n
R = reaaliluvut

C={z+iy:z,y e R,i*=—1}
() = tyhji joukko, joukko, joka ei sisilld yhtddn alkiota
Talloin
)cNCZcCcQCcCR
ja liséiksi kaikki inkluusiot ovat aitoja (eli C):
V2 € R, mutta vV2 ¢ Q
1 1
EGQ,muttaﬁgZ
—1€Z, mutta —1¢N
22 € N, mutta 22 & ()

Maéritelma 2.1.6. Olkoot A, B C X joukkoja (X on asiayhteydesti sel-
vidava perusjoukko, esim. R tai N). Méaritellddn joukkojen yhdiste

AUB={rx € X :x € A tai x € B},

letkkaus
ANB={re€e X :x € Ajazx € B},

erotus
AB={reX:z€Ajax ¢ B}

ja komplementt:

A=X\A={zcX:a¢gA}

Joskus joukkojen A ja B erotusta merkitdin myos symbolilla A — B ja
joukon A komplementtia symbolilla CA.

Esimerkki 2.1.7. Esimerkkejé joukkojen yhdisteisté, leikkauksista, erotuk-
sista ja komplementeista.

(a) irrationaaliluvut = {zr e R: 2 ¢ Q} = Q¢ = R\Q.
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(b) Olkoot

A = {n € N:n jaollinen 6:lla},
B = {n € N: n jaollinen 3:lla},
C = {n € N: n jaollinen 2:lla}.
Talléin
BUC = {n € N: n jaollinen 3:lla tai 2:lla},
BNC ={n € N:n jaollinen 3:lla ja 2:1la} = A.
Yhtésuuruus B N C' = A seuraa Lauseesta 1.2.12.
(c) Olkoot

A= {07 1,0é,ﬁ},
B ={1,2,5},
C= {37477}'
Talloin
AUB ={0,1,2,a, 3},
ANnB={1,p3},
A\B ={0,a},
B\A = {2},
(ANB)UC ={1,3,4, 8,7}

Useamman kuin kahden joukon yhdiste ja leikkaus méaritellddn saman
periaatteen mukaisesti kuin kahdenkin.

Maaritelma 2.1.8. Olkoot Ay, As, ..., Ay joukkoja. Télloin niiden yhdiste
on

k
A1UA2U---UA;€:UA,~::{m:xeAltaimeAgtai... tai z € A}
i=1

={z:x € A;jollakini =1,2,... k},

ja leikkaus

k
AlﬂAQﬂ"'ﬂAk:ﬂAi::{I:xeAljaxEAQja... jax € Ag}
i=1

={z:x € A; kaikilla1=1,2,... k}.
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Huomautus 2.1.9. Yhdiste ja leikkaus voidaan maéaritelld myos dédrettomén
monelle joukolle. Joukkojen A;, i = 1,2,... yhdiste on

UAi ={x:x € A;jollakin i =1,2,...},
i=1

ja leikkaus

(A= {zr:2 €A kaikillai =12}

i=1
Talla kurssilla rajoitumme kuitenkin péédsdantoisesti tilanteeseen, jossa jouk-
koja on vain &dérellinen maara.

Edella méariteltyjen joukko-operaatioiden lisdksi tarvitaan matematiikas-
sa varsin usein myos joukkojen tulon késitetta.

Maaritelma 2.1.10. Joukkojen A ja B tulojoukko eli karteesinen tulo on
Ax B:={(a,b):a€ Abe B},
missé (a,b) = (¢,d) <= a=cjab=d.
Esimerkki 2.1.11. Esimerkkeja tulojoukoista.
(a) Jos A={1,2,3} ja B = {a, [}, niin
Ax B ={(1,0),(1,8),(2,0), (2,8),(3,), (3, 8)}.

(b) N2=Nx N={(m,n): m € N,n € N}. (Huom: (2,3) # (3,2).)
(¢) Euklidinen avaruus R™:

R*=R xR = {(z,y) : 7 € R,y € R} = zy-taso

R3> =R x R x R = zyz-avaruus

R" =R x - -+ x R = n-ulotteinen Euklidinen avaruus
—_———

n kpl
Harjoitustehtiava 2.1.12. Hahmottele seuraavia joukkoja:
(a) A={(x,y) e R*:y=3x—1}.
(b) B={(r,y) € R?:y > 2%},
(c) C={(t*+1,t) e R?: t € R}.
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2.2 Joukko-oppi ja todistaminen

Seuraavaksi tutustumme siihen, miten joukko-oppiin liittyvid véitelauseita
todistetaan. Avainasemassa ovat ylla annetut madritelmét joukkojen yhté-
suuruudelle, osajoukolle, leikkaukselle, yhdisteelle jne., silla viime kadessé
juuri médritelmét kertovat yksityiskohtaisesti mité todistuksissa on pystyt-
tava osoittamaan.

Lause 2.2.1. Kaikille joukoille A, B ja C pditee

(a) AU(BNC)=(AUB)N(AUQ),
(b) (AUB)® = A N BY,
(¢ AUBCA < BCA.

TobisTus.
(a) Haluamme todistaa joukkojen AU (BN C) ja (AU B)N(AUC) yhta-
suuruuden, eli sen, ettd niilla on tdsmaéalleen samat alkiot: kaikille x on

re AUBNC) <= z€(AUB)N(AUCQ).
Tamén todistaminen tapahtuu kahdessa osassa:
“C” : Osoitetaan, ettd AU (BNC) on joukon (AU B)N(AUC) osajoukko:
re AUBNC) = z€(AUB)N(AUCQC).

Tobistus: Koska z € AU(BNC), niin z € A tai z € (BNC). Jos
x € A, niin yhdisteen méaritelméan nojalla z € AUB jax € AUC. Jos
taas x € B N (), niin leikkaauksen mééaritelmén nojalla talloin = € B
ja x € C. Tasta seuraa yhdisteen mééritelméan nojalla, ettd x € AU B
jax € AUC. Siten kummassakin tapauksessa x € (AU B)N (AU C),
kuten véitettiin.

“D” : Osoitetaan, ettd (AU B)N (AUC) on joukon AU (BN C') osajoukko:
re€(AUB)N(AUC) = z€ AU (BNC).

Tobistus: Koska z € (AUB)N(AUC), niinx € AUBjax € AUC.
Jos nyt x € A, niin selvésti z € AU(BNC). Jos taas x ¢ A, niin koska
re AUBjarx e AUC,onz € Bjax e C. Siten x € BNC, mista
seuraa, ettd x € AU (B N C). Siten siis valttamatta x € AU (BN C).

“C” ja “D” yhdessi takaavat, ettéd joukot ovat samat.

(b) Jélleen on kyseessi kahden joukon todistaminen yhtéasuuriksi.
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“C” : Osoitetaan, ettd (AU B)¢ on joukon A° N BY osajoukko:
z€(AUB)Y = z € AN B°.
TopisTus: 7 € (AUB)Y =2 AUB=x¢ Ajar ¢ B=x¢c A°
jar e BY =1z A°N BC.
“37” 1 Osoitetaan, ettd A N B on joukon (A U B)® osajoukko:
reA°NBY = x<c (AuB)°.

TopisTus: z € ANBY =2 & Ajacs ¢ B=ac¢ AUB = x €
(AU B)°.

Jalleen “C” ja “D” yhdessa takaavat, ettd joukot ovat samat.

(c) Koska on kyse ekvivalenssin eli yhtiapitdvyyden todistamisesta, on tdmé-
kin todistus tehtdvé kahdessa osassa:

“=7” : Jos (AU B) C A, niin B C A.
TobisTus: Olkoon = € B. Haluamme osoittaa, ettd x € A. Koska x €

B, niin x € AU B, misté oletuksen nojalla seuraa x € A. Siten jokainen
joukon B alkio x On vélttaméattd myos joukon A alkio eli B C A.

“<” : Jos B C A, niin (AUB) C A.

TobisTus: Olkoon z € AU B. Haluamme osoittaa, ettd x € A. Koska
x € AU B, niin x € A tai € B. (Muista, ettd tdhén sisiltyy myos
vaihtoehto, ettd x sisiltyy molempiin joukkoihin.) Jos z € A, niin todis-
tushan on valmis! Jos taas x € B, niin koska oletuksen mukaan B C A,
niin z € A. Siispd molemmissa vaihtoehdoissa toteutui z € A, joten
olemme néyttéineet, ettd (AU B) C A.

Kohdat “=" ja “«<” yhdessé osoittavat ekvivalenssin oikeaksi.
O

Lause 2.2.2. Olkoot A, A, B ja B’ joukkoja siten, etta A C A’ ja B C B’.
Talloin
Ax BC A xB.

TobisTus. On siis osoitettava, etti
(r,y) e AXx B = (x,y) € A" x B".

Jos siis alkiopari (z, y) kuuluu joukkooon A x B, niin karteesisen tulon maéri-
telmén mukaan tamé tarkoittaa sité, ettd x € A jay € B. Oletusten mukaan
AcC A jaBC B, joten z € A" jay € B'. Karteesisen tulon méaéritelman
perusteella siis (z,y) € A’ x B’ aivan kuten vaitettiinkin. O
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Harjoitustehtiva 2.2.3. Todista seuraavat tyhjin joukon () ominaisuudet:
Jos A on miké tahansa joukko, niin

(a) 0 C A,

(b) AnD =10,
(c) AUD=A
(d) 0\ A=0,
() A\ND=A

(Muista: tyhjé joukko méaériteltiin joukkona, jossa ei ole yhtaén alkiota.)
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Luku 3

Arviointia ja epidyhtiloita

3.1 Arviointia

Monille sana “arvioida” luo mielleyhtymén jostakin epétarkasta, epatismaél-
lisesté. Siksi saattaakin tuntua aluksi hieman yllattavilta, ettd arviointi on
yksi matematiikan opiskelijan ja tutkijan tédrkeimmistd tyovélineistd. Ma-
temaatikkojen harrastamana arviointi ei luonnollisestikaan tarkoita hatusta
vedettyja arvauksia tai kokemuksen tuoman néppituntuman hyvéksikayttos,
vaan tarkasti perusteltuja, oikeaksi todistettavissa olevia arvioita.

Matematiikassa arviointia kéytetddn monissa eri yhteyksissd. Usein on
esimerkiksi pystyttdvé arvioimaan erilaisia suureita annettujen tietojen pe-
rusteella. Lisdksi tormétadn jatkuvasti tilanteisiin, joissa tarkan arvon laske-
minen on liian vaikeaa, tyoldstéd tai epéoleellista, ja on viisaampaa kayttas
hyvaa arviota.

Esimerkki 3.1.1. Onko

1 N 1 n 1 P 1 <1?
100 101 102 199 27
Ei ole, silla
1+1+1+ +1>1+1+ +1
100 ~ 101 102 199 — 199 199 199
1
=100 —
199
1 1
>100- — = —.
= 100 200 2

Esimerkki 3.1.2. Kuinka paljon Péijanteen pinta nousisi, jos kaikki ihmis-
veri laskettaisiin siihen?
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Tallaiseen kysymykseen on tietysti tdysin mahdotonta antaa tarkkaa vas-
tausta, mutta voimme kuitenkin yrittda arvioida veden pinnan nousun suu-
ruusluokkaa. T#td varten tarvitsemme joitakin tietoja (jotka nekin tietysti
ovat vain enemmén tai vihemmaén luotettavia arvioita) ongelmaan liittyvisté
tekijoista.

Piijénteen pinta-ala: 1080 km?

Thmisid maapallolla: 6,2 miljardia (U.S. Bureau of the Cencus)

Verta ihmisessé: aikuisessa enintdén 6 litraa, lapsessa huomattavasti vé-
hemmaén.

Niiden tietojen perusteella voidaan todeta maapallolla olevan ihmisverta kai-
ken kaikkiaan korkeintaan 107 - 7 - 10° = 7 - 101 litraa= 7 - 10'%dm?3.

Pinnan nousu metreind olkoon z. T&llin (sopivin oletuksin Paijanteen
rantojen muodosta)

x-1080 - 10%m> < 7-10"m?
7107

r< ————

= 108 - 107

Varsin karkea arviomme on siis, ettd pinta nousisi korkeintaan 7 cm.

= ~ 0,065.

Esimerkki 3.1.3. Pateeko

2
/ <2 + cos Va2 + 2) xe® dx > 27

1

Lukiosta muistetaan, etti jos f : [a,b] — R on jatkuva ja f > 0, niin

/abf(x) dx

ilmaisee f:n kuvaajan ja z-akselin seké suorien z = a ja x = b rajoittaman
alueen pinta-alan. Y1l& olevan médrityn integraalin suuruutta voidaan siten
arvioida sen kuvaajan alle jadvan alueen pinta-alaa arvioimalla. T&ta pinta-
alaa voi puolestaan arvioida vertaamalla aluetta yksinkertaisiin geometrisiin
kappaleisiin, kuten suorakaiteeseen tai kolmioon. Ongelmana onkin péaatell4,
millaisia geometrisia kappaleita arvioinnissa voidaan kayttas.

Merkitéén siis f(z) = (2 4 cos Va2 + 2) z'e”, x € [~1,2]. Ensimméinen
huomio on, ettd f on ei-negatiivinen, sill&

flx)>2-1Daz%" >0  kaikilla v € [-1,2].

Tissi kilytimme tietoa —1 < cosy < 1 kaikille y € R ja funktioiden z* ja e®
ei-negatiivisuutta. Vililla [1, 2] puolestaan pétee

flx)>1-2%" >e" >e>2
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Néin ollen f:n kuvaajan alle mahtuu suorakaide, jonka pohjan muodostaa
vili [1,2] ja jonka korkeus on 2. Siten

2
/ (2 + cos Va2 + 2) x*e” dr > suorakaiteen pinta-ala = 2.
-1

Miten edelld olevaa arviota voitaisiin parantaa? Yksi tapa olisi kdyttaa
monimutkaisempia geometrisia kuvioita, kuten puolisuunnikkaita, ja toivoa,
ettd niiden avulla arvio voitaisiin tehdd "hukaten vihemmén tilaa”. Tamé
keino ei kuitenkaan yksinddn riitd monimutkaisemmissa tapauksissa. Toinen
hyva keino on jakaa integroimisvéli useisiin pieniin osavéleihin ja tehda arvio
kullakin osavililla erikseen. Tarkkaa arviota haettaessa on funktion kayttay-
tyminen tunnettava hyvin.

Yldraja méadritylle integraalille saadaan etsimélld sd&dnnollinen geomet-
rinen kuvio, joka siséltdd f:n kuvaajan rajoittaman alueen. Jélleen edelld
mainitut keinot auttavat parantamaan arviota.

Esimerkki 3.1.4. Olkoot a,b ja ¢ kokonaislukuja véaliltd 0-10 siten, etté
abc > 200. Arvioi summaa a + b + c.

Kirjanpidon helpottamiseksi voimme olettaa, ettd a < b < c.
1. arvio: (triviaalit arviot)

a+b+c>14+14+1=3.
a+b+c¢ <10+ 10+ 10 = 30. (Huom! téta ei voi parantaa.)

2. arvio: Koska
200 < abe < 03,

on

¢ > v/200.

Siten ¢ > 6, sillid 53 = 125 < 200 < 216 = 63. Toisaalta koska

200 < abc < a-10-10 = 100a,

on
a> 3.
Siten
a+b+c>2a+c¢c>2-3+6=12.
3. arvio:

200 < abe < 100> = v >20=b>5
=a+b+c>3+5+6=14.
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3.2 Itseisarvo

Monet tarkeimmistd matematiikassa tarvittavista epayhtaloista liittyvét lu-
vun itseisarvon arvioimiseen.

Mairitelma 3.2.1. Reaaliluvun x itseisarvo on

2] x, jos x > 0,
€Tl =
—z, jos x < 0.

Geometrinen tulkinta:
e |z| on luvun x etdisyys nollasta lukusuoralla.

e |z — y| voidaan tulkita lukujen x ja y etéisyydeksi toisistaan lukusuo-
ralla.

Siten epéayhtalon
z] <a <= —a<z<a (josa>0)

toteuttavat ne pisteet x, joiden etéisyys nollasta on korkeintaan a, ja epayh-
talon

1 1 1
—2 <= = l-<zx<2=-
v =2 <3 SR

puolestaan ne pisteet, joiden etéisyys 2:sta on pienempi kuin % Néiden epéayh-
taloiden sisdllon ymmértamiseksi ei ole siis tarpeen ryhtyé poistamaan itsei-
sarvomerkkeja kuten koulussa yleensé oli tapana.

Esimerkki 3.2.2. Ratkaise epayhtélo |x — 2| > |z + 1].

Tapa 1: Epéyhtélon toteuttavat ne pisteet, jotka ovat ldhempéné -1:sta
kuin 2:sta, toisin sanoen xr < %

Tapa 2: Piirretdén funktioiden f(z) = |z — 2| ja g(x) = |x + 1| kuvaajat
ja tutkitaan, milloin f(x) > g(z).

Huomautus 3.2.3. Jos kuvan piirtdd vadrin saa vadran vastauksen. Siis
kuviosta katsomalla nékee oikean vastauksen vain, jos kuva on oikein. Miten
todistetaan kuva oikein piirretyksi?

Esimerkki 3.2.4. Milla reaaliluvuilla z pétee
|z — 1| < € jokaisella ¢ > 07

Selvasti = 1 toteuttaa ehdon, silld 0 = |1 — 1| < ¢ kaikilla ¢ > 0.
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Miké&édn muu luku ei kelpaa:
Olkoon z # 1 annettu. Talloin 16ytyy € > 0 siten, ettd

‘l’—1|2€,

nimittain voidaan valita | |
r—1

2
Harjoitustehtava 3.2.5. Olkoon x,y € R. Osoita, ettd |zy| = |z||y|.

> 0.

3.2.1 Etiisyys zy-tasossa
Olkoot (z,y) € R?. MAéritelldin

Iz, y)ll = Va2 +y2

Siis ||(x,y)|| on tason pisteen (x,y) (geometrinen) etdisyys origosta (0,0).
Samoin

I(z,y) = (L,2)[ = (z = Ly = 2)[| = V(2 = 1)* + (y — 2)2

on tason pisteen (z,y) etiisyys pisteesté (1,2).
Epéiyhtilon
H($,y> - (172)” <1

toteuttavat ne tason pisteet (z,y), joiden etéisyys pisteesté (1,2) on pienempi
kuin 1. Niistd4 muodostuu siis tason 1-séteinen pallo, jonka keskipiste on (1, 2).
Pallon kuori ei kuulu mukaan.

Harjoitustehtiava 3.2.6. Tulkitse geometrisesti epayhtalo

1z, )l < NIz, y) = (L DI

3.3 Kolmioepayhtilo

Kolmioepéayhtdlo on yksinkertaisuudestaan huolimatta yksi matemaattisen
analyysin tarkeimmista tyokaluista.

Aloitetaan yksinkertaisella aputuloksella, jonka avulla kolmioepayhtalo
todistetaan.

Lemma 3.3.1. Kaikille reaaliluvuille x on

—lo| <@ <fal.
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TobIsTUS. Muistetaan, etta

7 r, kun z > 0,
€Tl =
—z, kun z < 0.

1. tapaus: x > 0 : —|z| <0 < |z| ja z = |z|.
2. tapaus: £ < 0: —|z|=—(—2)=zjar <0< —zx=|z|. O

Lause 3.3.2. (Kolmioepayhtilo) Kaikille z,y € R on voimassa
|z +y| < =] + [yl

ja
lz—y| < |z|+ |y|.

Tobistus. Koska —|z| < z < |z| ja —|y| <y < |y|, niin laskemalla ndmé
yhteen saadaan
—(lz[ +lyl) <z +y < fx] + ]yl

Siis

z+y| = z+y <zl +lyl, kunw+y 20,
—(z+y) <l|z|+|y|, kun x +y < 0.

Toisaalta lauseen alkuosan perusteella
[z —yl =z + (=y)| < |z| + [(=y)] = |z + |y.

O
Huomautus 3.3.3. Liséksi on voimassa

| 2] = ly| | < |z +y]
ja

2| =yl | < |z —yl
Kaikille z,y € R. Tama todistetaan kurssilla Analyysi 1.

Esimerkki 3.3.4. Olkoot z,y € R. Té&lloin
|z —y| < |z — z| + |z — y] kaikille z € R.
Tobistus. Olkoon z € R miké tahansa reaaliluku. Kolmioepayhtélon nojalla

[ —yl=lr—z2+z-yl=[r-2)+ -yl <|r—2+]|z-yl
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Kolmioepéyhtild pitee myds zy-tason pisteille: jos u, v ja w € R2, niin
Ju =l < lu—w| + [lw—wof.
Mieti mita tdma tarkoittaa geometrisesti.

Esimerkki 3.3.5. Arvioi lukua |% — 2 sin:c|, kun tiedetdin, etta % <z <2

Kolmioepéyhtalon mukaan

‘l—IQSinJJ‘ < l —i—‘xzsinx‘
x T
_ 1 + |2*| |sin z|
x
< l —I—‘xz‘
x
=1+x2
<244=6.

Kolmioepéyhtédlén voima on siind, ettd sen avulla summia padstddan ar-
vioimaan termeittéin.

3.4 Epayhtilsista

Hyvin monet matematiikassa esiintyvistd vaitelauseista voidaan kirjoittaa
epayhtalon muotoon. Epéyhtéloitd todistettaessa on erityisen téarkedd pitaé
mielessd péadttelyn suunta: miké on oletus ja miké véite.

Esimerkki 3.4.1. Olkoon a ja b reaalilukuja siten, ettd 0 < a < b. Osoita,
etta

asmg‘%bgb.

Tobistus. Todistettava viite koostuu kolmesta epéayhtalostéa:

a < Vab, @g“;b, ja a;bgb.

Kukin niista pitdé todistaa erikseen.

1° agx/ﬁz

Koska a < b ja molemmat ovat ei-negatiivisia lukuja, niin

aa < ab.

Siten

a:\/ﬁﬁ\/%.
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2° Vab < aT“’:
Todistetaan tdmé epéayhtdlo harjoituksen vuoksi kahdella eri tavalla.

Tapa 1: (Epésuora todistus)
Antiteesi: 3 luvut a,b € R siten, ettd 0 < a < b ja Vab > %’.
Télloin, koska vab > 0 ja GTH’ >0, on

2 b\? a2+ 2ab+ b2
ab = (Vab) >(a+ ) _ @ +2ab+ b7

2 4

Edelld epayhtdlo > saatiin antiteesistd. Nyt edellisestéd seuraa
4ab > a* + 2ab + b* eli a® — 2ab+b* < 0.
TAamé on ristiriita, silla

a® — 2ab 4+ b* = (a — b)* > 0.

Tapa 2: (Suora todistus)

s (e ()
:%(@@f—2%E+(¢®2+mG@
::%(@F—»QY+Q¢E)
> - 2Vab=Vab

Viimeisen rivin epéayhtélo saadaan yksinkertaisesti jattamalla nelicter-
mi summauksesta pois.

3°“T+b§b:
a—l—b_a b<b b
2 2 2=-92 92

Vilissé oleva epayhtilo < saadaan oletuksesta a < b.

O

Esimerkki 3.4.2. Jos a,b € R ja a® +b* > 1 — 2ab, niin a + b > 1.
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TobisTus. (“Lukiolaisen versio”)

a+b>1
(a+b)*>1elia®+2ab+b* > 1eli a® +b* > 1 — 2ab,

miké on oletuksen nojalla totta. Siispad a +b > 1. O

TAMA TODISTUS ON VAARIN, SILLA VAITE ON EPATOSI:
Jos

niin

a=—-2jab=0,

A+ =4>1=1-2ab

eli oletukset ovat voimassa, mutta silti

a+b=-2<1.

Ylla esitetyn “todistuksen” vikana on se, etté siind péadttely etenee viarain
suuntaan, viitteesté oletukseen.

Esimerkki 3.4.3. Osoita, ettd (n + 1)! > 2" kaikille n € N.

(n!l=1-2-3-...-n, 0l =1.)

Tobistus. Todistetaan viite induktioperiaatetta kéayttéen.

10

20

n=20:
O+ =1=1>1=2°

joten viitetty epayhtalo pétee, kun n = 0.
Induktioaskel:

Oletetaan, ettd epayhtialo pétee jollakin n = k, k > 0, ja osoitetaan,
ettd téastéd seuraa, ettd epayhtild on voimassa myos kun n = k£ + 1:

Induktio-oletus: (k + 1)! > 2.
Induktioviite: (k + 2)! > 2~F1,
Todistus:
(k+2!=1-2-3-...- k(k+1)(k+2)=(k+DI(k+2)
> 2%(k 4+ 2) > 28 . 2 =2k,

Epéyhtéloistd ensimméiinen saadaan induktio-oletuksesta ja toinen ar-
viosta k + 2 > 2, joka on voimassa koska k£ > 0.
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3.5 Nelioksi tiydentidminen

Nelioksi tdydentdaminen perustuu kaavojen
a? +2ab+b*=(a+b?* ja  a®—2ab+b* = (a—0b)?

hyodyntédmiseen. Ideana on yksinkertaisesti kirjoittaa toisen asteen polyno-
milauseke “vékisin” neliomuotoon, jolloin lausekkeen kéyttdytymisen tutki-
minen on helpompaa.

Nelioksi tdydentamisen havainnollistamiseksi tutkitaan toisen asteen po-
lynomifunktiota f : R — R, f(x) = ax?® + bx + ¢, ja erityisesti sen tiettyji
erikoistapauksia.

(i) f(x) = 2* perusparaabeli
(i) f(z) = az?, a € R; perusparaabelin “skaalaus ja/tai peilaus”.
(iii) f(z) = (x —d)*. Nyt f(z) =0 <= =z = d, eli kyseessd on peruspa-
raabelin “z-akselin suuntainen siirto”.
(iv) f(x) = 2 + ¢; “y-akselin suuntainen siirto”.

Kaikki muotoa f(x) = ax?® + bx + ¢, a,b,c € R olevat kiiyrit saadaan
perusparaabelisti 2 operaatioilla (ii)-(iv). Tdmé nihdiin nelicksi tdyden-
tédmisen avulla.

Esimerkki 3.5.1. Esimerkkeja nelicksi tdydentdmisesta:
(a) Hahmottele funktion f(z) = z? — 6x + 7 kuvaajaa.
Taydennetddn f:n lauseke nelioksi:
fl@)y=a"—6z+7=("+2-2-(=3)+(-3)%) = (=3)*+7
= (-3 -9+7=(z—3)7-2.

Funktion f kuvaaja saadaan siis siirtéimélli perusparaabelin 22 kuvaa-
jaa 3 “yksikkod” oikealle ja 2 alas.

(b) Hahmottele funktion g(z) = x — 522 kuvaajaa.
g(x) =z — 52% = =5 (QZQ — %Qj)
-5 (e () + () - ()
2
=5 ((- %)~ %)
=-5(-5) "+

Siten ¢g:n kuvaaja saadaan perusparaabelista seuraavilla operaatioilla:

siirto oikealle 1—10, skaalaus kertoimella 5, peilaus x-akselin suhteen ja

lopuksi siirto 2% ylos.
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(c) Ratkaise epiyhtilé 322 — 4z — 2 > 0.

3x2—4x—2:3(:c2—§x—§)

Siten
302 —4xr — 2> 0 — (x—§)2>§
= |z -2 >0

o

<= x:n etdisyys luvusta 5 suurempl kuin ¥
= o< 200 taj g > Y0,

Tietysti on muitakin tapoja ratkaista tehtéava.

3.5.1 Kartioleikkauksista

Palautetaan mieleen ympyrén, ellipsin ja hyperbelin yht&lot:

e Ympyri, jonka keskipiste on (g, o) ja séde r > 0 koostuu niisté tason
pistepareista (z,y), joiden etéisyys keskipisteestéd on 7:

H(‘Tvy) - ('r07y0)H =r <= ($—x0)2+(y—y0)2 :1”27
miké voidaan kirjoittaa muodossa

(x - 170)2 (y - yo)2
2 + 2
T T

= 1.

e Ellipsi, jonka keskipiste on (xg, 3o) ja puoliakselit ovat koordinaattiak-
selien suuntaiset, pituuksiltaan a ja b, on esitettavissd muodossa

(x — 20)? n (y — 40)°
a? b?
Ympyré on siis erikoistapaus ellipsisté; se on ellipsi, jonka puoliakselien
pituudet ovat yhtéasuuret.

= 1.

e Hyperbelit, joista entuudestaan tuttuja ovat ainakin seuraavat kolme
tyyppia:

(i) Hyperbelin
(z —m0)*  (y—w)? -1
a? a b? B

keskipiste on (zg, yo) ja asymptoottiset suorat
|a]

—yo = £ (z — 0).
Y Yo |b|(x x(])
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(i) Edellisen liittohyperbeli:

2 )2
a? b?
eli ) )
C-w)? _ w-wf _
a? b2 T
Sama keskipiste ja asymptoottiset suorat kuin edellisessé tapauk-
sessa.

(i)
(x —x0)(y — yo) = k, k # 0.

Asymptoottiset suorat y = yy ja x = xo.

Yleinen tilanne: Tutkitaan niiden pisteparien (z,y) € R? joukkoa, joille

az® + by? + cry +dr +ey+h =0.

Tésséd a,b,c,d, e, h € R ja vahintdédn yksi niistd poikkeaa nollasta. Osoittau-
tuu, ettd yhtélon ratkaisujoukko esittéé jotain seuraavista (jossakin koordi-
naatistossa):

pistettd (= nollaséteinen ympyra),

suoraa (kun a =b=c=0),

kahta suoraa (esimerkiksi z* — 1 = 0 tai zy = 0),
ympyraa,

ellipsia,

paraabelié,

hyperbelié,

tyhjii joukkoa @ (esimerkiksi 2% + 2 = 0).

Esimerkki 3.5.2. Seuraavassa kaksi esimerkkii kartioleikkauksista.

(a)

Millaista joukkoa esittdé yhtélon
20+ — 42 —10=0

ratkaisujoukko?
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Yhtélossa ei esiinny “sekatermid” xy, joten voimme kéyttdd nelioksi
taydentdmisté erikseen sekd x:n ettéd y:n suhteen:

(\/ﬁx)2 —2v2(V2z) +2+y* — 12
(V2r —v2)" +42 — 12
2

(x—1)2+y*—12=0,

22% +y* — 4z — 10

josta saadaan
r—1)2 2
( 3 R
(vV6)"  (2v3)
Siis ratkaisujoukko on ellipsi, jonka keskipiste on (1,0) ja puoliakselien
pituudet V6 ja 2/3.

(b) Millaista joukkoa esittééd yhtélon

ry — 2z =1

ratkaisujoukko?

Muistetaan, ettd xy = k on hyperbeli.
ry—2r=1 < z(y—2)=1.

Siis ratkaisujoukko on hyperbeli, jonka asymptootiset suorat ovat z = 0
(y-akseli) ja suora y = 2. Taméi hyperbeli saadaan tutummasta hyper-
belistd zy = 1 “nostamalla” sité 2 yksikkoa.

Esimerkki 3.5.3. Olkoon meilld annettu origokeskeinen hyperbeli

.732 y2_1
a2

Mita kertovat luvut a ja b?

Koska hyperbelin ja x-akselin leikkauspisteissd on y = 0, ndméa leikkauspis-
teet saadaan yhtalostéa
2
x
— =1 x==a
a

Sen sijaan y-akselia hyperbeli ei leikkaa, silla yhtalolla

_b_2:1

ei ole ratkaisuja.
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Maaritetddn seuraavaksi asymptoottiset suorat:

2 2 2 2
x y_ y_:l,’
peR TR
2 b22 2
— Yy =27 —b
a
b2

Mitd tapahtuu, kun |x| on hyvin suuri?
b2 b 2
Y AP N Ly U
a? |a| x?
~1
B2 kun |z| — oo.

Siten hyperbeli ldhestyy (asymptoottisesti) suoria y = £
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Luku 4

Funktioista

4.1 Funktioihin liittyvia peruskésitteita

Funktio eli kuvaus on ehdottomasti yksi matematiikan keskeisimmista kasit-
teitd. Matematiikan opiskelija torméé funktioihin jokaisella kurssilla, ja siksi
funktioihin liittyvien méaritelmien ja késitteiden hallinta on erittdin térkeéa.

Maaritelmi 4.1.1. Olkoot A ja B mita tahansa epétyhjid joukkoja. Kuvaus
eli funktio
f:A—B

on sdanto, joka liittdd jokaiseen joukon A alkioon a € A tésmiilleen yhden
joukon B alkion f(a) € B.

Tata merkitdén myos a — f(a) (a € A, f(a) € B), ja sanotaan, etti
f(a) on funktion f arvo pisteessi a € A, tai ettd f(a) on a:n kuva (tai
kuvapiste) kuvauksessa f, tai etté alkio (piste) a kuvautuu alkioksi (pisteeksi)
f(a) kuvauksessa f.

Joukkoa A kutsutaan kuvauksen f : A — B mddrittelyjoukoksi tai lihto-
joukoksi, ja joukkoa B kuvauksen maalijoukoksi.

Huomautus 4.1.2. Kuvaus muodostuu siis kolmikosta (f, A, B). Erityisesti
kaksi kuvausta f : A — B ja g : C — D ovat samat, jos A =C, B =D ja
f(x) = g(x) kaikilla z € A= C.

Esimerkki 4.1.3. Esimerkkeja erilaisista kuvauksista:

(a) Olkoot A = {a,b,c}, B ={1,2,3,4}. Mééritelladan funktio f : A — B
seuraavasti:
fla) =2, f(b) =3, f(c) =2
Nyt siis f(a) = f(c), mutta tété ei ole milldén tavalla kielletty kuvauk-
sen médritelméssa.
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(b) Ympyrikiekon pinta-ala P riippuu ympyrin séiteesti r kaavan P = 7r?
mukaisesti. Tamé vastaavuus méérittelee funktion

P :[0,00[— [0,00[, P(r) = 7r’.
(c¢) Olkoon

A = {Miesten EM-maratonin osanottajat} ja

B = {Euroopan valtiot }.
Madéritelladn kuvaus f: A — B, f(x) = xn edustama valtio. Silloin

f(Janne Holmén) = Suomi.

(d) Olkoon

P = {toisen asteen polynomifunktiot}
={P: P:R — R, P(r) = ax’ + bz + ¢, missi a,b,c € R}.

Maaritellaan kuvaus
1
f:P—=R, f(P) :/ P(z)dx.
0

Siis esimerkiksi jos Q : R — R, Q(x) = 2? + 3, niin Q € P ja

f(Q) —/01513'24-361%_3%.

(e) f[*R—=R, f(z) =241 (tal z — 2> + 1).
(f) f:R2 >R, f(z,y) = (22 +y,z — 3y). Siis esimerkiksi
f,=1)=2-14+(-1),1=-3-(=1)) = (1,4).
f(2,1) = (5,1).
4.1.1 Kuvajoukko ja alkukuva

Maaritelma 4.1.4. Olkoon f : A — B kuvaus. Joukon U C A kuvajoukko
on joukko

fU)={f(a) :a €U}
={be€ B:da €U siten, ettd f(a) =b} C B

eli joukon U pisteiden kuvapisteiden muodostama joukko.
Joukon V' C B alkukuva on joukko

f'V)y={acA: fla)cV}CA

eli ne pisteet, jotka kuvautuvat joukkoon V.
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Huomautus 4.1.5. (i) Erityisesti
f(A)={f(a):a€c A} C B

on kuvauksen f kuvajoukko. Nyt siis f(A) C B, mutta ei tarvitse olla f(A) =
B. Esimerkiksi tastd kelpaa Esimerkin 4.1.3 kohta (a) tai funktio

g:R =R, g(x)=2°

(ii) Joukon V C B alkukuva f~!(V) kuvauksessa f : A — B on aina
méadritelty (olivatpa f, A ja B mitd tahansa). Se voi olla tyhja joukko, koko
joukko A tai jotain néiden valilta.

Esimerkki 4.1.6. Esimerkkeja kuvajoukoista ja alkukuvista.

(a) Olkoot
A={a,b,c}, B=1{1,2,3,4}

ja médritelladn kuvaus f : A — B kuten Esimerkin 4.1.3 kohdassa (a):
Olkoot Uy = {a,b}, Us = {a,c}, Vi ={1,4} ja Vo = {1,2}. Talloin

f(Uh) ={2,3}
f(Uz) = {2}
i) =0

f7H(v2) = {a, c}
Huomaa, ettéi vaikka Uy = f~1(V3), niin f(Us) # Vs.

(b) Olkoon f: R — R, f(z) = 2? — 2. Olkoot U = [0,2] ja V = [-1,1].
Médritetadn f(U) ja f~1(V).

Maéritelmén mukaisesti
fO)={fx):v2cU={2*-2:2€]0,2]} =[-2,2]
ja
fV)={zeR: f(z) eV}
={reR:2?-2¢[-1,1]}
={reR:-1<2°-2<1}
={rcR:1<2*<3}
={zeR:1<|z] <V3)
= [—V3,-1]U[1,V3].
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(c) Olkoon f:R* — R? f(x,y) = (22 +y,z — 3y). Olkoot

U={(z,y) eR*:y=ix+1},
V ={(u,v) € R* :u=v}.

Médritetadn f(U) ja f~1(V).

fU) ={f(z,y): (z,y) €U}
={(2z+y,x—3y):y =32+ 1,z € R}

={@2z+3z+1l,2—2—-3): xR}
={(32+1,-3):z € R}
={(u,v) €eR*:v = -3, ucR}.

V) ={(z,y) eR*: f(z,y) €V}

=u =v
eR’: 2z +y,z—3y) eV}
€R*: 22 +y =21 — 3y}
€ER?: 4y = —x}

1
r,y) €ER? 1y = ——z}.

4
(d) Olkoon

A = {Miesten EM-maratonin osanottajat}
B = {Euroopan valtiot}
f:A— B, f(x) = x:n edustama valtio

Talloin

f(mitalistit) = {Suomi, Viro, Espanja},
f'({Suomi}) = {Holmén, Pesonen}.

(e) Olkoon f: A — B kuvaus, ja olkoot V; C B ja V5 C B joukkoja siten,
ettd V) C V4. Talléin
() € fH (1)
TonisTus. Olkoon z € f~1(V}) mielivaltainen. Meidéin on osoitettava,
ettd z € f1(V5):

Koska x € f~!(V}), niin alkukuvan méiritelmén mukaan f(z) € V.
Koska Vi C V5, niin téstd seuraa, ettd f(z) € Vs, Siten alkukuvan
midritelméin nojalla € f~1(V4), mikéd haluttiinkin osoittaa. O
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4.1.2 Yhdistetty kuvaus

Maaritelma 4.1.7. Olkoot g : A — B ja f : B — C kuvauksia. Talloin
niiden yhdistetty kuvaus on kuvaus

fog:A—=C,(fog)(a)= f(g(a)).

(Huomaa jérjestys!)

Esimerkki 4.1.8. Esimerkkeja kuvausten yhdistdmisesté.:

(a)

Olkoot
fR—=R, f(x)=3z+1
g:R—=R, g(z)=sinx
Talloin
fog:R—=R, (fog)(z)= f(g9(x)) = f(sinz) = 3sinz + 1,
gof R—R, (gof)(x) = g(f(x)) = g3z +1) = sin(3z + 1).
Erityisesti siis f o g # g o f, vaikka molemmat ovat kuvauksia R — R.
Olkoot
fiR* =R, f(r,y) =z +y,
g:R—=R? g(t) = (t*,2—1).
Talloin
fog:R—TR, (fog)(t) = flg(t)) = f(t?,2—1t) =t*+2—t =t*— 1 +2
ja
gof:R* = R? (g0 f)(z,y) = g(f(z,y)) = g(x +y)

=((z+9)%2 - (z+y))
= (2® + 22y + 9%, 2 —x — ).

Siis yhdistetyt kuvaukset f o g ja go f ovat molemmat olemassa, mut-
ta kuvauksen f o g sekd médarittely- ettd maalijoukko on R, kun taas
kuvauksen g o f kohdalla miirittely- ja maalijoukko on R2.

Olkoot

[ R =R, f(x,y) =2+,
g:R—R, g(t) =t

Talloin
gof:R* =R, (g0 f)(z,y) =9g(f(z,y) = g(z +y) =2+ 2zy + °,

mutta yhdistettyd kuvausta f o g ei ole olemassa.
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Yhteenveto. Olkoot f ja g kuvauksia.
(i) Yleensi ei ole olemassa yhdistettyja kuvauksia f o g tai go f.

(ii) Vaikka esimerkiksi f o g olisi olemassa, niin g o f:n ei tarvitse olla
médritelty.

(iii) Vaikka fog ja gof olisivat molemmat méériteltyjd, niin ne yleensé eivdt
ole samat. (Jos et muista, niin kertaa mitd vaaditaan, jotta kuvaukset
olisivat samat.)

Esimerkki 4.1.9. Olkoon f : R — R, f(z) = 2%+ 1. Nyt voidaan muodostaa
yhdistetty kuvaus

fof :R—=R, (fof)(z)=f(f(z))=f(a"+1)
=@+ 1) +1=0"+227 42
ja edelleen
fo(fof):R—=R, fo(fof)(x)= f(z"+22°+2)

= (2" +22°+2)* +1

=2+ 425 + 82 + 827+ 5
ja niin edelleen. Usein merkitdéan

fr=foforof
n kpl

ja sanotaan, ettd f™ on f:n n:s iteraatio.

4.2 Kuvausten ominaisuuksia

4.2.1 Injektio ja surjektio

Olkoon f : A — B kuvaus. Talloin voi aivan hyvin 16ytya kaksi eri pistetté
ai,as € A niin, ettd f(a;) = f(aq). Toisaalta voi 16ytyd piste b € B, jolle
f(a) # b kaikilla pisteilld a € A, toisin sanoen mikééin joukon A pisteistéa
ei kuvaudu pisteeksi b. Kuvaukset, joissa e: tapahdu jompaa kumpaa tai
kumpaakaan naistd ilmioistd, ovat matematiikassa erikoisasemassa.

Esimerkki 4.2.1. f: R — R, f(z) = sin(z). Nyt
f(0) = f(2m) = f(4m) = 0
ja
fx)#10 VaxeR, silli —1< f(x) <1

Funktio f on siis esimerkki kuvauksesta, jolla on molemmat edelld mainitut
ominaisuudet.
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Maiaritelma 4.2.2. Kuvaus f : A — B on injektio, jos se kuvaa eri pisteet
eri arvoiksi, eli jos pétee

ai 7é ay — f(al) 7é f(ag) kaikille a1, 02 € A.
Esimerkki 4.2.3. Injektioita ja ei-injektioita:
(a) Kuvaus f: R — R, f(z) = sin(x) ei ole injektio, silld f(0) = f(2).

(b) Aiemmin esilld ollut “maratonkuvaus” (ks. Esimerkki 4.1.3) ei ole in-
jektio, silla f(Holmén)= f(Pesonen)=Suomi.

Huomautus 4.2.4. Injektiivisyys voidaan ilmaista myos seuraavilla tavoilla:

(i) f: A — B injektio <= jokaiseen pisteeseen b € B kuvautuu korkein-
taan yksi (siis tasan yksi tai ei yhtdin) méérittelyjoukon A alkio.

(ii) f: A — Binjektio <= ehdosta f(a1) = f(az2) seuraa a; = a, kaikilla
ai, Qs € A

ToDISTUS. "=": Antiteesi: Ja;,ay € Asiten, ettid f(a;) = f(ag), mutta
a; # ag. Talloin f ei kuitenkaan voi olla injektio, silla se kuvaa eri
pisteet a; ja ay samaksi arvoksi. Niinpd antiteesi on epétosi ja viite
totta.

"<": Olkoot ay,ay € A siten, ettd a; # as. Jos olisi f(a;) = f(az), niin
oletuksesta seuraisi a; = ay, miké olisi ristiriita. Siispa f(a1) # f(a2).
Néin ollen f on injektio. O

Esimerkki 4.2.5. Injektiivisyyden tutkiminen:
(a) Tutki, onko kuvaus
iR =R, f(r,y) =2~y
injektio vai ei.
Kaytetddn edellisen huomautuksen kohtaa (ii). Oletetaan, etta pistepa-

rit (z,y), (2',y') € R? ovat sellaisia, ettd f(z,y) = f(2,y’). Seuraako
téastd, ettd (z,y) = (2/,y')?

flz,y)=f@'y) = v—y=d"—y <<= -2 =y—y.

Huomaamme, ettd yhtdsuuruus f(z,y) = f(2/,y") voi olla voimassa
vaikka olisi © # 2’ ja y # 1. Esimerkiksi

F(1,2)= -1,
£(3,4) = —1.

Siten f ei ole injektio.
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(b)

Tutki, onko kuvaus
FiR— R F(H) = (21, 8)
injektio vai ei.
ft) = f(s) = (2t,8°) = (25,5°)

=2 =2sjati=s
=1t=-s.

3

.. f on injektio.

Injektiivisyyden ohella toinen tarked kuvausominaisuus on surjektiivisuus.
Némé kaksi ominaisuutta ovat toisistaan riippumattomia: injektiivisyyden
perusteella ei voi (yleisesti ottaen) paatelld mitdan kuvauksen surjektiivisuu-
desta, ja péainvastoin.

Maéritelmi 4.2.6. Kuvaus f : A — B on surjektio, jos f(A) = B, eli jos
jokaisella b € B on olemassa ainakin yksi a € A siten, ettd f(a) = b.

Esimerkki 4.2.7. Surjektioita ja ei-surjektioita:

(a)

(b)

Olkoon f “maratonkuvaus”. Mitd tarkoittaa surjektiivisuus tésséd ta-
pauksessa?

Kuvaus

fR—=R, f(xr)=sinzx
ei ole surjektio, silld kuvajoukko f(R) = [—1,1] # R. Sen sijaan kuvaus
g:R—[-1,1], g(x) =sinz
on surjektio. Huomaa, ettd f ja g ovat eri kuvauksia!

Olkoon
fiR* =R, f(r,y) =2~y
Onko f surjektio?

Olkoon ¢t € R miké tahansa. Loytyyko lukuparia (z,y) € R? siten, ett#

fla,y) =7
flz,y) =t <= z—y=t.

Jos valitaan (z,y) = (¢,0) € R?, niin silloin

f(x,y) :f(t,O) =1

Taméa voidaan tehda kaikille t € R, joten méédritelmédn mukaan f on
surjektio.
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(d) Olkoon
f:R—R2 f(t) = (2t,t%).

Onko f surjektio?
Olkoon (z,y) € R? mielivaltainen. Loytyyko alkiota ¢t € R siten, etté
f(t) = (z,y)?
ft) = (z,y) = (2,1°) = (z,y)
= =2t ja y=1t>= (—x)sz—x.

[\

Mutta nyt (z,y) ei saa enéé olla mielivaltainen, koska on oltava y = %x?’.

Esimerkiksi, jos on (z,y) = (2,0) (huomaa: 0 # 1 = £ - 2%), niin

f(t) = (2,0) <= (2t,%) = (2,0)
= A =2jat’=0
<= t=1jat =0 ristiriital

Koska siis f(t) # (2,0) kaikilla t € R, ei kuvaus f ole surjektio.

Maiaritelma 4.2.8. Kuvaus f : A — B on bijektio, jos se on seké injektio
ettd surjektio.

Muista. Injektiivisyyteen ja surjektiivisuuteen liittyen on hyva muistaa, etta

(i) injektiivisyys ja surjektiivisuus ovat toisistaan riippumattomia ominai-
suuksia. Kumpikaan ei seuraa toisesta.

(ii) yleensé kuvauksella ei ole kumpaakaan néistd ominaisuuksista.

4.2.2 Kaiaanteiskuvaus

Olkoon f : A — B kuvaus. Jos f on bijektio, eli siis sekd surjektio ettd
injektio, niin jokaista b € B vastaa tdsmélleen yksi a € A siten, ettd f(a) = b:
surjektiivisuuden nojalla annetulle b € B 16ytyy ainakin yksi tallainen alkio
a € A, ja injektiivisyys puolestaan takaa sen, ettei mikdin muu joukon A
piste voi kuvautua b:ksi.

Siten on olemassa sdanto, joka liittdd jokaiseen joukon B alkioon tdsmaél-
leen yhden joukon A alkion. Niin saadaan kuvaus g : B — A, jolle g(b) =
“se yksikésitteinen a, joka toteuttaa yhtalon f(a) = b”.

Maaritelma 4.2.9. Olkoon f: A — B kuvaus. Kuvaus g : B — A on fmn
kddnteiskuvaus, jos

f(g(b)) = b kaikilla b € B
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ja

g9(f(a)) = a kaikilla a € A,

toisin sanoen

ja

fog:B — B on joukon B identtinen kuvaus

gof:A— Aon joukon A identtinen kuvaus.

Jos kédnteiskuvaus on olemassa, se on yksikésitteinen ja sitd merkitdan
symbolilla f~!: B — A.

Yleenséa annetulla kuvauksella ei ole kddnteiskuvausta. Riittava ja vélt-
taméton ehto kadnteiskuvauksen olemassaoloon on kuvauksen bijektiivisyys.

Lause 4.2.10. Olkoon f : A — B kuvaus. Tdlldin

on olemassa kéidnteiskuvaus f~': B — A <= f on bijektio.

TODISTUS.

“=" oletetaan, ettd f:1ld on kddnteiskuvaus, ja osoitetaan tdmén perusteella

f:n olevan seké injektio ettd surjektio.

1° f on injektio: Olkoon ay, as € A siten, ettd f(a1) = f(az). Haluamme
osoittaa, ettd a; = ao.

Kaanteiskuvauksen mééritelmén ja oletuksen f(ay) = f(aqg) avulla
saamme

ar = [T (f(a)) = [ (f(az) = az.
Siten f on injektio.

2° f on surjektio: Olkoon b € B mielivaltainen. Haluamme l6ytaa alkion
a € A siten, ettd f(a) = b.

Nyt alkiolle f~!(b) € A (alkion b kuvapiste kuvauksessa f~': B — A)
patee

FUH0) =0,
joten etsitty alkio a 16ytyy kun valitaan a = f~(b). Siten f on surjektio.

. oletetaan, ettd f on bijektio, ja osoitetaan tdmén perusteella, ettéa f:114

on olemassa kaanteiskuvaus.

Maaritellaan kuvaus

g:B— A, g(b) ="se a, jolle f(a) =b".
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Tamé todellakin méérittelee kuvauksen, silld bijektiivisyyden nojalla
jokaisella b € B on olemassa tasmélleen yksi a € A siten, ettd f(a) = b.
On helppo néhda, etta

f(g(b)) = b kaikilla b € B

ja
g(f(a)) = a kaikilla a € A,

joten g on f:n kainteiskuvaus.

O

Esimerkki 4.2.11. Olkoon f : R — R, f(z) = 3z — 1. Osoitetaan, ettd f
on bijektio ja etsitddn sen kadnteiskuvaus.

1° f on injektio:
fle)=fly) <= 3z—-1=3y—1 <= z=uy.

Erityisesti siis ehdosta f(z) = f(y) seuraa aina x = y, eli kuvaus f on
injektio.

2° f on surjektio: Olkoon ¢ € R mielivaltainen. Halutaan 16ytaa x € R
siten, ettd f(z) = t.

f@)=t <= 3z —-1=t <= v =t+1 < z =44
Siis f(&1) =t.

. 1°ja 2° = f on bijektio = f:1l4 on kéddnteiskuvaus ja se on

FURSR, =T
silla
rorim = () =t
o) = e - = DL,

Huomaa, ettd kddnteisfunktion lauseke l16ydettiin kuvauksen surjektiivisuu-
den osoittamisen yhteydessa.

Huomautus 4.2.12. Ali sekoita alkukuvaa ja kidnteiskuvaustal!
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(i) Jos f : A — B on kuvaus, niin joukon V' C B alkukuva f~'(V') on
aina olemassa, kun taas kddnteiskuvaus f~! : B — A on olemassa jos
ja vain jos f on bijektio.

(ii) Olkoon f: A — B bijektio ja b € B. Jos merkitdin V = {b} C B, niin
FRV) =404,

ts. joukon V = {b} alkukuva on sama kuin alkion b € B kuvapisteen
f71(b) muodostama joukko.

Lause 4.2.13. Jos f : A— B ja g : B — C ovat bijektioita, niin yhdistetty
kuvaus

gof:A—C, (g0 f)(x)=g(f(x))
on bijektio, ja sen kddnteiskuvaus on
(gof)™=f"log "
TobIsTus.
1° g o f on injektio:

Olkoot aj,as € A,a; # ao. Téll6in f:n injektiivisyyden perusteella a,
ja ao kuvautuvat eri pisteiksi,

flar) # f(a2),
josta taas ¢:n injektiivisyyden nojalla seuraa
9(f(a1)) # 9(f(az)),
eli
(g0 f)(ar) # (go f)(az).

Siten g o f on injektio.

2° go f on surjektio:
Olkoon ¢ € C'. Haluamme loytda a € A siten, etta

(g0 f)la) =c.
Koska g : B — C on surjektio, on olemassa b € B siten, ettd
g(b) = c.
Koska f : A — B on surjektio, on olemassa a € A siten, etté
fla@)=b,

Siten
(go f)la) =g(f(a)) = g(b) =c.



3° go f:n kisinteiskuvaus on f~1o g7

Koska f ja g ovat molemmat bijektioita, ovat késinteiskuvaukset f=! :
B — Ajag!:(C — B olemassa. Lisiksi niiden yhdistetty kuvaus
flog™ : C' — A on hyvin mééritelty. Kddnteiskuvauksen méiritelméin
perusteella saamme

(gof)o(fog)e)=(g0f)(f " og7 (c))

kaikille ¢ € C. Vastaavasti

(ftogolgoflla)=(ftog )go fla))
= g 9(f(a))))
= (f(a)=a

kaikille a € A. Siten g o f:n ki#nteiskuvaus on f~to gt
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