JOHDATUS MATEMATIIKKAAN

"Toitteko minulle ihmisen, joka ei osaa laskea sormiaan?”
Kuolleiden kirja

JYVASKYLAN YLIOPISTO
MATEMATIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS






Alkusanat

Tama tiivistelma on allekirjoittaneen vuosina 2004 ja 2005 pitdmistd johdatus
matematiikkaan -kurssien luennoista. Luentotiivistelmén tarkoitus on osaltansa
helpottaa matematiikkaa aloittavien opiskelijoiden urakkaa ja myoskin olla yritys
yhtendistdd eri vuosina luennoitavien johdantokurssien siséltod. Olen luentoja
laatiessa pitdnyt pédasiallisena ldhteend Lauri Kahanpéain, Harri Hogmanderin
ja Matti Hannukaisen monistetta [3]. Myos kurssia aikaisemmin luennoineilla,
erityisesti Petri Juutisella ja Esa Jarvenpéaalld, on ollut vaikutusta sisaltoon.

Jyvaskylassa syksylla 2005

Antti Kdenmaki
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1. Mitd matematiikka on?

Matematiikka ei ole pelkédstddn mekaanista laskemista ja kaavaan sijoittamista.
Usein itse laskeminen onkin matematiikan tekemisessé vain apuvilineen roolissa.
Sanotaan, ettd matematiikka on tietyistd alkuehdoista (aksioomat) johdettavien
deduktiivisten paattelyketjujen (todistusten) muodostamia tosia lauseita, teoree-
mial. Siten matematiikassa, piin vastoin kuin muissa tieteissi, ei ole korjauksia,
vain laajennuksia.

Matematiikassa tehtéavit péadttelyt ovat siis deduktiivisia. Monisteen [2] mukaan
deduktio on paittelya yleisesté yksityiseen ja padttely on deduktiivinen, jos se
sdilyttdaa totuuden eli jos johtopéadtos on oletusten looginen seuraus. Deduktio on
perdisin kreikkalaisilta. Eukleideen geometrian kirjassa Elementa (Alkeet) otet-
tiin muutamia viitteitéd, joita ei millddn tapaa todistettu, péadttelyn ldhtokoh-
diksi. N&itd ilmeisié tosiasioita eli aksioomia hyvéksi kiyttéden perusteltiin kirjan
muut viitteet. Kattava esitys matematiikan historiasta 16ytyy kirjasta [1].

Kuva A. Apukuva Pythagoraan lauseen todistukseen.

ESIMERKKI 1.1 (Pythagoraan lauseen todistus). Halutaan osoittaa, ettd suora-
kulmaiselle kolmiolle pétee

a®+ b =
missé a ja b ovat kateettien pituudet ja ¢ hypotenuusan pituus. Kuvan A avulla
havaitaan, ettd kuvan ison nelién pinta-ala on (a+0)? = a?+ 2ab+b? ja toisaalta
se on my&s neljin kolmion ala plus pienen nelién ala eli 4% + ¢? = 2ab+ ¢*. Néin
ollen a® + 2ab + b> = 2ab + 2, eli a® + b> = ¢? niinkuin haluttiinkin.

Perustelu nayttad aukottomalta. Onko taméa todistus Pythagoraan lauseelle? Léa-
hemmin tarkastellen huomataan, ettd padttelyssa kiytettiin esimerkiksi tietoa

1Usein my6s sanotaan, etté matematiikka on sitd mitid matemaatikot tekeviit.



8 JOHDATUS MATEMATIIKKAAN

(a+b)? = a® + 2ab+ b? ja suorakulmaisen kolmion alan kaavaa. Ilmeisté on, etti
namé eivat ole aksioomia, joten niiden on seurattava jostain. Seuraavat kuviot
perustelevat edelld mainitut tiedot:

Kuva B. Suorakulmion alasta saadaan johdettua esimerkiksi neliéimis-
kaava ja suorakulmaisen kolmion alan kaava.

Seuraavaksi voisi sitten kysya miksi suorakulmion ala on sivujen pituuksien tulo
ja miksi yhdenmuotoisilla kolmioilla on sama ala. Néin jatkaen lopulta péés-
taan tilanteeseen, jossa jokainen vélivaihe on perusteltavissa aksioomilla. Tamé
on todistus Pythagoraan lauseelle. Tosin yleensé néin pitkélle ei tarvitse menna.
Usein sanotaankin, ettd todistus on pééttelyketju, joka on perusteltu tarkasti.
Téssé tarkasti perusteleminen tarkoittaa sité, ettéd jos voidaan perustella péadtte-
lya aikaisemmin osoitetuilla tai muuten tunnetuilla tuloksilla, niin tehd&an niin.
Néin ollen Esimerkin 1.1 paattelyketjua voidaan pitédé todistuksena Pythagoraan
lauseelle.

Télla kurssilla osa materiaalista perustellaan aksiomaattisesti, esimerkiksi paét-
telysddannot luvussa 2, ja osassa taas ldhdetaén liikkeelle "keskeltd”, esimerkiksi
joukko-opin kanssa luvussa 7. Joukko-opin aksioomia voi tarkastella esimerkiksi
monisteen [3] kappaleesta 7.2.

Harjoitustehtavia

1.1. Kaupunkisuunnistaja etenee pohjoiseen a metrié, hissilld ylospéain b metrié
ja itdén ¢ metria. Miké on suunnistajan kulkema matka linnuntieta pitkin?
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2. Paattelemisesti ja lauselogiikasta

”»

Logiikka (kreik. logos "sana”, "jarki”) on oppia oikeasta ajattelusta. Monisteen
[2] mukaan logiikka on kiinnostunut totuuden siilyttdvistd padtelmista, joissa
johtopéitos on oletusten looginen seuraus. Logiikkaa, joka tutkii véitelauseita ja
niiden vélisid suhteita, sanotaan lauselogiikaksi. Téssé vditelause on lause, joka
on joko totta (merk. T) tai epétotta (merk. E).

ESIMERKKI 2.1. Seuraavat lauseet ovat vaitelauseita:

(a) 5> 18,

(b) Hauki on kala,

(c) 9>9,

(d) Naisilla on pitkdt hiukset.

Koska ne ovat viitelauseita, on niilld my6s totuusarvot. Mitka ne ovat? Seuraavat
lauseet taas eivét ole véitelauseita:

(e) 243 — /5,
(f) Naisella on pitkét hiukset,
(g) Tamé lause on epétosi.

2.1. Loogiset konnektiivit. Loogisia konnektiiveja ovat implikaatio "=",
ekvivalenssi <7 negaatio "—", konjunktio "A” ja disjunktio "V”. Yhdistelemélla
véitelauseita loogisilla konnektiiveilla saadaan molekyylilauseita (ts. uusia viite-
lauseita). Luetteloa, jossa esitetddn kuinka molekyylilauseen totuusarvo riippuu
siind esiintyvien véitelauseiden totuusarvoista sanotaan totuustaulukoksi. Totuus-
taulukoiden avulla voidaan loogiset konnektiivit méaritelld tdsméllisesti. Naméa

médritelmét ovat lauselogiikan aksioomia.

Olkoot P ja @ vaitelauseita. Méaritellaan implikaatio ja ekvivalenssi seuraavasti:

Implikaatio: Ekvivalenssi:

Pl Q| P=Q Pl Q| P&sQ
T | T T T | T T

T | E E T | E E

E| T T E| T E

E | E T E | E T

Implikaatio P = ) voidaan lukea "jos P, niin )7 tai "P:stéd seuraa " tai Q)
on valttaméton ehto P:lle” tai 7P on riittéava ehto @:1le” tai ”P vain jos Q)”. Jos
esimerkiksi P = "sataa” ja () = "on pilvistd”, niin (P = ) = "jos sataa, niin
on pilvistd”. Huomaa, ettd molekyylilause P = () méaériteltiin todeksi aina kun
P on epétosi. Tamé johtuu siitd, ettd padttelyn oikeellisuus ei riipu oletuksen
oikeellisuudesta. Jos nimittdin P = "hauki on hevonen ja hevoset ovat kaloja” ja
(2 = "hauki on kala”, niin P = () virheeton padtelma.
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Ekvivalenssi P < () voidaan taas lukea ”P on yhtapitavda Q:n kanssa” tai "P
jos ja vain jos )" (mika usein kirjoitetaan ”P joss ()”) tai ”P tdsmaélleen kun Q).
Huomaa, etté ekvivalenssilla tarkoitetaan implikaatiota molempiin suuntiin.

Maaritelladn negaatio, konjunktio ja disjunktio seuraavasti:

Negaatio: Konjunktio: Disjunktio:

P | P Pl Q| PANQ Pl Q| PVvQ
T| E T[T T T[T T
E| T T[] E E T|E T

E| T E E| T T
E | E E E | E E

Negaatio =P luetaan "ei P” tai "ei ole totta, ettd P” tai " P ei pade”. Esimerkiksi,
jos P = 7sataa”, niin =P = "ei sada”. Konjunktio P A () taas luetaan "P ja )"
ja disjunktio PV @ luetaan "P tai ()”. Huomaa, etté disjunktio ei ole "joko-tai”.

2.2. Tautologia. Tautologia on molekyylilause, joka on aina tosi riippumat-
ta siiné esiintyvien véitelauseiden totuusarvoista.

ESIMERKKI 2.2. Olkoot P, ) ja S viitelauseita. Talloin seuraavat molekyyli-
lauseet ovat tautologioita:

(a) (P = Q)< (—-Q = —P),

(b) ~(PAQ) & (=P V~Q),
() =(PV Q) & (P A=Q),

(d) PV(QAS) <= (PVQ)N(PVS),
(e) PAN(QVS)<= (PANQ)V (PAS),
(f) (P= Q) < (QV~P),

(8) (P=Q) & (P=Q)AQ=P)),
(h) -—P & P,

(i) PV P,

Kohdan (a) perustelee seuraava totuustaulukko:

PlQ|-P|-Q|P=Q| Q=-P| (P=Q) & (-Q=-P)
T | T E E T T T
T | E E T E E T
E|T| T E T T T
E|E | T T T T T
Esimerkiksi, jos P = "sataa” ja () = "on pilvistd”, on molekyylilause ”jos sataa,

niin on pilvistd” yhtapitdvad molekyylilauseen 7jos ei ole pilvistd, niin ei sada”
kanssa.

Kohdan (b) perustelee seuraava totuustaulukko:
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P|lQ|-P|-Q|PAQ|~(PAQ)|-PV-Q]| - &-
T|T| E | E T E E T
T|E| E | T E T T T
E|T]| T | B E T T T
E|B| T | T E T T T

Muut kohdat ovat harjoitustehtévié.

Tautologiat antavat siis loogisille konnektiiveille laskuséaéntoja. Seuraavien tau-
tologioiden merkitys selvidéd luvussa 3.

ESIMERKKI 2.3. Olkoot P, @) ja S viitelauseita. T&lloin seuraavat molekyyli-
lauseet ovat tautologioita:

(a) (PA(P=Q)=Q,
(b) (PA(-Q = —P)) = Q,
(c) (PA((PA-Q)= (SAS))) = Q.

Kohdan (a) perustelee seuraava totuustaulukko:

PlQ|P=>Q|PANP=Q) | (PANP=Q)=Q
T T T T T
T E E E T
E | T T E T
E | B T E T

Kohta (b) néhdéén suoraan kohdasta (a), silld Esimerkin 2.2(a) nojalla (P =
Q) < (-Q = —P) on tautologia.

Viimeinen kohta on harjoitustehtéava.

Harjoitustehtavia

2.1. Mitka seuraavista ovat vaitelauseita:
(a) Jyviskyldn Harjulla on vesitorni,

)
)
) 0> 2,

) kaikki reaaliluvut = toteuttavat ehdon x > 2,
) x> 2.

t

)

néd pidén integroimisesta, mutta en ole kuitenkaan fyysikko. Siksipa
minun taytyy olla matemaatikko.
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(b) Jos olen matemaatikko tai fyysikko, pidén integroimisesta. Min& pidén
integroimisesta, mutta en ole matemaatikko. Siten olen valttadmétta
fyysikko.

(c) Jos matematiikka on tylséé ja logiikka on vaikeaa, en mene johdatus
matematiikkaan -kurssille. Jos logiikka ei ole vaikeaa, osaan ratkais-
ta tdmén tehtdvén. Mind menen johdatus matematiikkaan -kurssille,
mutta en kuitenkaan osaa ratkaista téata tehtavad. Siispd matematiik-
ka ei ole tylsda.

2.3. Kaksi poikaa, Matti ja Jussi, istuvat talon rappusilla.
”Olen Matti”, sanoo pojista tummatukkainen.
”Olen Jussi”, sanoo pojista vaaleatukkainen.
Jos tiedetddn, ettéd ainakin toinen pojista valehtelee, niin kumpi on kumpi?
2.4. Jos P = "sataa”, () = "on pilvistd”, R = "tuulee” ja S = "aurinko paistaa”,
niin kirjoita auki seuraavat molekyylilauseet:
(a) P= Q.
(b) PAQ N —R,
(c) ~(QAS),
(d) SV (QAR).
2.5. Muodosta seuraaville viitelauseille negaatiot:

(a) Naisilla on pitkét hiukset,

(b) Hauki on kala ja kuusi on puu,

(c) Ei ole niin, ettd tdméa tehtdva ei ole helppo,

(d) 0<1.

Mieti lauseiden totuusarvoja.
2.6. Olkoon P ja () viitelauseita. Muodosta seuraaville molekyylilauseille totuus-
taulukot:

(a) PA—P,

(b) ~(P = Q),
(c) "Q AP,
(@) ~(P = Q)V (~QAP).

3. Todistamisesta

Matematiikassa todistettavat lauseet ovat usein muotoa P = @), missd P ja @)
ovat viitelauseita. Téassd P:td sanotaan oletukseksi ja Q:ta vditteeksi. Viitteen
negaatiota —() sanotaan antiteesiksi. Tautologiat antavat paattelysadnnot vait-
teen () johtamiseksi oletuksesta P. Hyvéan padttelyn tulee olla oikea riippumatta
siité, sovelletaanko sité tosiin tai epéatosiin véitelauseisiin.
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Pythagoraan lauseen tapauksessa

P = "suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet

ovat a ja b sekéd hypotenuusan pituus c”,
Q — ”61/2 4 b2 — 0277.

Esitelladn seuraavaksi kolme tapaa todistaa muotoa P = () olevia lauseita.

3.1. Suora paittely. Suora padttely on analoginen seuraavan tautologian
kanssa (ks. Esimerkki 2.3(a)):

(PA(P=Q))=Q.

"Jos oletus P on tosi ja implikaatio P = () on voimassa, niin myos viite () on
tosi”.

Todistamisen idea kayttden suoraa paattelyé:

(1) Leikitddn, ettd oletus P on totta,
(2) Yritetaén johtaa oletuksen avulla véite @,
(3) Jos kohdassa 2 onnistutaan, niin myds viite @) on totta.

Todistus, jonka esitimme Pythagoraan lauseelle Esimerkissé 1.1 on suora péétte-
ly. Tarkastellaan suoran padttelyn tekemisté vield seuraavalla esimerkkilauseella.

LAUSE 3.1. Josx > 0, niin 2° — 32> + 3z +1 > 0.

TobisTus. Tehdédén suora padttely. Oletetaan siis, ettd x > 0. Talloin sel-
visti z—1 > —1 jasiten (x—1)% > (—1)3 = —1 > —2. Koska nyt (x—1)34+2 > 0,
on viiite ndytetty toteen, silli (z —1)3 +2 = 2® — 322 + 3z + 1. O

3.2. Kiidnteinen suora paittely. Kidnteinen suora pidttely on analogi-
nen seuraavan tautologian kanssa (ks. Esimerkki 2.3(b)):

(PA(-Q= —P)) = Q.

”Jos oletus P on tosi ja implikaatio — = —P on voimassa, niin myos vaite
)
on tosi”.

Todistamisen idea kayttden kadnteistd suoraa padttelya:

(1) Leikitddn, ettd oletus P on totta,

(2) Muodostetaan antiteesi —Q),

(3) Yritetédén johtaa antiteesin avulla =P,

(4) Jos kohdassa 3 onnistutaan, niin antiteesi =@ ei voi olla totta, joten véite
() on totta.

Tarkastellaan kédénteisen suoran péaattelyn tekemistd seuraavalla esimerkkilau-
seella (vrt. Lause 3.1).
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LAUSE 3.2. Josx >0, niin 2% — 32® + 3z +1 > 0.

Tobistus. Tehdadn kédnteinen suora pédttely. Muodostetaan antiteesi eli
oletetaan vastoin véitettd, ettd 2® — 322 + 3z + 1 < 0. Koska (z — 1)* +2 =
23 =322 +3zx+1,on (x — 1)< -2< —1=(-1)3 Néin ollen z — 1 < —1, eli
x < 0. Tama on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten antiteesin on oltava epétosi.
Siispa viite on tosi. 0

3.3. Epéasuora paittely. Epésuora péadttely on analoginen seuraavan tau-
tologian kanssa (ks. Esimerkki 2.3(c)):

(PA((PA-Q) & (SA-9))) = Q.

”Jos oletus P on tosi ja olettamalla P ja —() yhtdaikaa tosiksi, saadaan aikaiseksi
jokin ristiriita, on myos véite () tosi”.

Todistamisen idea kdyttden epdsuoraa péaattelyas:

(1) Leikitaén, ettd oletus P on totta,

(2) Muodostetaan antiteesi =@,

(3) Yritetaén johtaa jokin ristiriita oletuksen P ja antiteesin =@ avulla,

(4) Jos kohdassa 3 onnistutaan, niin antiteesi =@ ei voi olla totta, joten véite
on totta.

Huomaa, ettd kiddnteinen suora padttely on epédsuoran péédttelyn erikoistapaus.
Siind S = P, eli antiteesista —() johtamalla —P saadaan ristiriita oletuksen P
kanssa. Tarkastellaan epésuoran padttelyn tekemisté seuraavalla esimerkkilau-
seella (vrt. Lause 3.1).

LAUSE 3.3. Jos x >0, niin 2% — 32® + 3z +1 > 0.
TobisTus. Tehdédédn epésuora paattely. Muodostetaan antiteesi eli oletetaan
vastoin viitettd, ettd z° — 322 +3z+1 < 0. Koska (z—1)3+2 = 2° — 322+ 3z +1,

on (x —1)3 < —2 < —1. Oletuksen x > 0 nojalla on taas selvisti —1 <z — 1, eli
(—1)® < (z — 1)3. Niin ollen

1= (C1) < (1) < 1,

mik4 on ristiriita. Siispé antiteesin on oltava epétosi ja viitteen tosi. 0

Harjoitustehtavia

3.1. On olemassa saari, jolla asuu tasan kahdenlaisia ihmisid — rehteja ja retkuja.
Rehdit puhuvat aina totta, retkut puolestaan valehtelevat aina.
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(a) Tutkimusmatkailija oli padatynyt eréélle saarelle, mutta ei ollut aivan
varma, oliko hén juuri rehtien ja retkujen saarella, jonne halusi menné.
Hén tapasi erdédn henkilon, ja kysyi: "Millainen ihminen olet?” Hen-
kil vastasi: "Miné olen retku.” Onko tutkimusmatkailija rehtien ja
retkujen saarella?

(b) Erddnd péivini rehtien ja retkujen saarella oli koolla kolme henkil6a,
A, B ja C. A sanoi: "Me olemme kaikki retkuja,” johon B vastasi:
"Tésmélleen yksi meistd on rehti.” Ketkéd henkiloistd ovat retkuja ja
ketka rehteja?

(c) Tutkimusmatkailija tapasi kolme rehtien ja retkujen saaren asukasta
maleksimasta. Han meni henkilon A luo, jolloin A sanoi: "Nuo kaksi
muuta, B ja C, ovat samaa tyyppid®.” Taméin jialkeen tutkimusmat-
kailija meni henkilén C luokse ja kysyi téaltd: "Ovatko A ja B samaa
tyyppid?” Mita C vastasi?

3.2. Olkoot P, @ ja S viitelauseita. Osoita, ettd seuraavat molekyylilauseet ovat
tautologioita:

(a) ~(PV Q) & (P A ~Q),

(b) PV(QAS)< (PVQ)AN(PVS),

(©) (P= Q) (QV-P),

(@) (PA((PA-Q) = (SA-S)) = Q.

3.3. Jos on niin, ettd aurinko paistaa ja on ldmmin, niin silloin on kesd. Voin
mennd uimaan vain jos on lammin. Tiedén, ettd talld hetkelld on aurinko
paistaa, mutta ei ole kesi. Voinko siis menné uimaan?

3.4. Jos luvulle z on 2% — 3z + 2 < 0, niin = > 0. Todista® tami kiyttien

(a) suoraa paattelyé,

(b) kddnteistd suoraa paittelya,

(c) epésuoraa paattelya.

4. Lukualueista

Talla kurssilla luonnolliset luvut (merk. N) ovat luvut 1,2,3,... ja reaaliluvut
(merk. R) ajatellaan yksinkertaisesti lukusuoran pisteiksi. Néiden lukualueiden
perusominaisuudet, esimerkiksi ettd kahden luonnollisen luvun summa on luon-
nollinen luku, oletetaan tunnetuiksi. Tarkemmat méaaritelmét annetaan myshem-
milld kursseilla. Kokonaisluvut (merk. Z) ovat luvut ..., —2,—1,0,1,2,... ja ra-
tionaaliluvut (merk. Q) ovat sellaiset uvut ™, missd m on jokin kokonaisluku
ja n on jokin luonnollinen luku. Irrationaaliluvut ovat sellaiset reaaliluvut, jotka
eivit ole rationaalisia.

2Eli molemmat joko rehteji tai retkuja.
3Vihje: (z —1)2 =---
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4.1. Parilliset ja parittomat luonnolliset luvut. Sanotaan, ettd luon-
nollinen luku n on parillinen, jos n = 2[ jollakin luonnollisella luvulla /. Edelleen,
luonnollinen luku m on pariton, jos m = 2k — 1 jollakin luonnollisella luvulla k.

LAUSE 4.1. Jos luonnollinen luku on parillinen, niin se ei ole pariton.

TobisTus. Osoitetaan viite epasuoralla paittelylla. Olkoon n parillinen lu-
ku. Muodostetaan antiteesi eli oletetaan vastoin vaitetta, ettd n on pariton. Tél-
16in on olemassa k siten, ettd n = 2k — 1. Toisaalta oletuksen mukaan n on
parillinen, joten n = 2[ jollakin . Nyt

O=n-n=21—(2k—1)=2(1-k)+1,

eli

I —k= —%.
Tamé& on kuitenkin mahdotonta, silla kahden luonnollisen luvun erotus on ko-
konaisluku. Né&in ollen antiteesi "n on pariton” on véérin ja siten véite "n ei ole

pariton” on oikein. O

LAUSE 4.2. Luonnollinen luku on joko parillinen tai pariton.

TobisTus. Osoitetaan ensin, ettd luonnollinen luku ei voi olla parillinen ja
pariton yhtdaikaa. Olkoon siis n parillinen ja pariton. Parillisuudesta seuraa
Lauseen 4.1 nojalla, ettd n ei voi olla pariton. Tamé on ristiriita, silla n:n piti
olla myds pariton.

Osoitetaan sitten, ettd jokainen luonnollinen luku on véalttaméatta parillinen tai
pariton. Pitd& siis osoittaa, ettd ei ole olemassa sellaista luonnollista lukua n,
joka ei olisi parillinen eiké pariton. Havaitaan, ettd 1 on pariton. Olkoon n pienin
luonnollinen luku, joka ei ole parillinen eiké pariton. Téalloin n — 1 on parillinen
tai pariton. Voidaan olettaa, ettd n > 2. Jos n — 1 on parillinen, niin n — 1 = 2k
jollakin k. Talloin n = 2k +1 = 2(k+1) — 1 jollakin k, eli n on pariton. Jos taas
n — 1 on pariton, on n — 1 = 2k — 1 jollakin k. T&ll6in n = 2k jollakin k, eli n on
parillinen. Oli siis n — 1 kumpi tahansa, parillinen tai pariton, on saatu ristiriita
sen kanssa, ettd n ei olisi kumpaakaan. O

LAUSE 4.3. Jos luonnollinen luku n on pariton, niin myds n® on pariton.

TobisTus. Tehdédén suora padttely. Olkoon n pariton luonnollinen luku. Tél-
16in madritelmdn mukaan n = 2k — 1 jollakin k. Nelioimilla havaitaan, ettd
n? = (2k — 1) = 4k*> — 4k + 1 = 2(2k* — 2k + 1) — 1 jollakin k. Huomataan,
ettd 252 — 2k + 1 on luonnollinen luku ja merkitsemilld [ = 2k? — 2k + 1 voidaan
kirjoittaa n? = 2] — 1. Niin ollen my&s n? on pariton. 0

Huomaa, ettéd todistukseksi ei riitd laskea neliditd mistadn dérellisestd méaarasta
parittomia lukuja:



LUKUALUEISTA 17

n|135 7 9 11 13 --- 21 --- 101
n*[1 9 25 49 81 121 169 --- 441 --- 10201

Tamén tyyppisid padttelyitd tehddéan kuitenkin paljon muissa tieteissa. Esimer-
kiksi jos tuhannesta suomalaisesta on tiettyd mieltd 600, niin tésta vedetdan usein
johtopéaatos, etté jollain virhemarginaalilla 60% suomalaisista on samaa mielta.

2

LAUSE 4.4. Jos luonnollinen luku n on parillinen, niin myds n° on parillinen.

TobisTus. Harjoitustehtdvi (samaan tapaan kuin Lauseen 4.3 todistus). O

LAUSE 4.5. Olkoon n luonnollinen luku. Tdlloin

(a) n on pariton tismdlleen silloin kun n* on pariton.

(b) n on parillinen tismdlleen silloin kun n?® on parillinen.

ToDISTUS. (a) =" on Lause 4.3. Osoitetaan "< kéénteisella suoralla paat-
telylla. Tehdaén siis antiteesi ja oletetaan vastoin véitettd, ettd n ei ole pariton.
Tilloin Lauseen 4.2 nojalla n on parillinen ja siten Lauseen 4.4 mukaan n? on
parillinen. Edelleen Lauseen 4.2 nojalla n? ei ole pariton, miki on ristiriidassa

oletuksen kanssa.

(b) Samaan tapaan. Harjoitustehtavé. O

4.2. Alkuluvuista. Sanotaan, ettd luonnollinen luku n on alkuluku, jos ei
ole olemassa luonnollista lukua 2 < k < n — 1 siten, etta % on luonnollinen luku.
Huomaa, ettd luonnollinen luku, joka ei ole alkuluku, voidaan aina esittéda kahden
tai useamman alkuluvun tulona. Alkulukuja ovat esimerkiksi 3,5,7,11,13,17 ja

23.

LAUSE 4.6. Alkulukuja on ddrettoman monta.

TobisTus. Tehdédén epésuora péadttely. Oletetaan, ettd alkulukuja on &érel-
linen méaari. Olkoon k alkulukujen lukumééra ja olkoot alkuluvut nq, no, ..., ns.
Maaritelladn

n=nmny--ng+ 1.

Koska selvisti n > n; kaikilla 1 < j < k, ei n voi olla alkuluku. Néin ollen se
voidaan esittdd alkulukujen tulona. Siten luku n jaettuna em. tulossa esiintyvalla
alkuluvulla on erityisesti luonnollinen luku. Mutta suoralla jakolaskulla ndhd&éan,
etta n—”] =Ny NG Mg Ny % ei ole luonnollinen luku milldan 1 < 5 < k.

Ristiriita. ]

Huomaa, etté ristiriita todistuksessa 16ytyi hyvin erikoisella tavalla.
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4.3. Irrationaaliluvuista. Irrationaaliluvut méaériteltiin sellaisiksi reaali-
luvuiksi, jotka eivét ole rationaalisia. Enté jos kaikki reaaliluvut ovatkin ratio-
naalisia? Seuraava lause osoittaa, ettd on olemassa ainakin yksi irrationaaliluku.

LAUSE 4.7. Reaaliluku \/2 on irrationaalinen.

TobisTus. Osoitetaan viite epasuoralla padttelylla. Muodostetaan antitee-
si eli oletetaan vastoin viitettd, etté V/2 on rationaalinen. Tlloin on olemassa
luonnolliset luvut n ja m (silld /2 > 0) siten, ettd

V3 —

Jos nyt n ja m ovat molemmat parillisia, niin supistamme luvulla 2 niin monta
kertaa, ettd toinen on pariton. Nyt

2= (VD' = (2)" = %

n

=13

eli

m? = 2n>, (1)
Luku m? on siis parillinen ja Lauseen 4.5(b) mukaan myds m on parillinen eli
m = 2k jollakin k.

Edelleen, koska (1):n ja m:n parillisuuden nojalla
2n? = m? = (2k)? = 4k?,
on n? = 2k2. Niin ollen luku n? on parillinen ja Lauseen 4.5(b) mukaan myds n

on parillinen. Tam& on ristiriita, silla toisen luvuista n ja m piti olla pariton. [J

Todistuksen keksi Pythagoraan koulukunta noin 550 e.a.a. Irrationaalilukujen
olemassaolo aiheutti heille kylmié vareitd, koska he ajattelivat, ettéd kaikki luvut
pitéisi voida muodostaa luonnollisista luvuista pelkilld peruslaskutoimituksilla.

1 V2

Kuva C. Luku v/2 on olemassa, sillé sen pituinen jana on olemassa.

Harjoitustehtavia

4.1. Osoita, ettéd parillisen luonnollisen luvun nelié on parillinen.
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4.2. Osoita, ettd jos n on sellainen luonnollinen luku, ettd n? on parillinen, on
my6s n parillinen.
4.3. Osoita, ettd kahden parittoman luonnollisen luvun summa on parillinen.
4.4. Osoita seuraavat viitteet:
(a) Jos x ja y ovat molemmat rationaalilukuja, niin zy on rationaalinen.
(b) Jos x on nollasta eroava rationaaliluku ja y on irrationaaliluku, niin
xy on irrationaalinen.
4.5. Onko olemassa! irrationaalilukuja z ja y siten, ettd 2¥ on rationaalinen?

5. Lisidi todistamisesta

5.1. Induktiotodistus. Induktioperiaatteen avulla voidaan todistaa luon-
nollisia lukuja koskevia viitteité, jotka ovat muotoa:

"kaikille luonnollisille luvuille n pétee P(n)”,

missd P(n) on lukuun n liittyvé véitelause. Induktiotodistuksessa on kolme vai-
hetta:

(1) Osoitetaan, ettéd viite P(1) pétee.

(2) Tehdddn induktio-oletus, eli oletetaan, ettéd viite P(k) on voimassa jol-
lakin luonnollisella luvulla k.

(3) Osoitetaan, ettd induktio-oletuksesta (ja tehtdvan muista oletuksista)
seuraa viite P(k + 1).

Télloin kaikkien kolme kohdan ollessa voimassa induktioperiaatteen mukaan P(n)
on totta jokaisella luonnollisella luvulla n. Vaiheita (2) ja (3) yhdessé kutsutaan
usein induktioaskeleeksi. Induktiotodistusta voidaan havainnollistaa helposti do-
minonappuloiden avulla: Asetetaan déarettémén monta dominonappulaa pystyyn
vieri viereen. Kaatamalla ensimméinen saadaan ketjureaktiona kaadettua kaikki
muutkin.

LAUSE 5.1. Kaikilla luonnollisilla luvuilla n on
n(n+ 1)

1424 ... —
+2+--+n 5

ToDISTUS. Osoitetaan viite induktiolla. Lukua n koskeva viite on siis
n(n + 1) b))
i )

Osoitetaan ensin, ettd P(1) on totta. TAmé& on selvdd, silla yhtélon vasen puoli
on 1 ja oikea £2 = 1. Oletetaan, etté P(k) on totta, kun & on jokin luonnollinen

Pn)="142+---4+n=

4Pyri I6ytdméaan ratkaisu kayttamalla vain tdmén kurssin tietoja.
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luku. Ei 1 424 ---+k = @ Osoitetaan sitten, ettd P(k + 1) on totta.
Kéayttamaélla induktio-oletusta saadaan

k(k+1
1+2+~~~+k+(k;+1):%+(k:+1)
Ck(k+1)+2k+1)  (k+1)(k+2)
B 2 B 2 ’
mikd on P(k + 1). Induktioperiaatteen nojalla P(n) on siis voimassa kaikilla
luonnollisilla luvuilla 7. UJ

LAUSE 5.2. Kaikilla luonnollisilla luvuilla n on
1 N 1 N n 1 _on
1-2 2.3 nin+1) n+1

Tobistus. Tarkistetaan, ettd tapaus n = 1 on totta. Taméa on selvia, silla
1 1

yhtdlén vasen puoli on 15 ja oikea 7. Oletetaan, ettd véite on totta jollakin
arvolla n = k, ts.
1 1 1 _k
T2 23 T ) TR e
Osoitetaan, ettd véite on totta seuraavalla arvolla n = k + 1. Néin on, silli
induktio-oletuksen nojalla
1 1 1 _k 1
T2 T RED Tt )Er2) kel ErDRE2)

k(k+2)+1 k* + 2k +1

k+1)(k+2)  (k+1)(k+2)
(k+12  k+1
(k+1)(k+2) k+2

0

5.2. Osoittaminen vaaraksi. Yleensd matematiikan teoreemat koskevat
"kaikkia tapauksia”, esimerkiksi Pythagoraan lauseen tulos koskee kaikkia suora-
kulmaisia kolmioita. Joskus kuitenkin voimme saada todistettavaksi lauseen, joka
ei ole oikein (taté ei tosin voi etukéteen vélttamatta tietdd). Talloin riittaa 10ytad
yksi esimerkkitilanne, jossa lause ei pade®. Tétd kutsutaan vastaesimerkiksi.

ESIMERKKI 5.3. Viitetéddn, ettéd kaikilla reaaliluvuilla x pétee
2’ —4dx+4>0.

Yritykset todistaa véite oikeaksi epdonnistuvat, joten koetetaan 16ytaa vastaesi-
merkki. Kokeillaan tapausta x = 2. Nyt viite saa muodon:

22 —4.244>0,

"Matematiikassa poikkeus siis kumoaa sainnén, ei vahvista sité.
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eli 0 > 0, mik& on epétosi. Siispéd vastaesimerkki x = 2 kumoaa viitteen.
5.3. Varoittava esimerkki. Kéaydddn seuraavassa lapi tyypillinen aloitte-
levalle matemaatikolle sattuva virhe. Osoitettavana on seuraava lause.

LAUSE 5.4. Jos a > b > 0, niin vVab < %b

VIRHEELLINEN TODISTUS.
b b\ 2
\/%<a_2‘_ :>(\/%)2<<a—2i_ )

a® + 2ab + b?
4
= a® + 2ab + b> > 4dab

=a’>—2ab+b >0
= (a —b)* >0,

joka on tosi, silla a > b. U

= ab <

Edella olevassa padttelyssia on ldhdetty virheellisesti liikkeelle vaitteesta. Impli-
kaation suunnan kanssa on siis syytéa olla tarkkana! Huomaa kuitenkin, etta viit-
teen muokkaaminen antaa hyvén vihjeen kuinka todistus 16ytyy. Todistus olisi
ollut vaikeampi loytaé lahtemélla liikkeelle sokeasti vain oletuksesta. Esitetédéan
seuraavassa lauseelle oikea todistus:

TobisTus.
a>b=a—-b>0= (a—0b)>>0
=a’>—2ab+1*>0
= a® + 2ab+ b* > 4ab
a®+2ab+ b <a+b)2
4 2

:>\/%<a;b,

silld ab > 0 jaa+b> 0. O

= ab <

Harjoitustehtavia

5.1. Olkoon n parillinen Iuonnollinen luku. Osoita, ettd n* on parillinen kaikilla
luonnollisilla luvuilla k.
5.2. Osoita, ettd 2" > n kaikilla luonnollisilla luvuilla n.
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5.3. Osoita, ettd jos z on rationaalinen, niin 2™ on myo0s rationaalinen kaikilla
luonnollisilla luvuilla n.
5.4. Osoita, ettéa

n(n+1)(2n+1)
6

124224324 ... 402 =

milld tahansa luonnollisella luvulla n.
5.5. Osoita, etta
1+34+5+7+--+02n—1)=n?

kaikilla luonnollisilla luvuilla n.

6. Predikaattilogiikkaa

Predikaattilogiikka on lauselogiikkaa laajempi jérjestelmé, jossa loogisten kon-
nektiivien liséksi esiintyvét kvanttorit:

Olemassaolokvanttori: 3
Kaikkikvanttori: W

Talla kurssilla riittdd muistaa, ettd 3 luetaan "on olemassa” ja V "kaikilla” tai
"jokaisella”.

ESIMERKKI 6.1. (a) "On olemassa negatiivinen luku, jonka itseisarvo® on kolme”
voidaan kirjoittaa lyhyemmin:

dr <0:]z|=3

(b) "Jokaisen nollasta eroavan reaaliluvun nelié on aidosti positiivinen” on ly-
hyemmin:

Vo #0:22>0

Esimerkissa 2.1(f) totesimme, ettd lause "naisella on pitkdt hiukset” ei ole véite-
lause. Syy tdhén on se, ettd emme tiedd keneen lause kohdistuu. Lause onkin ns.
avoin lausuma. Avoimista lausumista saadaan kvanttoreiden avulla viitelauseita,
esimerkiksi “on olemassa nainen, jolla on pitkét hiukset” tai "jokaisella naisella on
pitkat hiukset” ovat véitelauseita. Téssd jalkimméainen on sama kuin Esimerkki
2.1(d). Samassa lauseessa voi esiintyd useampia kvanttoreita:

6Itseisarvoon tutustumme paremmin luvussa 8.
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ESIMERKKI 6.2. (a) "Jokaisella on...”
Ve>5dy>0:2>y

(b) "On olemassa jokaiselle kelpaava. ..”:
dr>5Vy>0:2>y

Mitka ovat edelld olevien vaitelauseiden totuusarvot?

6.1. Negaation ja kvanttoreiden vaihtosdinto. Esitdmme seuraavaksi
(perustelematta) negaation ja kvanttoreiden vaihtosédénnon. Olkoon P(x) alkioon
x liittyvéa véitelause. Talloin

(a) =(Vz : P(z)) < 3z : ~P(x)
(b) =(3z : P(z)) & Vo : =P(z)
Vaihtosaanto kannattaa havainnollistaa itselleen arkikielessas:

ESIMERKKI 6.3. (a) "Ei ole totta, etti jokainen kaljupdd on viisas” < "On ole-
massa kaljupéd, joka ei ole viisas”.

(b) "Ei ole olemassa kaljupéité, joka olisi viisas” < "Jokainen kaljupdi on ei-
viisas”.

ESIMERKKI 6.4. (a) =(3z < 0:|z| =3) & Vo < 0: |z| # 3.

(b) ~(Vx £0: 22 >0) < Iz #£0: 2% <0.

Mitka ovat viitelauseiden totuusarvot (vrt. Esimerkki 6.1)?

Jos lauseessa on useita kvanttoreita, niin negaation siirtdminen niiden yli muut-
taa ne kaikki. TAmé seuraa suoraan vaihtosddnnosté. Olkoon P(x,y) alkioihin x
ja y liittyva véitelause. Talloin esimerkiksi

—|(Vx Jy : P(m,y)) & —'(Vx (Fy - P(I,y)))
& dr —|(E|y : P(a:,y))
< Jx Vy : = P(x,y).

Huomaa, ettd saman tyyppisten perdkkéisten kvanttoreiden jérjestys ei vaikuta
syntyvén lauseen totuusarvoon.

7. Joukko-oppia

Sovitaan, etté joukko koostuu kokoelmasta alkioita. Alkio x joko kuuluu joukkoon
A, jolloin merkitéaén
reA

tai sitten z ei kuulu joukkoon A, jolloin merkitdén

x ¢ A.
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ESIMERKKI 7.1. Esimerkkeji erilaisista joukoista:

(@) 4= {abc)

N={1,2,3,.. 1},

&) Z=1{. A -2-1012..}

Q:{neR mGZJanEN}
={reR:a <z <0},

Joukon miéiritelmé edelld on naivi’, silli matematiikassa joukko ja kokoelma
tarkoittavat samaa asiaa. Huomaa myos, ettd joukon esitystapa ei valttaméatta
ole yksikésitteinen: {1,2} = {2,1} = {x € R : 2? = 3z — 2}.

ESIMERKKI 7.2 (Parturiparadoksi). Olkoon A eréén kyldn kaikkien niiden mies-
ten joukko, jotka eivét itse aja omaa partaansa. Kylédssd on miesparturi, joka ajaa
kaikkien néiden ja vain ndiden miesten parrat. Kuuluuko tdmé parturi joukkoon
A vai ei?

Sanotaan, ettd joukko A on joukon B osajoukko, merk. A C B, jos kaikille z on
voimassa: © € A = x € B. Edelleen sanotaan, etti joukot A ja B ovat samat,
merk. A = B, jos on voimassa inkluusiot A C B ja B C A.

Huomaa, ettd triviaalisti joukko siséltyy itseensd, ts. A C A aina kun A on
joukko, ja ettd tyhji joukko (), eli joukko milld ei ole yhtiin alkiota, sisdltyy
mihin tahansa joukkoon, ts. ) C A aina kun A on joukko. Lisiksi, kun A, B ja
C ovat joukkoja siten, ettd A C B C C, on maéritelmén nojalla selvisti A C C.

ESIMERKKI 7.3. ) CNCZcC QCR.

7.1. Joukko-opin perusoperaatiot. Olkoot A, B C X (X on esimerkiksi
N tai R). Talloin joukkojen A ja B yhdiste on
AUB={r € X :z € Ataiz € B},

leikkaus on

ANB={rxe X :zx € Ajazx € B},
erotus on

A\B={z€e X :zx€ Ajax¢ B}
ja komplementti on

A=X\A={zreX: x¢A}

"Vihemmén naiviin joukko-oppiin voi tutustua esimerkiksi monisteen [3] luvussa 7.
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ESIMERKKI 7.4. (a) Irrationaaliluvut = {r e R: 2 ¢ Q} =Q° =R\ Q.
(b) Olkoot

A = {n € N:n on parillinen},

B = {n € N:n on pariton}.

Talloin Lauseen 4.2 mukaan

AUB =N, A=B°=N\B,

ANB =10, B=A°=N\A.
(c) Olkoot

X = {johdatus matematiikkaan kurssilaiset },

N = {x € X : z on nainen},

M = {x € X : x on mies},

A ={x € X : xm ikd on enemmén kuin 20},

B ={z € X : 2:n iké on korkeintaan 20}.
Télloin

X=NUM=AUB, X\ M =N,
NnA=X\(MUB), N\ A=(X\M)NB.

Harjoitustehtédva. Perustele sanallisesti.

LAUSE 7.5. Olkoot A,B ja C joukkoja. Tdlldin pdtee

(a) vaihdantalait:
(i) AUB=BUA
(1)) ANB=BNA
(b) listantdlait:
(i) (AUB)UC =AU (BUC(C)
(ii)) (AN B)NC=An(BNC)
(c) osittelulait:
(i) AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
(i) AN (BUC)=(ANB)U((ANC(C)
(d) deMorganin lait:
(i) (AUB)¢ = A°N B¢
(i1) (AN B)¢ = A°U B¢

TobisTus. Todistetaan kohta (c)(i) osoittamalla, ettd
Au(BNC)C (AUB)N(AUC) ja
AU(BNC)D(AUuB)N(AUCQ).
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Osoitetaan ensin "C”. Pitd4 siis ndyttad, ettd mille tahansa alkiolle z € AU(BN
C) pitee z € (AU B)N (AU C). Olkoon siis z € AU (BN (). Silloin yhdisteen
madritelmén mukaan z € A tai x € BN C.

(1) Jos z € A, niin silloin my6és + € AU B jax € AU C. Néin ollen
re(AUuB)N(AUC).
(2) Josz e BNC,niinz € Bjax e C.Sitenx € AUBjaxz e AUC, eli
re(AUuB)N(AUC).
Siispd AU(BNC)C (AUuB)N(AUC).
Osoitetaan sitten "D”. Olkoon z € (AU B)N (AU C). Télloin x € AU B ja
re AuC.

(1) Jos nyt z € A, niin selvésti myos v € AU (BN C).
(2) Jos taas x ¢ A, niin edellisen nojalla x € Bjax € C,elix € BNC.

Niin ollen (AUB)N(AUC) C AU(BNCO).
Todistetaan seuraavaksi kohta (d)(i). Véitteend on siis (AUB)¢ = A°NB°. Tama
on totta, silla
re(AUB)<x¢ AUB

sré¢Ajar ¢ B

SreAjaxe B

S xe AN B
Muut kohdat ovat harjoitustehtévié. O

HuomAuTus 7.6. Kohdan (d)(i) todistuksessa kéytettiin itse asiassa Esimerkin
2.2(c) tautologiaa

~(PVQ) & (~P A Q).
Osoitetaan myos kohta (c)(i) kdyttéden tautologiaa
PV(QANS)< (PVQ)AN(PVS).
Tautologian nojalla
re AU(BNC)srxe Avee BNC
sSreAV(reBAxel)
S ((reAvezeB)AN(xe AVrel)
SrxeAUB)A(x e AUC)
sre(AUB)N(AUC),
mikd antaa véitteen.
Vaikka niissd tapauksissa pystyimme kayttamaéan tautologioita hyviksi, on silti

usein suositeltavin tapa todistaa joukot samoiksi osoittaa inkluusiot molempiin
suuntiin.
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7.2. Tulojoukko ja useamman joukon yhdiste ja leikkaus. Jos A ja
B ovat joukkoja, niin ndiden karteesinen tulo on joukko

Ax B={(a,b):a€ Ajabec B}.

Tuttuja karteesisia tuloja ovat taso R*> = R x R = {(z,y) : x,y € R} ja avaruus
RE=RxRxR={(x,9,2): 2,9,z € R}.

LAUSE 7.7. Olkoot A, B, C ja D joukkoja siten, ettd A C C' ja B C D. Tdlloin
Ax BcCcCxD.

TobisTus. On siis osoitettava, etté
reAxB=xeCxD.

Olkoon siis z € A x B. Talloin karteesisen tulon mééritelmédn mukaan x on
muotoa x = (a,b), missd a € A ja b € B. Koska oletusten perusteella A C C
ja B C D,on my6s a € C jabe D. Karteesisen tulon méaritelmén nojalla siis
(a,b) € C' x D janéin ollen x € C' x D aivan kuten véitettiinkin. O

Lauseen 7.5 kohdat (a) ja (b) antavat mahdollisuuden mééritelld yhdisteen ja
leikkauksen suoraan useammalle joukolle. Olkoot siis k € N ja Aq,..., Ay jouk-
koja. Talloin

k
UAP;%UAﬂL~UAk
=1

={z:2 € A jollakin i € {1,...,k}}
ja
k
(Ai=AinAyn--n 4
i=1
={z:2 € A kaikillai € {1,...,k}}.
Seuraava lause yleistad deMorganin lain (Lause 7.5(d)(i)) useammalle joukolle.

LAUSE 7.8. Kaikillan € N, kun Ay, ..., A, ovat joukkoja, pditee
<U&):ﬂ£.
i=1 i=1

TobisTus. Osoitetaan viite induktiolla. Jatetddan harjoitustehtévéksi miet-
tid kuinka todistus tehdéd#n ilman induktiota. Tarkistetaan ensin tapaus n = 1.
Viitteen vasen puoli on (Uizl A;) = AS ja oikea Ni_, A¢ = AS. Oletetaan sit-
ten, ettd viite on totta jollakin arvolla n =k, k € N, eli (Uf:1 A" = N, Ac.
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Osoitetaan viite arvolla n = k + 1. Merkitddn B = Ule A;. Talloin Lauseen
7.5(d)(i) ja induktio-oletuksen nojalla

k+1 c k c
(Ut) - (U)o
i=1 i=1
k
- (U Ai) NAp = (ﬂA ) N A
i=1

k+1

= [ 4.
=1

ESIMERKKI 7.9. Joitain esimerkkejé joukoista:
(a) Jos A={1,2,3} ja B = {a, [}, niin
AxB={(1a),(1,0),(2,0),(208),3.a),3,5)}

(b) N>=Nx N={(n,m) e R?:n €N jam € N}.
(c) C={(x,y) eR?: 2 >0jay <0}

(@) D= {(r,y) B2 : y > %),

(e) E={(x,y) eR?:y =3z —1}.

Harjoitustehtavia

7.1. Kirjoita alkuluvun maéaritelma kayttden vain predikaattilogiikan ja joukko-
opin merkintoja.
7.2. Kirjoita auki ja osoita oikeaksi tai vaaraksi:
(a) Iz € Q: 2% =2,
(b) Vz e R\ Q: 2 > 0,
() IxeQVyeQ: zy e R\ Q.
Muodosta my6s negaatiot.
7.3. Hahmottele tasossa seuraavat joukot:
(a) A= {(z,y) e R?: \/a? +y2 < 1},
(b) B={(z,y) eR?*: -1 <z <1ltai —1<y<1}
7.4. Olkoot A, B, C'ja D joukkoja. Osoita seuraavat viitteet oikeiksi tai véériksi:
(a) Jos ANB#0,AnNC#0jaBNC#0,nin ANBNC #0,
(b) Jos AN B = A, niin AUB = B,
(¢) Jos A\ B= B\ A, niin AN B =0,
(d) (Ax B)U(C xD)=(AuC) x (BUD),
(e) A\ B=AnBe.
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7.5. Olkoot A, B ja C joukkoja. Osoita, ettd jos A\ B =C'\ B, niin C'\ A C B.
7.6. Olkoot A ja B joukkoja. Osoita, ettéd

(AN B)® = A°U B°.

7.7. Olkoot A, B ja C joukkoja. Osoita®, etti
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C).
7.8. Osoita, etta

() - O
i=1 i=1

milld tahansa n € N, kun A4, ..., A, ovat joukkoja.

8. Arviointia ja epidyhtiloita

Arviointi on yksi matematiikan opiskelijan ja tutkijan tarkeimmisté tyovalineista.
Matematiikassa arviointi ei ole hatusta vedettyja arvauksia tai ndppituntumaa,
vaan perusteltuja, oikeaksi todistettavia arvioita.

ESIMERKKI 8.1. Onko

L+L+L+...+i<l?
101 102 103 200 2
Ei ole, silla
RS SR NS S B
101 102 200 — 200 1200 ) 200
:100~%:§.

ESIMERKKI 8.2. Olkoot a, b ja ¢ kokonaislukuja vililta 010 siten, ettd abc > 200.
Arvioidaan summaa a + b+ c. Kirjanpidon helpottamiseksi voidaan olettaa, etta
a < b < c. Triviaalisti havaitaan, etta

a+b+c>14+141=3 ja
a+b+c<10+10+ 10 = 30.

Ylidrajaa ei voi parantaa. Voiko alarajaa? Koska 200 < abc < a - 10 - 10 = 100a,
on a > 2 eli ¢ > 3. Nain ollen

a+b+c>a+a+a>3+3+3=09.
Edelleen, koska 200 < abc < b-b-10 = 10b%, on b* > 20, eli b > 5. Niin ollen
a+b+c>a+b+b>3+5+5=13.

8Vihje: Harjoitustehtiivi 7.6 ja Lauseen 7.5 kohdat.
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Edelleen, koska 200 < abc < c¢-c-c= ¢, on ¢ > v/200 eli ¢ > 6, silld 6% = 216 >
200 > 125 = 53. Niin ollen

a+b+c>3+5+6=14.

8.1. Itseisarvo. Monet tédrkeimmistd matematiikassa tarvittavista epéyh-
taloista liittyvat luvun itseisarvon arvioimiseen. Reaaliluvun x itseisarvo on

2] x, josx >0
€Tl =
—z, josz <0.

Geometrisesti tulkittuna |z| on reaaliluvun z etéisyys nollasta lukusuoralla, kun
taas |x — y| voidaan ajatella lukujen z ja y véliseksi etaisyydeksi.

ESIMERKKI 8.3. (a) Olkoon a > 0. Mitkéd pisteet z € R toteuttavat ehdon
|z| < a? Geometrisen tulkinnan nojalla ne pisteet, joiden etéisyys nollasta on
pienempéd tai yhtdsuurta kuin a, eli —a < x < a. Myos suoraan méaritelméasti
niahdééan, ettd nadmaé pisteet toteuttavat ehdon. Itse asiassa

lr]| <a< —a <z <a.
(b) Epéyhtélon |z — 2| < L toteuttavat ne pisteet, joiden etéisyys 2:sta on pie-
nempi kuin %, eli sellaiset x € R, joille 1% <z < 2%.

(c) Mitka pisteet x € R toteuttavat ehdon |z —2| > |x + 1|? Geometrisen tulkin-

nan mukaan ne pisteet, joiden etéisyys 2:sta on enemmén kuin etéisyys —1:sté,
1

eli pisteet, jotka ovat ldhempénd —1:std kuin 2:sta, eli pisteet z, joille z < 3.
Myds suoraan laskien pédstdéan samaan tulokseen:
w—2| > o +1]
&S r—2>|r+1tair—2 < —|x+ 1]
Téassé ensimméinen epayhtilé on mahdoton, silla
e+ 1] <z —2
& —(r—-2)<zx+l<az-—2.
Toinen puoli taas antaa

e+ 1| < —(x—2)

& r—2<z+1<—(x—2)
& r+1<—(z—2)
< 2r <1

& r < i

(d) Milld reaaliluvuilla x pétee

|z — 1| < € jokaisella £ > 07
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Selvisti x = 1 toteuttaa ehdon, silla |1 — 1| = 0 < ¢ kaikilla ¢ > 0. Mik&&n muu
luku ei kelpaa: Olkoon x # 1. Téll6in on olemassa € > 0 siten, ettd

|z — 1] > e.
Voidaan esimerkiksi valita
|z — 1|

= .
¢ 2

LAUSE 8.4. Olkoon z,y € R. Tdlloin
[yl = [zllyl.
TopisTus. Huomataan ensin, etté |z| = v/#2 kaikilla € R. Niin ollen

|y = /(2y)? = Vay? = Va2 /y2 = |z]|y|.

O
8.2. Kolmioepiyhtild. Kolmioepédyhtdlo on yksinkertaisuudestaan huoli-
matta yksi matemaattisen analyysin tarkeimmista tyckaluista.
LAUSE 8.5 (Kolmioepédyhtals). Kaikille x,y € R pitee
|7+ y| <[z + [yl

ja
|z =yl < |z +yl.
TobpisTus. Koska itseisarvon madritelmén nojalla on joko x = |z| tai z =
—|z|, pétee erityisesti
—lz] <@ <faf.
Edelleen, koska myds
—lyl <y <1y,

saadaan laskemalla yhteen
—(Jz[ + 1y < @ +y < |z + [yl
eli
|z +yl <[z +yl.

Toinen véite seuraa ensimmaéisestd, silla |z —y| = |z + (—y)| < |z| + |(—y)| =
2]+ lyl. 0

LAUSE 8.6. Olkoon v,w € R. Tdlloin
v —w| < |v—2z|+ |z —w|

kaikilla z € R.
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TobisTUS. Annetuille pisteille v,w € R ndhddéan kolmioepayhtélon nojalla
suoraan, etta

v —w|=[(v—-2)+(z—-w)|<|v—2z+]z —w|
kaikilla z € R. O

ESIMERKKI 8.7. Arvioidaan lukua \% — 2 sin z| "ylh#dltd”, kun tiedetiidin, etti
% < z < 2. Kolmioepédyhtalon mukaan
11 —2?sinz| < |1| + |2”sinz|
= |31 + |2*|| sin |
1 2
<[zl + 27
Kolmioepéyhtilolld voidaan siis arvioida summia termeittéin.

LAUSE 8.8. Kaikille x,y € R pdtee
||z = lyl| < | +y]
ja
[lz] = Jyl] < lz —yl.
TobisTus. Kolmioepayhtélon nojalla on

2] = |(z —y) +y| < |z —y| + |y

ja
yl =1y — =) + 2| < |y — 2|+ [z] = |z —y| + |=].
Talléin
|z =yl < [z =y

ja

—lz =yl <z =yl
eli

[|z] = Jyl] < |z —yl.
Toinen viite seuraa suoraan tésté, silld |z + y| = [z — (—y)| > ||z — |(=y)|| =

||| = [yl]. m
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8.3. Etiisyys tasossa. Olkoon (z,y) € R?. Mairitelldin

()l = Va2 + 2.

Muista Pythagoraan lause. Nyt siis ||(x, y)|| on tason pisteen (z,y) etéisyys ori-
gosta (0,0). Samoin, jos (z,w) € R?, on
1(z,9) = (z,w)l| = [|(z = 2,y —w)|| = V(& = 2)2 + (y — w)?

tason pisteiden (z,y) ja (z,w) etdisyys toisistaan. Pateeko tason etdisyydelle
kolmioepéayhtalo?

LAUSE 8.9 (Kolmioepéyhtild). Kaikille (z,y), (z,w) € R? pitee
(2, y) + (z,w)|| < [z, 9] + [[(z, w)]]
ja
[(z,y) — (z,w)[| < [[(z, 9] + |[(z, w)]].
TobisTus. Korottamalla toiseen ndhdain laskemalla, ettéa
(2, 9) + (2, w)||* = (x + 2)* + (y + w)?
= (:102 + 22z + 22) + (y2 + 2yw + w2)
= (% 4+ 1?) + 2(zz + yw) + (22 + w?)
< (@, y)||> + 2|z + yw| + ||(z,w)|]?
< (@, y)|1> + 2/, )| [z, w)| |+ | (z,w)|?
= ([|(z, Il + [I(z, w)]])?,

miké todistaa ensimméisen viitteen mikéli |zz +yw| < ||[(z,y)|| ||(z, w)||. Mutta
tdma on totta, silla

2z + yw| < [[(z, )| |z, w)]]

& |2z + yw|® < (2% + ) (2* + w?)

= w22+ 2xzyw + y2w2 < 222 + 2Pw? + y222 + y2w2
& w2w? — 2xzyw + 9?22 >0

& (2w — y2)? > 0,

mikd on aina totta.
Toinen véite ndhdédén ensimmaéisesté kuten aiemminkin. 0
LAUSE 8.10. Olkoon (z,y), (z,w) € R?. Tdllsin
(2, 9) = (2wl < [(z,y) = (v, W]+ [[(z,w) = (v, w)]
kaikilla (v,u) € R?.

TobisTus. Vastaavasti kuten Lauseen 8.6 todistus. Harjoitustehtéva. O
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Mita Lause 8.10 tarkoittaa geometrisesti? Tarkastellaan kahta pistettd, esimer-
kiksi (2,1) ja (4,3). Lauseen mukaan matka vain kasvaa, jos kuljetaan pisteesta
(2,1) pisteeseen (4,3) jonkun kolmannen pisteen kautta.

Etéisyys tasoon voidaan mééritelld tilanteesta riippuen monella muullakin taval-
la. Esimerkiksi kaupungissa pisteestd toiseen ei aina péése linnuntietéd, vaan on
kierrettivé edessé olevat talot. Télloin pisteen etéisyydeksi toisesta ei ole jarke-
vad madaritelld matkan pituutta linnuntietd pitkin, vaan mééritelld se lyhimmén
mahdollisen, talot kiertdvan reitin pituudeksi.

Osoittautuu, ettd kolmioepayhtilo on hyva testi annetun etéisyyden "jarkevyy-

delle”.

Harjoitustehtavia

8.1. Osoita, etta
|21+ @] S m| 4 [z
milld tahansa n € N, kun 24,...,2, € R.
8.2. Ratkaise epayhtalot:
(a) o — 1] > |0 + 2],
(b) 2z —1| < |z —2|.
8.3. Jos luvuille n,m € N pédtee n < m, niin kumpi lauseke on arvoltaan suu-
rempi, nm vai (n + 1)(m —1)?7
8.4. Hahmottele tasossa seuraavat joukot:
(a) A={(z,y) eR2: 1< [(z,y) — (2,1)]] < 2},
(b) B ={(z,y) € R?: || + [y| < 1}.
8.5. Arvioi lukua |2? — zsinz + 1| ylhdaltd, kun z € [3,2].
8.6. Osoita, etté |z + 1| > 2 aina kun z # 0.

9. Funktioista eli kuvauksista

Kuvaukset ovat yksi matematiikan keskeisimmisté kasitteistd. Olkoot A ja B
epéityhjia joukkoja. Kuvaus
f:A—B

on sdanto, joka liittaéd jokaisen joukon A alkioon a € A tésmaélleen yhden joukon
B alkion f(a) € B. Sanotaan, ettd f(a) on kuvauksen f arvo pisteessid a € A,
tai ettd f(a) on a:n kuvapiste kuvauksessa f. Joukkoa A kutsutaan ldhtdjoukoksi
ja joukkoa B maalijoukoksi. Huomaa, ettd kaksi kuvausta on samat, jos niilla on
samat 1ahto- ja maalijoukot sekéd samat kuvapisteet.
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ESIMERKKI 9.1. (a) Olkoot A = {a,b,c} ja B = {1,2,3,4}. Maéritellaan kuvaus
g1: A — B asettamalla g1(a) = 2, ¢1(b) = 3 ja g1(c) = 2.

(b) Midritellisin kuvaus go: R — R asettamalla go(z) = 2% kaikille z € R.
(c) Madritellaan kuvaus g3: N — N asettamalla
n — 1, n on parillinen,
g3(n) = :
n+1, n on pariton.

Lauseen 4.2 nojalla kuvaus on hyvin méaritelty, ts. jokaiseen lahtojoukon N pis-
teeseen on liitetty tdsmiélleen yksi kuvapiste (ks. myos Esimerkki 7.4(b)).

(d) Madritelldsn kuvaus g4: R? — R asettamalla g4(z,y) = x+y kaikille (z,y) €
R

9.1. Kuvajoukko ja alkukuva. Olkoon f: A — B kuvaus. Joukon U C A
kuvajoukko on joukko

fU)={f(a):acU} CB.
Joukon V' C B alkukuva on joukko
f*V)y={acA: fla) eV} C A
ESIMERKKI 9.2. (a) Olkoon g¢;: A — B kuten Esimerkissd 9.1(a) ja

U, ={a,b}, Uy =Aa,c}
Vi ={1,4}, Vo ={1,2}.
Talloin
91(U1) ={2,3}, 91(Us) = {2},
() =0, g1 (Va) = {a, c}.

Huomaa, ettd vaikka Uy = g, 1(V3), on silti g1 (Us) # Va.

(b) Olkoon g5: R — R kuten Esimerkissd 9.1(b) ja U = [—2,0] sekd V' = [0, 1].
Talloin go(U) = [0,4], silld piste y € go([—2,0]) tdsmélleen silloin, kun y =
g2(x) = 2% jollakin € [-2,0], ts. 0 < y < 4. Lissiksi g, (V) = [~1,1], silld
x € g5 (V) tasmilleen silloin, kun 22 = gy(z) € V = [0,1], ts. =1 <2 < 1.

(c) Olkoon g3: N — N kuten Esimerkissia 9.1(c) ja

A = {n € N:n on parillinen},

B = {n € N: n on pariton}.
Talloin g3(A) = B, silld m € g3(A) tdsmélleen silloin, kun m = gs(n) =n —1
jollakin n € A. Eli m = 2k — 1 jollakin k € N, silld n = 2k jollakin k£ € N. Lisdksi

g7 1(B) = A, silla n € g3 '(B) tiasmailleen silloin, kun gs(n) € B eli kun g3(n) on
pariton. Ta4mé& on mahdollista tdsmaélleen silloin, kun n on parillinen.
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(d) Olkoon g4: R* — R kuten Esimerkissd 9.1(d). T&llsin joukon {0} alkukuva
on g;'({0}) = {(z,y) e R* 1 y = —a}.

9.2. Injektio, surjektio ja bijektio. Sanotaan, ettd kuvaus f: A — B on
imjektio, jos se kuvaa eri pisteet eri pisteiksi, eli

ay # az = f(a1) # f(az)

kaikilla a1, as € A.
LAUSE 9.3. Kuvaus f: A — B on injektio tasmdlleen silloin, kun

flar) = f(az) = a1 = as
kaikilla a1, a9 € A.

TobisTus. "=": Tehddén antiteesi ja oletetaan vastoin véitetté, ettd on ole-
massa aj,ay € A siten, ettd f(a1) = f(ag), mutta ay # ay. Télloin f ei voi olla
injektio, sillé eri pisteet a; ja as kuvautuvat samoiksi pisteiksi. Ristiriita.

7<": Olkoon ay,as € A siten, ettd a; # ao. Jos olisi f(a;) = f(az), niin oletuk-
sesta seuraisi, ettd a; = as, mikd on ristiriita. Siispd on oltava f(a;) # f(a2).
Néin ollen f on injektio. ([l

LAUSE 9.4. Kuvaus f: A — B on injektio tismdlleen silloin, kun joukossa
F7H{b}) on tasan yksi alkio jokaisella b € f(A) C B.

TobisTus. "=": Tehd&dan antiteesi ja oletetaan vastoin viitetté, ettd joukos-
sa f~1({b}) on joko O tai vihintddn 2 alkiota. Jos f~1({b}) = 0, niin b ¢ f(A),
mikd on ristiriita. Jos taas ay,as € fT1({b}) siten, ettd a; # as, niin tillsin
f(a1) = b= f(az), joka on ristiriita injektion méadritelmén kanssa.

"<": Olkoon ay,ay € A ja f(a1) = f(az) = b € f(A). Oletuksen mukaan vain
vksi alkio voi kuvautua b:ksi, joten a; = ay. Talléin Lauseen 9.3 mukaan f on
injektio. U
HuomauTus 9.5. Jos kuvaus f: A — B on injektio, voidaan Lauseen 9.4 no-
jalla méaritella kuvaus g: f(A) — A liittamélla jokaiseen joukon f(A) alkioon
b joukon f~1({b}) yksikisitteinen alkio, eli asettamalla {g(b)} = f~1({b}) kai-
killa b € f(A). Kuvausta g sanotaan f:n kddnteiskuvaukseksi ja sitd merkitdan
g = f~! Lis#ksi Lauseen 9.4 mukaan téllaisen kuvauksen olemassaolo implikoi
f:n injektiivisyyden. Huomaa, ettéd injektiivisella kuvauksella alkukuva on sama
kuin kadnteiskuvauksen kuvajoukko.

ESIMERKKI 9.6. (a) Esimerkin 9.1(a) kuvaus g;: A — B ei ole injektio, silld
g1(a) =2 = gi(c). Toisin sanoen, g; *({2}) ei ole yhden pisteen joukko.

(b) Esimerkin 9.1(b) kuvaus go: R — R, ei ole injektio, silld esimerkiksi g(—1) =
1 = g(1). Mutta kuvaus g: [0,00) — R, g(x) = x?, on injektio, silld z? = y? =
x =y kaikilla z,y > 0.
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(c) Esimerkin 9.1(c) kuvaus g3: N — N on injektio. Olkoon n,m € N siten, etti
n # m. Jos nyt n on parillinen ja m on pariton (tai toisinpéin), niin suoraan
kuvauksen mééritelmén nojalla gs(n) on pariton ja gs(m) on parillinen (tai toi-
sinpdin). Néin ollen Lauseen 4.2 nojalla gs(n) # gs3(m). Edelleen, jos n ja m ovat
molemmat parillisia, niin gz(n) =n — 1 # m — 1 = g3(m). Jos taas n ja m ovat
molemmat parittomia, niin g3(n) =n+1# m+ 1 = gs(m).

(d) Esimerkin 9.1(d) kuvaus g4: R*> — R ei Lauseen 9.4 ja Esimerkin 9.2(d)
nojalla ole injektio.

Sanotaan, ettd kuvaus f: A — B on surjektio, jos f(A) = B, ja bijektio, jos se
on seké injektio ettéd surjektio.

LAUSE 9.7. Kuvaus f: A — B on surjektio tdasmdlleen silloin, kun jokaiselle
maalijoukon alkiolle b € B loytyy ldihtdjoukon alkio a € A, jolle f(a) =b.

TobisTus. "=": Olkoon b € B. Télloin oletuksen nojalla b € f(A) ja siten
kuvajoukon méaéritelmin mukaan on olemassa a € A, jolle b = f(a).

7<": Huomaa, ettd kuvauksella f: A — B on aina f(A) C B. Néin ollen riittaa
siis osoittaa, ettd B C f(A). Olkoon siis b € B. T#lloin oletuksen nojalla 16ytyy
alkio a € A, jolle f(a) = b. Taten myo6s b € f(A). O

ESIMERKKI 9.8. (a) Esimerkin 9.1(a) kuvaus g,: A — B ei ole surjektio, silld
gl(A) = {gl(a)7gl(b)791(0)} = {273} # {1727 374} = B.

(b) Esimerkin 9.1(b) kuvaus g2: R — R ei ole surjektio, silld on olemassa maa-
lijoukon R piste, jolle mikéd&n ldht6joukon R piste ei kuvaudu. Esimerkiksi kdy
maalijoukon piste —1. Nyt go(z) = 22 > 0 > —1 kaikilla ldht6joukon pisteil-
14 z € R. Huomaa, ettii kuvaus g: R — [0,00), g(z) = 2%, on surjektio, silld
9(R) = [0, 00).

(c) Esimerkin 9.1(c) kuvaus g3: N — N on surjektio. Olkoon m € N. Etsitdin
lahtéjoukon piste, joka kuvautuu pisteeksi m. Jos m on parillinen, niin selvéasti
m — 1 on pariton ja néiin ollen gz(m —1) = m—1+41 = m. Jos taas m on pariton,
niin selvéisti m + 1 on parillinen ja siten gs(m+1)=m+1—-1=m.

(d) Esimerkin 9.1(d) kuvaus g4: R* — R on surjektio. Harjoitustehtivé.
HuomauTus 9.9. Huomautuksen 9.5 nojalla kuvaus f: A — B on bijektio tés-

miilleen silloin kun sillé on kiinteiskuvaus f~!: B — A. Néin ollen bijektiivinen
kuvaus antaa lahtojoukon ja maalijoukon vilille yksi yhteen sddnnon eli

7 (f@) =a
kaikilla a € A ja

F(f ) =0
kaikilla b € B.
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ESIMERKKI 9.10. (a) Esimerkin 9.1(a) kuvaus ¢g;: A — B ei Esimerkin 9.6 mu-
kaan ole injektio. Néin ollen sillé ei ole kiddnteiskuvausta.

(b) Myoskadan Esimerkin 9.1(b) kuvauksella ¢go: R — R ei ole kéédnteiskuvausta.

(c¢) Koska Esimerkin 9.1(c) kuvaus g3: N — N on bijektio, on silld kddnteisku-
vaus g3 : N — N. Kidnteiskuvaukselle pitee Huomautuksen 9.5 mukaan, ett#
{g5"(m)} on sama joukko kuin joukon {m} alkukuva. Esimerkin 9.8(c) péétte-
lyiden mukaan g5 '({m}) = {m —1}, jos m on parillinen, ja g5 *({m}) = {m+1},
jos m on pariton. Néin ollen

1 _Jm —1, m on parillinen,
g5 (m) = :
m+ 1, m on pariton,
eli tédssa tapauksessa kiddnteiskuvaus on sama kuin itse kuvaus.

(d) Esimerkin 9.1(d) kuvaus g4: R? — R ei Esimerkin 9.6(d) mukaan ole injektio,
joten sillé ei ole kddnteiskuvausta.

9.3. Kuvaaja eli graafi. Sanotaan, ettd kuvauksen f: A — B kuvaaja on
joukko

Gr={(a,b) e AxB:acAjab= f(a)} C AxB.
ESIMERKKI 9.11. (a) Esimerkin 9.1(a) kuvauksen ¢;: A — B kuvaaja on joukko

={(a,b) e AxB:ac€Ajab=g(a)}

{(a,91(a)), (0. 91(0)). (e 91(€) }
{(a,2),(b,3), (¢, 2)}.

(b) Esimerkin 9.1(b) kuvauksen g: R — R kuvaaja on joukko

Gy ={(z,y) ER*:z €R jay = go(x)}
= {(v,2*) e R* : z € R}.
(c) Esimerkin 9.1(c) kuvauksen g3: N — N kuvaaja on joukko
Gy ={(n,m) e NxN:neNjam=gs(n)}

= {(n,n — 1) : n on parillinen} U {(n,n 4+ 1) : n on pariton}.

(d) Esimerkin 9.1(d) kuvauksen g,: R*> — R kuvaaja on joukko

Gy ={(z,y,2) ER: (2,y) €R? ja z = gu(w,y)}
={(z,y,x+y) € R®: 2,y € R}.
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9.4. Nelidimisestid. Nelioksi tdydentdminen on kétevd keino esimerkiksi
joidenkin kuvausten kuvaajan méirittdmisessi. Olkoon f: R — R, f(z) = az®+
br + ¢, missd a,b,c € R ja a # 0. Kuvausta f kutsutaan paraabeliksi ja sen
erikoistapauksia ovat

(1) f(x) = 2%,

(2) f(z) = ax? eli skaalaus/peilaus,

(3) f(x) = (z — d)?* eli z-akselin suuntainen siirto,
(4) f(x) = 22 + c eli y-akselin suuntainen siirto.

Nyt kuvauksen f kuvaajat saadaan maariteltyd em. kohtien (1)—(4) avulla muis-
taen, ettd (a + b)? = a® + 2ab + b?. Nelidimélld nihdiin, etti

2a a? a
_ b2 p?
=alx + %) 1 +
Néin ollen paraabelin kédrki on tason pisteessi (—%, —% + ¢) ja se leikkaa z-

akselia (eli joukkoa {(z,0) € R?: x € R}) tésmaélleen silloin kun

f(x):()(:)a(:er%)Z:%—c

2
B2 b* — 4ac
<:>(x+2a) ~ (20
—b+ Vb — 4dac
T = )
2a

ESIMERKKI 9.12. (a) Hahmotellaan kuvauksen f: R — R, f(z) = 2? — 6z + 7,
kuvaajaa. Edellisen nojalla f(x) = (z — 3)? — 2, kuvauksen kirki 16ytyy pisteesti
(3,—2) ja kuvaus kulkee pisteiden (0,7), (v/2 4 3,0) ja (—v/2 + 3,0) kautta.

(b) Hahmotellaan kuvauksen g: R — R, g(x) = 32? —4x — 2, kuvaajaa. Edellisen

nojalla g(z) = 3(x— %)2 — ?, kuvauksen karki [6ytyy pisteesta (%, —%) ja kuvaus

kulkee pisteiden (0, —2), (% + @, 0) ja (3 — @, 0) kautta.

Nelioksi tdydentaminen on hyoddyllistd myos itseisarvoepayhtéldiden ratkaisemi-
sessa.
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ESIMERKKI 9.13. Mitké pisteet x € R toteuttavat ehdon |z — 2| > |z + 1|7 (vrt.
Esimerkki 8.3(c)). Nelivimélla nahdéédn (ks. myos Lauseen 8.9 todistusta), ettd

22| > |e +1]

& (x—2)? > (x+1)°
& 2?2 —dr+4>a°+2x+1
& 6r < 3

& r < i

Epéyhtélo voidaan ratkaista myos graafisesti vertailemalla kuvausten f: R — R,
f(z) =]z —=2|,jag: R =R, g(x) = |z + 1], kuvaajia.

Harjoitustehtavia

9.1. Olkoot A = {a,b,c}, B ={1,2,3,4} ja kuvaus f: A — B, jolle f(a) = 2,
f(b) =3 ja f(c) = 2. Miki on joukon {1,2,4} alkukuvan kuvajoukko?

9.2. Méérité tarkasti kuvauksen f: (—oo,0] — R, f(x) = 22, kisinteiskuvaus,
jos se on olemassa.

9.3. Osoita, ettd kuvaus f: R? — R, f(x,y) = x+y, on surjektio. Olkoon ¢ € R.
Miki on joukon A, = {(x,y) € R? : y = ¢ — z} kuvajoukko? Hahmottele
kuvauksen graafia.

9.4. Onko kuvaus f: R* — R?, f(x,y) = (v + y,x — y), injektio tai surjektio?

9.5. Olkoon f: [-1,1] — R kuvaus, jolle f(z) = 5x? + 10x — 15 kaikilla z €
[—1,1].

(a) Arvioi kuvauksen f itseisarvoa ylhaalta.
(b) Hahmottele kuvauksen f kuvaajaa.
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