LUKUALUEET

Juha Lehrbéck ja Jouni Parkkonen

LUKIJALLE

Tamé& moniste perustuu Jouni Parkkosen vuosina 2006-2008 ja Juha Lehrbéckin
vuonna 2009 pitdmien Lukualueet-kurssien luentoihin. Monisteen keskeinen mate-
riaali on tarkoitettu 7 viikon mittaiselle luentokurssille, lisdksi mukana on jonkin
verran ylimaariista ja syventivaid materiaalia.

Kurssilla konstruoidaan lukualueet Z, @, R ja C l&htien luonnollisista luvuista N.
Samalla kiydadn 14pi nédiden lukualuiden laskutoimitusten ja jérjestysten ominai-
suuksia. Lukualuiden Z ja Q konstruktiot ja néihin liittyvét laskutoimitukset ovat
melko suoraviivaisia, mutta ne tarjoavat hyvaa harjoitusta ekvivalenssirelaatioiden
kiytostd. Reaalilukujen joukon R konstruktio Cauchyn jonojen avulla on hieman tyo-
ladmpi, samoin kuin analyysin kannalta erittédin keskeisen reaalilukujen joukon tay-
dellisyyden osoittaminen. Kompeksilukujen joukon yhteydessd johdamme 3. asteen
polynomiyhtiloiden yleisen ratkaisukaavan ja todistamme algebran peruslauseen.

Kurssin suorittaminen ei vaadi suurempia esitietoja, tosin matemaattinen peruspaét-
tely, (naiivi) joukko-oppi ja funktioihin liityvét perusmééritelmat oletetaan tunne-
tuiksi. Kun viittaamme muihin laitoksemme kursseihin kiytdmme lyhenteité

EA - Euklidiset avaruudet
LAGI - Lineaarinen algebra ja geometria 1.



1. JOHDANTO

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk.

— Leopold Kronecker —

Luonnollisilla luvuilla 1,2,3,4, ... laskeminen on kehittynyt kiytdnnon tarpeesta il-
maista lukumaérid ja havainnosta, ettd esimerkiksi kolmen omenan ja kolmen leh-
mén muodostamilla joukoilla on todella jokin yhteinen ominaisuus. Kadytannon kaut-
ta ovat syntyneet myos luonnollisten lukujen laskutoimitukset, erityisesti yhteen- ja
kertolaskut, joiden on huomattu noudattavan monia nykyisin itsestédanselviltd tun-
tuvia "laskusddntoja’. Mutta mitd ovat negatiiviset luvut, rationaaliluvut ja irra-
tionaaliluvut (tai jopa kompleksiluvut) ja miksi néilld voidaan laskea siind missé
luonnollisilla luvuillakin?

Liahdemme hakemaan néihin kysymyksiin vastauksia ylla olevaa Leopold Kronecke-
rin kommenttia mukaillen: otamme ldhtokohdaksi tutun luonnollisten lukujen jou-
kon N = {0,1,2,3,...}, jota Kroneckerkin tarkoittaa puhuessaan kokonaisluvuista
(ganzen Zahlen). Nolla on téssé otettu mukaan luonnollisten lukujen joukkoon ldhin-
néd mukavuussyisté, vaikka se ei olekaan lukualuiden kehityksen kannalta yhta "luon-
nollinen” kuin luvut 1,2,3,4,.... Joukko N varustetaan kahdella laskutoimituksella
(yhteen- ja kertolasku, ‘+° ja - ‘) seké jarjestykselld ¢ < ¢, joiden ominaisuudet olete-
taan "intuitiivisesti tunnetuiksi”. Jatkossa kertolasku merkitddn usein ilman pistetta:
a-b=ab.

Luonnollisista lukuvuista lahtien konstruoimme asteittain "kaiken muun” (alles an-
dere), eli lukualueet
ZCcQcRcC

sekd naiden laskutoimitukset ja jérjestykset.

Aloitamme formaalilla laskutoimituksen méaritelmalla:

Madritelma 1.1. Epétyhjan joukon A laskutoimitus on kuvaus * : A x A — A.
Laskutoimituksen tulosta merkitdan yleensé x(a,b) = a * b.

Laskutoimitus on siis séintd, joka liittdd kahteen joukon A alkioon a,b joukon A
alkion a x* b.

Esimerkki 1.2. (a) Luonnollisten lukujen yhteen- ja kertolasku ovat laskutoimituk-
sia: yhteenlasku on kuvaus

+:NxN—=>N, +(m,n)=m+n  (eli (m,n) — m+n),
ja kertolasku on kuvaus
- :NxN=N, -(m,n) =m-n (=mn) (eli (m,n) — mn).
(b) Joukon X osajoukot muodostavat X:m potenssijoukon P (X) = {A C X}. Jouk-

kojen leikkaus ja yhdiste ovat potenssijoukon (X)) laskutoimituksia: (A, B) —
ANB, (A,B)— AUB.

(c) Olkoon X # () ja olkoon .#(X) = {f: X — X} kaikkien X:n funktioiden joukko.
Kuvausten yhdistdminen on joukon .#(X) laskutoimitus: (f,g) — fog.

(d) Matriisien yhteen- ja kertolaskut kaikkien 2 x 2 -matriisien joukossa Mayo ovat
laskutoimituksia. Yhteenlasku on laskutoimitus myos 2 x 3 -matriisien joukossa, mut-
ta kertolasku ei ole.



Luonnollisten lukujen laskutoimituksilla on seuraavat tarkeét ominaisuudet:
(a) assosiatiivisuus eli liitdnndaisyys:
a+(b+c)=(a+d)+c

a(be) = (ab)c
kaikilla a,b,c € N;
(b) kommutatiivisuus eli vaihdannaisuus:

a+b=b+a

ab = ba
kaikilla a,b € N;
(c) distributiivisuus eli osittelulaki
(a+ b)c = ac+ bc
patee kaikilla a, b, c € N.
(d) Liséksi yhteenlaskulla on neutraalialkio 0 € N:
a+0=04+a=a kaikilla a € N;
ja kertolaskulla on neutraalialkio 1 € N:
a-l=1-a=a kaikilla @ € N.

On tarkedd huomata, ettd kaikki laskutoimitukset eivit toteuta niitd ominaisuuksia.

Esimerkki 1.3. (a) Joukon &?(X) laskutoimitukset N ja U ovat kommutatiivisia:
ANB=BNAjaAUB = BUA kaikilla A, B € &(X). Ne ovat myos assosiatiivisia
ja liséksi distributiivisia toistensa suhteen.

(b) Joukon .# (X) laskutoimitus o on assosiatiivinen: fo (goh) = (f o g) o h kaikilla
fyg,h € Z(X). Laskutoimitus o ei ole kuitenkaan kommutatiivinen, silli yleensi

fog#gof.

Miéritelmé 1.4. Olkoon A # ) ja olkoon * joukon A laskutoimitus. Alkio e € A
on laskutoimituksen * neutraalialkio, jos exa = a = a*e kaikilla a € A. Alkioa € A
on alkion a € A kddnteisalkio, jos axa =a*xa = e.

Esimerkki 1.5. (a) Kuten jo totesimmekin, 0 on luonnollisten lukujen yhteenlaskun
neutraalialkio ja 1 on luonnollisten lukujen kertolaskun neutraalialkio. Useimmilla
luonnollisilla luvuilla ei ole kidé&nteisalkiota kummankaan laskutoimituksen suhteen.

(b) Identtinen kuvaus id: X — X, id(x) = z, on joukon .%(X) laskutoimituksen o
neutraalialkio:

idof = f=foid  kaikilla f € Z(X).
Jos f € Z(X) on bijektio, sen kiifinteiskuvaus f~! on kuvauksen f kifinteisalkio
laskutoimituksen o suhteen: fo f~! =id = f~! o f. Toisaalta, jos f € .Z(X) ei ole
bijektio, ei silld ole myoskian kidnteisalkiota.

(c) Martiisien kertolasku (vrt. LAG1) joukossa Mayo ei ole kommutatiivinen, silld
yleensd AB # BA. Kertolasku on kuitenkin assosiatiivinen ja lisiksi distributiivinen
yvhteenlaskun suhteen. Matriisien kertolaskulla on joukossa Msxo my0s neutraalialkio

1 0

Laskutoimituksia voidaan méaritelld useamman joukon karteesiseen tuloon:
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Esimerkki 1.6. Luonnollisten lukujen yhteenlaskun avulla saadaan yhteenlasku
joukkoon N x N: (m,n) + (p,q) = (m + p,n + q).
Luonnollisten lukujen jarjestys ¢ < ¢ on erds esimerkki relaatiosta.

Maédritelma 1.7. Relaatio joukossa A on joukon A x A osajoukko. Jos R C A x A
on relaatio, niin usein merkitidéin aRb <= (a,b) € R.

Esimerkki 1.8. (a) Madritelld4n relaatio R joukossa N asettamalla
aRb<+= b=a+ 3p jollakin p € N.
Tama relaatio liittyy niin sanottuihin kongruensseihin; katso myos Esimerkki 1.14.
(b) Maaritellaan joukossa £(X) relaatio R asettamalla
ARB < ANB#0.

Maaritelma 1.9. Joukon A relaatio R on

e refleksiivinen, jos a R a kaikilla a € A
e symmetrinen, jos kaikilla a,b € A pitee: aRb = bRa,
transitiivinen, jos kaikilla a,b € A pétee:

aRbjabRec = aRec;
e antisymmetrinen, jos kaikilla a,b € A pétee: aRbjabRa = a =0b.

Relaatio on

o ckvivalenssirelaatio, jos se on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen;

e osittainen jdarjestys, jos se on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivi-
nen;

o tdiydellinen jdrjestys, jos se on osittainen jarjestys ja lisdksi kaikille a,b € A
pétee joko aR b tai bR a.

Jos R on tédydellinen jarjestys joukossa A, niin paria (A,R) sanotaan tdysin jarjes-
tetetykst joukoksi.

Esimerkki 1.10. (a) Luonnollisten lukujen jarjestykselle ¢ < * pitee

e n<n (refleksiivisyys)

en<m,m<n = m=n (antisymmetrisyys)

en<m, m<p =— n<p. (transitiivisuus)
Liséksi aina joko n < m tai m < n, joten ‘ < ¢ on joukon N téydellinen jarjestys.
(b) Joukon X potenssijoukon Z2(X) relaatio * C * on osittainen, mutta ei téydellinen

jarjestys:

e ACA
e ACB, BCA = A=B
e ACB, BC(C = AcCC,

mutta joukoille A, B € #(X) ei valttamétta pade A C B tai B C A (mieti esimerk-
kil).

HuowmiorTa: (i) Jos a < b, voidaan kiyttdd myos merkintdéd b > a.

(i) Jos ¢ < ‘ on osittainen jérjestys, niin usein kiytetdan myos relaatiota

a<b <= a<bjaa#bh.
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Huomaa, ettd ¢ < ‘ ei ole Madritelmin 1.9 mielessd jérjestysrelaatio, silld se ei ole
refleksiivinen.

Ekvivalenssirelaatiota merkitaan usein symbolilla ¢ ~ ¢ eli jos (a, b) on kyseisen relaa-
tion alkio, niin merkitd&n a ~ b. Jos ~ on ekvivalenssirelaatio, niin jokainen joukon
A alkio @ méardd ekvivalenssiluokan

[a] ={be A:a~ b}

Joukon A alkioiden méirddméat ekvivalenssiluokat muodostavat uuden joukon, jota
kutsutaan ekvivalenssirelaatiota ~ vastaavaksi A:n tekijajoukoksi ja merkitdan A/~.

Lemma 1.11. Olkoon ~ joukon A ekvivalenssirelaatio ja olkoot a,b € A. Tdlldin

a~b < [a] =[b].

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Esimerkki 1.12. (a) Helpoin esimerkki ekvivalenssirelaatiosta on luonnollisten lu-
kuejen relaatio * = ‘. Télléin [n] = {n} kaikilla n € N.

(b) Joukon N x N relaatio
(m,n) ~ (p,q) <= m=p

on ekvivalenssirelaatio. Tekijajoukko (N x N)/~ voidaan samastaa ("luonnollisella
tavalla”) joukon N kanssa: alkiota n € N vastaa ekvivalenssiluokka [(n,0)] = {(n,m) :
m € N}.

(c) My6s joukon N x N relaatio
(m,n) ~ (p,q) < mq=np

on ekvivalenssirelaatio. Talld lausekkeella méadriteltyd ekvivalenssirelaatiota tullaan
tarvitsemaan myohemmin rationaalilukujen konstruktion yhteydessa.

(d) Esimerkin 1.8 (b)-kohdan relaatio ei ole ekvivalenssirelaatio. Se on kylld reflek-
siivinen ja symmetrinen, mutta ei transitiivinen.

Miritelmi* ja Lause* 1.13. ! Jos * on laskutoimitus ja ~ on ekvivalenssirelaatio
joukossa A, ne ovat yhteensopivat, jos a * b ~ a’ x b’ aina kun a ~ da’ ja b ~ V.
Talloin laskutoimitus * madrdd tekijalaskutoimituksen  joukossa A/~ sdédnnolla
[a] * [b] = [a *b].

Esimerkki* 1.14. Olkoon relaatio = kokonaislukujen joukossa Z maaritelty saéin-
nolla a = b, jos on k € Z siten, ettd b = a + 3k. Talloin = on ekvivalenssirelaatio:

(1) a=a+3-0 kaikilla a € Z,
(2) jos b=a+ 3k jollain k € Z, niin a = b+ 3 - (—k),
(3) jos b=a+ 3k ja c = b+ 3n joillain k,n € Z, niin ¢ = a + 3(k +n).

Ekvivalenssirelaatiota = kutsutaan kongruenssiksi. Yhteenlasku on yhteensopiva ek-
vivalenssirelaation = kanssa: Jos a’ = a + 3m ja b/ = b+ 3n, niin

ad+b =a+b+3(m+n).
Siis kokonaislukujen yhteenlasku méirda laskutoimituksen kolmen alkion joukolla

z/= = {0}, [1], [2]}-

IT4llaiset *:114 merkityt kohdat ovat lisétietoa, joka ei varsinaisesti kuulu kurssin sisilt66n ja/tai
vaatimuksiin



2. KOKONAISLUVUT

Useimmilla luonnollisilla luvuilla ei siis ole kddnteisalkiota yhteen- ja/tai kertolaskun
suhteen. Tdm& on ldheisessd yhteydessa siihen, etteivit vihennys- ja jakolaskut ole
Mééritelman 1.1 mukaisia luonnollisten lukujen laskutoimituksia (koska niiden tu-
lokset eivit ole aina luonnollisia lukuja). Téssa mielessd luonnollisten lukujen joukko
on "liian pieni” néiden laskutoimitusten suhteen.

Laajennamme aluksi lukualuetta N siten, ettd jokaisella alkiolla on téssé uudes-
sa struktuurissa eli kokonaislukujen joukossa Z kidnteisalkio yhteenlaskun suhteen.
Talloin myo6s viahennyslasku voidaan madritelld lukualueessa Z.

Ideana on mééritelld kokonaisluvut "luonnollisten lukujen muodollisina erotuksina”.
Jos m ja n ovat luonnollisia lukuja ja m > n, niin erotus m —n on olemassa luonnol-
lisena lukuna; se on yhtdlon n+x = m ratkaisu x € N. Toisaalta tdmé sama luonnol-
linen luku = voidaan esittdd erotuksena adidrettomén monella eri tavalla. Erityisesti
huomataan, etté

m-n=p—q < m-+qg=p+n.
Mutta téssé oikealla puolella esiintyy vain luonnollisten lukujen yhteenlasku, joten

oikean puolen yhtdlo on maééritelty kaikille m,n,p,q € N, riippumatta siitd onko
mz=njap>q.

Taméin havainnon opastamana maéérittelemme joukkoon N x N relaation ~ asetta-
malla

(1) (m,n) ~ (p,q) <= m+q=p+n.

Havainnollisesti tdma4 siis tarkoittaa juuri sitd, ettd luvuilla m ja n on sama "erotus”
kuin luvuilla p ja q.

Kuva 1. Relaation ~ luokat [(0,1)], [(0,0)] ja [(1,0)].

Lemma 2.1. Kaavalla (1) madritelty relaatio ~ on joukon NxN ekvivalenssirelaatio.



Todistus. Olkoot m,n,p,q,r,s € N. Talloin:
(1) (m,n) ~ (m,n), koska m +n =m + n.
(2) (m,n) ~(p,q) <= m+qg=p+n < p+tn=m+q < (p,q) ~ (m,n).

(3) (myn) ~ (p,q) = m+q=p+nja(p,q) ~ (r,s) = p+s = r+gq. Laskemalla
ndmé yhtélot yhteen saadaan

(m+q)+@+s)=@+n)+(+q)
Jja niinpa
(m+s)++q) =+n)+({+9.
Luonnollisten lukujen yhteenlaskun ominaisuuksien nojalla (huomaa, etté tasséi ei

tarvita vihennyslaskua) téstd seuraa, ettd m + s = r + n, joten relaation ~ méaéri-
telmén nojalla (m,n) ~ (r,s).

Olemme osoittaneet, ettd ~ on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, joten se
on ekvivalenssirelaatio. (]

Nyt voimme maédritelld kokonaislukujen joukon ekvivalenssirelaatiota ~ vastaavana
tekijajoukkona:

Mairitelma 2.2. Kokonaislukujen joukko on
Z = (Nx N)/~,

missd siis (m,n) ~ (p,q) <= m+ ¢ = p + n. Merkitsemme parin (m,n) € N x N
médrddmad ekvivalenssiluokkaa jatkossa lyhyesti vain [m,n| = [(m,n)] € Z.

Kokonaislukujen yhteenlasku madritelliin asettamalla

(2) [m,n] +[p,q] = [m+p,n+q]
ja kertolasku asettamalla

(3) [m.n] - [p, q] = [mp + ng, mq + np].

HuoMAUTUKSIA: (i) Laskutoimitusten mééritelmét ovat "jarkevid”: Kun [m,n] aja-
tellaan erotuksena m — n, niin lausekkeet (2) ja (3) vastaavat lausekkeita

(m—n)+(p—-q =(m+p)—(n+q)
ja
(m —=n)(p—q) = (mp + nqg) — (mq + np).
(ii) Kokonaislukujen laskutoimitukset ovat hyvin mddriteltyjd. Taméa tarkoittaa sité,

ettd laskutoimitusten tulokset eivéit riipu ekvivalenssiluokasta valituista edustajista.
Todistamme tdmén yhteenlaskulle:

Oletetaan, ettd (m’,n’) € [m,n] ja (p',q") € [p,q|, jolloin relaation ~ mééritelméan
mukaan pitee

(4) m+n'=m'+n ja pt+qd=p+q

Koska yhteenlasku méériteltiin asettamalla [m,n]| + [p,q] = [m + p,n + ¢|, niin nyt
taytyy siis osoittaa, ettd

(5) [m+p,n+ql=[m +p,n" +d].
Laskemalla kohdan (4) yhtalot yhteen saadaan
(m+n)+@+d)=m+n)+ 0 +q)
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eli
(m+p)+ (' +4¢)=m +p)+(n+q.

Mutta talldinhan (m + p,n+ q) ~ (m’ +p',n’ 4+ ¢’), mistd (5) seuraa Lemman 1.11
nojalla.

Kertolasku kisitellddn harjoitustehtavina.

HuomauTus*: Edellisen huomautuksen (ii)-kohdan tulos voidaan ilmaista myos seu-
raavasti: Kohdassa 1.6 méaritelty joukon N x N laskutoimitus

(m,n) + (p,q) = (m +p,n+q)

on yhteensopiva kokonaisluvut méarittelevin ekvivalenssirelaation ~ kanssa, jol-
loin kokonaislukujen yhteenlasku saadaan vastaavana tekijalaskutoimituksena (ver-
taa kohtaan 1.13).

Luonnollisten lukujen laskutoimitusten ominaisuudet yleistyvét myos kokonaisluvuil-
le ja liséksi kaikille kokonaisluvuille saadaan kianteisalkio yhteenlaskun suhteen:

Lause 2.3. (a) Kokonaislukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat assosiatiivisia eli
a+(b+c)=(a+b)+c
a(be) = (ab)e
kaikilla a,b,c € Z.
(b) Kokonaislukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat kommutatiivisia eli
a+b=b+a
ab = ba
kaikilla a,b € Z.
(c) Kokonaislukujen kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen eli
(a+b)c=ac+bc
kaikilla a,b,c € 7.

(d) Kokonaislukujen yhteenlaskun neutraalialkio on [0,0] ja kertolaskun neutraalialkio

on [1,0].

(e) Jokaisella alkiolla [m,n] € Z on vastaluku [n,m] € Z (eli kianteisalkio yhteen-
laskun suhteen,):

[m, n] + [n,m] = 0,0].

Todistus. (a) Todistetaan yhteenlaskun assosiatiivisuus. Olkoot a = [m, n], b = [p, ¢|
ja ¢ = [r,s] kokonaislukuja. Kéayttden hyviksi luonnollisten lukujen yhteenlaskun
assosiatiivisuutta saamme

(a+b)+c=[m+pn+q+Irs]=[m+p) +r(n+q +s]
=[m+@+r)n+(@+s))=mnl+p+rq+s
=a+ (b+c).

Kertolaskun kisittely jatetddn harjoitustehtéviksi.
(b) Harjoitustehtévi.

(c) Harjoitustehtévi.

(d) [m,n]+]0,0] = [m,n| ja [m,n][1,0] =[m+ 0,0+ n| = |[m,n].
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(e) Nyt [m,n|+[n,m| = [m+n,n+m|. Toisaalta kaikilla k € N pétee (k, k) ~ (0,0)
(silld £ +0 =0+ k), joten [k, k| = [0,0] ja erityisesti [m + n,n + m] = [0, 0]. Siispa
[m, n] + [n,m] = [0,0]. O

MERKINTA: Merkitsemme kokonaisluvun a = [m,n| € 7Z vastalukua —a, jolloin
lauseen 2.3 perusteella —a = [n, m]. Huomaa, ettd talloin —a = [0, 1][m, n].

Maidritelmi 2.4. Médrittelemme kokonaislukujen vihennyslaskun — : Z x Z — Z
asettamalla a — b = a + (D).

Kokonaislukujen kertolaskun suhteen kiédnteisalkio on olemassa ainoastaan luvuilla
[1,0] ja [0,1] (toteal), joten kerto- ja jakolaskujen suhteen Z on vield lilan pieni
lukualue; tdhin ongelmaan palaamme mythemmin.

Haluamme, ettd kokonaislukujen joukko on luonnollisten lukujen joukon laajennus,
joten joukon N tulisi olla joukon Z osajoukko. Kuitenkin Z on méaritelty joukon
N x N abstraktina tekijajoukkona, eikd N ole tdmén joukon osajoukko. Voimme kier-
tdd tdman ongelman tekemélld matematiikassa hyvin usein kiytetyn tempun: samas-
tamme joukon N sopivan (joukon N kanssa bijektiivisen) kokonaislukujen osajoukon
kanssa.

Lause 2.5. Maddaritelliin kuvaus i: N — Z asettamalla i(n) = [n,0]. Tdlloin i on
injektio, jolle pdtee

ilm+mn)=1i(m)+i(n) ja i(mn)=1i(m)i(n)
kaikilla m,n € N.
Todistus. Todistetaan aluksi injektiivisyys: Jos i(n) = i(m), niin [n,0] = [m,0].
Mutta talléin n + 0 = m 4+ 0, joten n = m. Siispé ¢ on injektio.
Olkoot sitten m,n € N. Talloin
i(m+n)=[m+n,0] =[m,0] + [n,0] =i(m) +i(n)

ja vastaavasti
i(mn) = [mn, 0] = [m,0][n, 0] = i(m)i(n).
O

Lauseen 2.5 mukaan kuvauksesta i saadaan bijektio i: N — i(N) C Z, joka ”sai-
lyttdd laskutoimitukset” eli ei ole merkitystd lasketaanko luvut m ja n yhteen tai
kerrotaanko ne luonnollisina lukuina vai vastaavina kokonaislukuina [m, 0] ja [n, 0].

Luonnollisten lukujen jarjestysrelaatio * < ‘ voidaan myds laajentaa kokonaislukujen
joukkoon Z. Muista, ettd joukon X relaatio R on osittainen jérjestys, jos se on
refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen. Jos liséksi kaikille a,b € X pitee
aRb tai bR a, niin R on tdydellinen jarjestys. Jos R on téydellinen jérjestys joukossa
X, niin (X, R) on téysin jarjestetty.

Maidritelma 2.6. Miiritellddn joukon Z relaatio ¢ < * asettamalla

[m,n] <[p,q] <= m+q<p+n.

HuoMIoITA: (i) Huomaa, ettéd oikealla puolella esiintyy vain joukon N jarjestys ¢ < ‘.
(ii) Kun [m,n] ajatellaan erotukseksi m — n, niin mééritelmé sanoo:

m—-n<p—q <= m+qg<p+n.
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Lause 2.7. Edelld mddritelty relaatio * < ° on kokonaislukujen joukon Z taydellinen
jarjestys. Lisdiksi kaikilla m,n € N pdtee

i(m) <i(n) <= m <n.

Todistus. (1) Osoitetaan aluksi, ettd relaatio ¢ < ¢ on hyvin mééritelty: Olkoon
[m,n] < [p,q] jaolkoot (m',n’) € [m,n]ja(p',q) € [p,q]. Télléin siis m+q < p+n, ja
toisaalta m—+n’' = m/+n, p+q = p'+q, ja pitdi osoittaa, ettd myos m’'+q" < p'+n'.
Mutta néin on, silla

(m'+¢)+p+n)=m+n)+@+d)=m+n)+ @ +q
=(m+q)+@ +n)<(p+n)+ @ +n).

(2) Tarkistetaan sitten, ettid osittaisen jérjestyksen vaatimukset tayttyvét:

e [m,n| < [m,n| on selvi;

e Jos [m,n] < [p,q] ja [p.q] < [m,n), nim m+q < p+njam+q>pn,
joten luonnollisten lukujen jarjestyksen ¢ < ¢ antisymmetrisyyden perusteella
m+q=p-+mnel [m?n] = [ ,Q];

e Jos [m,n] <[p,q|jalp,q] <[rs],ninm+qg<p+njap+s<r+gq, jolloin

m+q+p+s<p+n+r+gq,

mistd seuraa m + s < r+neli [m,n] < r,s].

(3) Olkoot [m,n],[p,q] € Z. Koska * < ‘ on joukon N téydellinen jirjestys, niin nyt
joko m +q < p+mntai m+q > p+n, joten [m,n] < [p,q tai [m,n] > [p,q]. Siten
¢ < ‘ on joukon Z téydellinen jarjestys.

(4) Olkoot m,n € N. Talloin
i(m) <i(n) <= [Mm,00 <[n,0] <= m+0<n+0 < m<n.

Madéritellddn nyt positiivisten kokonaislukujen joukko 7. asettamalla
Zy ={[k,0] € Z:keN, k+#0}.

Joukkoa

—Z4+ ={[0,k] : k€ N, k#0}
sanotaan puolestaan negatiivisten kokonaislukujen joukoksi. Merkitdan lisdksi 0 =
[0,0] € Z. Tall6in seuraavat ominaisuudet pétevit:

Lemma 2.8. (a) Kun a,b € Z,, niin a+b € Zy ja ab € Z.

(b) Z=-7Z,U{0}UZ,.

() Zy N—Z4 = 0.

(d) Kaikilla a € Z pitee a® € Z U{0}.

Todistus. (a) Olkoot a = [m,0], b = [n,0], m,n € N. Talléin a + b = [m + n,0].
Koska m +mn € N ja m +n # 0, niin a + b € Z;. Samoin ab = [mn,0] € Z,..

(b) Olkoon a = [m,n| € Z. Jos m = n, niin a = 0 (vertaa Lauseen 2.3 kohdan (e)
todistukseen). Jos taas m > n, niin on olemassa k € N, k > 1, siten, ettd m = n+ k.
Mutta télloin m+0 = k+n eli [m,n] = [k, 0], joten a € Z,.. Vastaavasti, jos m < n,
niin 16ytyy & € N, k > 1, siten, ettd m + k = 0 + n. Talloin [m,n| = [0, k], joten
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a € —7Z4. Koska joku edelld kisitellyistd vaihtoehdoista on aina voimassa, niin viite
seuraa.

(c) Harjoitustehtava.

(d) Harjoitustehtava. O

SopiMmus: Téstedes samastamme lukualueen N vastaavan kokonaislukujen osajoukon
i(N) = Z, U {0} kanssa ja merkitsemme kaikilla n € N

n = [n,0] € Z.
Talla tulkinnalla luonnollisten lukujen joukosta N tulee kokonaislukujen joukon Z
osajoukko. Lauseen 2.8 perusteella jokainen nollasta poikkeava kokonaisluku on joko
positiivinen kokonaisluku (ja siten luonnollinen luku) tai jonkun positiivisen koko-
naisluvun vastaluku eli negatiivinen kokonaisluku. Merkitsemmekin jatkossa kaikilla

neN
—n = [0,n] € Z.

HUOMAUTUKSIA: (i) Kun [m,n| € Z, niin edellistd merkintdd kiyttden voimme kir-
joittaa, etta
[m,n] = [m,0] +[0,n] =m+ (—n)=m—n
eli luku [m,n| on todella erotus m — n.
(ii) Kokonaislukujen jérjestys voitaisiin mééritelld myos joukon Z, avulla, silla kai-
killa a,b € Z pétee
a<b <<= b-—acZi U{0} (=N)
tai yhtépitavésti (ja téssd yhteydessd luonnollisemmin)
a<b < b—acZy;
vksityiskohdat jatetddn harjoitustehtéviksi.

Todistetaan vield muutamia hyoddyllisid kokonaislukujen laskutoimitusten ominai-
suuksia.

Lemma 2.9. (a) Jos a,b,c € Z jaa+c=0b+c, niin a=Db.
(b) Jos a,b € Z ja ab= 0, niin a =0 tai b = 0.
(c) Josa,beZ, ce Z\ {0} ja ac = bc, niin a = b.

Todistus. (a) Koska ¢+ (—c) = 0, niin oletusta a + ¢ = b + ¢ kéiyttéen saamme
a=a+0=a+ (c+(—c)) =(a+c)+ (—c)
=0b+c)+(—c)=b+ (c+ (—c)) =b.
(b) Jos a = 0, niin véite seuraa, joten voimme olettaa, ettd a # 0. Lemman 2.8
perusteella nyt 16ytyy & € N, k > 1, siten, ettd a = [k,0] tai a = [0, k]. Olkoon nyt
b=I[p,q] € Z. Jos a = [k,0], niin
0.0] = ab = [, 0)[p,) = [k, kg,
joten kp = kq. Koska k& > 1, niin téstd seuraa N:n kertolaskun ominaisuuksien

perusteella ettd p = ¢, jolloin b = [p,p] = 0. Tapaus a = [0, k] kisitellddn aivan
vastaavasti.

(c) Seuraa (a)- ja (b)-kohdista; harjoitustehtava. O
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HisTORIAA: Negatiivisia kokonaislukuja tavataan jo hyvin varhaisissa kiinalaisissa ja
intialaisissa léhteissé, yleensé kuvaamaan velkaa. Ensimmaéinen (tunnettu) jarjestel-
méllinen negatiivisten lukujen (ja nollan!) aritmetiikan esitys loytyy intialaisen Brah-
maguptan (598-670) toistéd. Intiasta negatiiviset luvut levisivéit hitaasti Arabiaan ja
edelleen Eurooppaan, mutta niiden kaytto oli aluksi hyvin varautunutta. Esimerkik-
si algebrallisten yhtdloiden negatiiviset juuret jétettiin systemaattisesti huomioimat-
ta vield 1500-luvulla. Ensimméisid uuden ajan matemaatikkoja, jotka kisittelivat
negatiivia lukuja luonnollisena osana lukujarjestelméd, olivat Michael Stifel (1487—
1567, Saksa) ja Rafael Bombelli (1526-1572, Italia). Yhtéloiden negatiiviset ratkaisut
ovat liséksi esilld ainakin Thomas Harriotin (1560-1621, Englanti) ja Albert Giraldin
(1595-1632, Ranska/Hollanti) t6issd, jotka eivit kuitenkaan tulleet omana aikanaan
kovin tunnetuiksi. Girald oli ilmeisesti myos ensimmaisid, joka esitti ajatuksen, et-
td negatiiviset luvut asettuvat "vastakkaiseen suuntaan” positiivilukuihin n&hden.
Tama késitys yleistyi 1600- ja 1700-luvuilla, kun analyyttisesséd geometriassa alet-
tiin kdyttad koordinaattiakseleita, joissa esiintyi myos negatiivisia lukuja. Epédluulo
negatiivisia lukuja kohtaan oli kuitenkin hyvin yleista vield 1700- ja 1800-luvuillakin.

Idea negatiivisten kokonaislukujen méarittelemisestd luonnollisten lukujen parien
ekvivalenssiluokkina on perdisin Leopold Kroneckerilta (1823-1891, Saksa) vuodelta
1887. Hénen esityksensd tosin poikkesi jonkin verran télla kurssilla kiyttamé&stam-
me, jota ldhempénd on Rickhard Dedekindin (1831-1916, Saksa) mééritelmé vuo-
delta 1913.

3. RATIONAALILUVUT

Ainoat kokonaisluvut, joilla on ki#inteisluku kertolaskun suhteen, ovat 1 ja —1. Toi-
saalta jakolasku onnistuu joillekin kokonaisluvuille, mutta ei kaikille. Jos kuitenkin
a,b,c,d € Z ja osamiairit § ja g ovat kokonaislukuja, niin

a c

—=— <= ad=bc;

b d

3 2 ’

Tamé havainto johtaa meiddt méaritteleméin rationaaliluvut kokonaislukujen "muo-
dollisten osamédrien” avulla, samaan tapaan kuin kokonaisluvut méiriteltiin luon-
nollisten lukujen "muodollisina erotuksina”.

Merkitédén Z* = Z \ {0} ja mééritelladn relaatio ~ joukossa Z x Z* asettamalla

(6) (a,b) ~ (¢,d) <= ad = bc.

Lemma 3.1. Kaavalla (6) madritelty relaatio ~ on joukon Z x Z* ekvivalenssire-
laatio.

Todistus. Olkoot a,c,e € Z ja b, d, f € Z*. Talloin:

(1) (a,b) ~ (a,b), koska ab = ba.

(2) (a,b) ~ (¢,d) <= ad=bc <= cb=da <= (c,d) ~ (a,b).

(3) (a,b) ~ (¢,d) = ad = bcja (¢c,d) ~ (e,f) = cf = de. Kertomalla ndmé
yvhtélot puolittain saadaan

(ad)(cf) = (be)(de),
ja niinpa

(af)(cd) = (be)(cd).
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Jos nyt ed # 0, niin Lemman 2.9 (c)-kohdan nojalla af = be, jolloin siis (a,b) ~
(e, f). Jos taas cd = 0, niin Lemman 2.9 (b)-kohdan perusteella ¢ = 0 (koska d € Z*),
joten myos

ad=bc=0 ja de=cf=0.
Koska edelleen d # 0, niin @ = 0 ja e = 0. Niinpd af = 0 = be, joten tdssdkin
tapauksessa (a,b) ~ (e, f).
Koska ~ on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, on se ekvivalenssirelaatio.

O

Maédritelma 3.2. Rationaalilukujen joukko on
Q=(ZxZ*)/~,
missi siis (a,b) ~ (¢,d) <= ad = be. Alkion (a,b) € Z x Z* madraaméi ekviva-
lenssiluokkaa merkitéaén jélleen lyhyesti [a,b] = [(a,b)] € Q.
Rationaalilukujen yhteenlasku méaaritellidn asettamalla
[a,b] + [c,d] = [ad + bc, bd]

ja kertolasku
[a, b][c, d] = [ac,bd].

HuomAUTUKSIA: (i) Koska rationaaliluvut médrittelevd ekvivalenssirelaatio pohjau-
tuu kokonaislukujen kertolaskuun, tulee rationaalilukujen kertolaskusta "luonnolli-
semman nékoéinen” kuin yhteenlaskusta.

(ii) Laskutoimitukset on jdlleen madritelty “jarkevésti”: Kun rationaaliluku [a,b]
ajatellaan osamdérand ¥, niin yhteenlasku saa muodon

a ¢ ad+bc
b7 T
ja kertolasku muodon
a c ac
b d  bd

(iii) Rationaalilukujen laskutoimitukset ovat hyvin maariteltyjd. Néytetaan tamé
yhteenlaskulle: Olkoot siis (a’,b) € [a,b] ja (¢, d’) € [¢,d]. Pitad osoittaa, etté
['d + ' Vd] = [ad + be, bd]
eli ettd
(d'd + V') (bd) = (b'd)(ad + be)
eli yhtéapitdvasti
(7) a'd'bd+v'dbd =v'dad+ b'dbe.

Mutta koska a’b = b'a ja ¢/d = d'c, niin

a'd'bd = (a'b)(d'd) = (ba)(d'd) = bdad
ja

b'dbd = ('d)(V'b) = (d'c)(b'b) = b'd'be,
joten yhtélo (7) pitaa paikkansa, ja siten viite on todistettu.

Kertolasku jatetddn harjoitustehtavaksi.

MERKINTA: Merkitsemme jatkossa usein [p,q] = g = p/q. Muista kuitenkin, ett&

tarkoitamme tall4 merkinnalla parin (p, q) € Z x Z* médrdaméé ekvivalenssiluokkaa.
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Kaikki kokonaislukujen laskutoimitusten hyvét ominaisuudet pateviat myos rationaa-
lilukujen laskutoimituksille, ja liséksi jokaiselle nollasta poikkeavalle rationaaliluvulle
saadaan kidnteisalkio kertolaskun suhteen:

Lause 3.3. (a) Rationaalilukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat assosiatiivisia.
(b) Rationaalilukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat kommutatiivisia.
(c) Rationaalilukujen kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen.

(d) Rationaalilukujen yhteenlaskun neutraalialkio on 0 = [0,1] ja kertolaskun neut-
raalialkio on 1 = [1,1].

(e) Jokaisella [p,q] € Q on wvastaluku [—p,q] € Q (eli kdanteisalkio yhteenlaskun
suhteen):

[p,al + [=p,q] = [0,1].
(f) Jokaisella [p,q] € Q\{[0,1]} on kddnteisluku [q,p] € Q\{[0,1]} (eli kiinteisalkio

kertolaskun suhteen):

[, dllg, p] = [1,1].

Todistus. (a) Seuraa melko suoraan kokonaislukujen laskutoimitusten assosiatiivi-
suudesta; esimerkiksi

[a, 0] ([e, dlle, f]) = [a, bl[ce, df] = [a(ce), b(df)] = [(ac)e, (bd)f] = ...

(b) Seuraa melko suoraan kokonaislukujen laskutoimitusten kommutatiivisuudesta;
esimerkiksi

[a,b] + [¢,d] = [ad + bc, bd) = [cb + da,db] = [¢,d] + [a, b].
c¢) Harjoitustehtéva.
d) Helppo lasku.

e

f

(
(
(e) Téassd riittdd huomata, ettd [0,m] = [0, 1] kaikille m € Z*.

(f) Téassa riittdd huomata, ettd [m, m| = [1, 1] kaikille m € Z*. O

Huomautus: Nollalla 0 = [0, 1] ei voi olla kddnteislukua, koska kaikilla [p, ¢] € Q
MERKINTA: Merkitsemme luvun a = [p, q] € Q vastalukua —a = [—p, ¢] ja kidnteis-
alkiota 1 =a™! = [g, p].

Maiéritelma 3.4. (1) Méarittelemme uuden laskutoimituksen, jakolaskun, joukos-
sa Q* = Q)\ {0} asettamalla a/b = a - b~! kaikille a,b € Q*, missd b~! on siis
rationaaliluvun b # 0 kiidnteisluku. Kdytdmme myds merkintdd ¢ = a/b.

(2) Rationaalilukujen vihennyslasku méaritellaan asettamalla a—b = a+(—0b) kaikille
a,be Q.

Edellisessd luvussa samastimme luonnollisten lukujen joukon N lukualueen Z osajou-
koksi. Nyt haluamme tehdd saman joukolle Z uuden lukualueen @ suhteen. T&ta
varten méirittelemme kuvauksen j: Z — Q asettamalla j(m) = [m, 1].

Lemma 3.5. Kuwvaus j on injektio, jolle pdtee
jm+mn) =jm)+jn) ja jlmn)=jm)j(n)
kaikilla m,n € 7.
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Todistus. Samaan tapaan kuin Lause 2.5 (Harjoitustehtéva). O

Rationaalilukujen jérjestyksen médrittelemisté varten otamme kiyttoon positizvisten
rationaalilukujen joukon

m
QJFZ{Z EQ:m,nEZ+}.
Vastaavasti negatiivisten rationaalilukujen joukko on

—QJF:{%EQ:m,nEZJF}.

Muista, ettd 7 = [m,n]. Joukolla Q4 on samankaltaisia ominaisuuksia kuin positii-
visten kokonaislukujen joukolla Z, :

Lemma 3.6. (a) Jos a,b€ Q4, niin a+b € Q4 ja ab e Q..

(b) @ = ~Q, U{0}UQ..

() QN —Q, = 0.

(d) Kaikilla a € Q pitee a®> € Q4 U{0}.

(e) Kaikilla a € Q4 pitee a=* € Q..

Todistus. (a) Olkoot a = m/n ja b = p/q, missd m,n,p,q € Z,. Télloin a + b =

(mq+ np)/ng. Lemman 2.8 perusteella mq,np, mq+np,nq € Z, joten a+b € Q..
Vastaavasti ndhdéddn, ettd ab € Q...

Loput kohdat harjoitustehtavia. O

My6s Lemma 2.9 yleistyy rationaaliluvuille:

Lemma 3.7. (a) Jos a,b,c € Q jaa+c=b+c, niina="h.
(b) Jos a,b € Q ja ab= 0, niin a =0 tai b= 0.

(c) Jos a,b e Q, c e Q* ja ac = be, niin a = b.

Todistus. (a) Todistetaan kuten kokonaisluvuille.

(b) Olkoot @ =m/n ja b= p/q, missd m,p € Z ja n,q € Z*. Jos ab = 0, niin
mp_ g9
ng 1

Talloin mp = 0, joten Lemman 2.9 nojalla m = 0 tai p = 0. Siispd a = 0 tai b = 0.

(c) Seuraa (a)- ja (b)-kohdista kuten kokonaisluvuille. Voidaan todistaa myos kéyt-

tden luvun ¢ kidnteislukua samaan tapaan kuin (a)-kohdassa kiytetdén vastalu-

kua. U

Nyt voimme médritelld jarjestyksen rationaaliluvuille:

Midritelma 3.8. Méiaritellddn joukon Q relaatio ¢ < © asettamalla kaikille a,b € Q
a<b <<= b—acQ.

HuomAuTuUs: Rationaalilukujen summa (ja siten myos erotus) on hyvin mééritelty,

joten riittda huomata, ettd joukkoon Q4 kuuluminen ei riipu valitusta rationaalilu-
vun a edustajasta. Talloin rationaalilukujen relaatio ¢ < * on hyvin méaritelty.
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Totuttuun tapaan asetamme vield kaikille a,b € Q

a<b < a<btaia=0b.

Huomautus: Kun m,n,p,q € Z4, niin
m
(8) —§2—9<:>mq§np.
n q
Tama ei kuitenkaan ole hyva tapa méaritelld rationaalilukujen jarjestystd; pohdinta
ja kaavan (8) perustelu jatetdén harjoitustehtaviksi.

Lause 3.9. Joukon Q relaatio © < ¢ tdydellinen jarjestys. Lisdksi kaikilla m,n € Z
patee
jm) <jn) <= m<n.

Todistus. (1) Olkoot a,b,c € Q. Télloin

e 0 <a

e Josa<bjab<a,ninb—aecQyU{0}jab—a=—(a—0b) e —-Q4U{0}.
Koska Lemman 3.6 mukaan Q; N —Q, = (), niin vilttiméttd b — a = 0,
jolloin a = b.

e Josa<bjab<cninb—aec QyU{0}jac—be QypU{0}, jolloin Lemman
3.6 (a)-kohdan avulla ndhdaan helposti, etta

c—a=(c—b)—(b—a)eQruU{0}.

Siispé a < c.
Niin ollen ¢ < ¢ on joukon Q osittainen jirjestys.

2) Olkoot a,b € Q. Lemman 3.6 perusteella b —a =0, b—a € Q4 tai a — b =
+
—(b—a) € Q4. Niinpa a < b tai b < a, joten jarjestys ¢ < ‘ on myos taydellinen.

(3) Olkoot m,n € Z. Télléin
jim) <jn) <= m,1]<[n,1] <= m-1<1-n <= m<n,

misséd keskimméinen ekvivalenssi seuraa kaavasta (8). O

SopiMmus: Téstedes samastamme kokonaisluvut vastaavan rationaalilukujen osajou-
kon j(Z) C Q kanssa. Toisin sanoen, jos m € Z, niin m = [m, 1] =m/1 € Q.

HuomauTus*: Olemme kéyttédneet merkintdd a/b = § tédhdn asti kahdessa eri tar-
koituksessa: jos (a,b) € Z x Z*, niin a/b = [a,b] € Q, ja jos (a,b) € Q x Q*, niin
a/b =a-b"! € Q. Kun samastamme kokonaisluvut rationaalilukujen osajoukoksi,
on syytd tarkistaa, ettd kokonaisluvuille molemmat merkinnét tarkoittavat samaa
asiaa. Toki néin onkin, silld jos (a,b) € Z x Z*, niin samastuskuvausta j kiyttden
saamme

a-b' =[a,1[b,1]7 = [a,1][1,0] = [a, D).

HAvAINTOJA: Olemme siis saaneet laajennettua luonnollisten lukujen joukon N ra-
tionaalilukujen joukoksi Q, joka sisdltdéd joukon N osajoukkonaan luonnollisten sa-
mastusten kautta:
N=iN)cZ=j5Z)cQ.

Yhteen- ja kertolasku kiyttaytyvéat erittdin hyvin lukualueessa Q : Kaikilla a € Q on
kidnteisalkio yhteenlaskun suhteen (vastaluku —a) ja kaikilla a € Q \ {0} kidnteis-
alkio kertolaskun suhteen (kid#nteisluku 1/a). Algebran ja analyysin kannalta ratio-
naalilukujen joukko ei kuitenkaan ole vield riittdvin hyva lukualue. Yksinkertainen
aritmetiikkakin on vield "vajaata”, kuten seuraava esimerkki osoittaa:
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Esimerkki 3.10. Yht#lolld 22 = 2 ei ole ratkaisua rationaalilukujen joukossa: Jos
olisi = p/q € Q siten, etti x> = 2, niin tilldin p? = 2¢>. Mutta nyt luku 2 esiintyy
luvun p? alkutekijiesityksessd parillisen monta kertaa ja luvun 2¢? esityksessi parit-
toman monta kertaa, jolloin Aritmetiikan peruslauseen nojalla ndmé luvut eivit voi
olla yhtd suuria. Jos télle yhtélolle halutaan ratkaisu, tarvitaan siis vield laajempi
lukualue.

Analyysin tarpeita varten esittelemme seuraavan méédritelmén, joka toimii kaikissa
muissakin (tdysin) jarjestetyissa lukualueissa.

Maidritelmi 3.11. Luku M € Q on joukon A C Q yldraja, jos a < M kaikilla a € A.
Joukon A yliraja M € Q on joukon A pienin yliraja, jos M < M’ kaikilla joukon A
ylarajoilla M'. Vastaavasti luku m € Q on joukon A C Q alaraja, jos m < a kaikilla
a € A. Joukon A alaraja m € Q on joukon A suurin alaraja, jos m’ < m kaikilla
joukon A alarajoilla m/.

Joukko A C Q on ylhdalta rajoitettu, jos silld on jokin ylaraja M € Q, ja vastaavasti
alhaalta rajoitettu, jos silla on jokin alaraja m € Q. Jos joukolla on seké yli- ettd
alaraja, se on rajoitettu.

HuomAauTus: Usein joukon A pieninté yldrajaa kutsutaan supremumiksi ja siitd kéy-
tetddn merkintdd sup A. Suurinta alarajaa kutsutaan infimumiksi, merkitdén inf A.

Analyysin kannalta on #érimméisen tirkeid, ettd jokaisella ylha#lta rajoitetulla jou-
kolla on pienin yldraja. Joukossa Q néin ei kuitenkaan ole:

Esimerkki 3.12. Joukolla

A={recQ:2? <2}
ei ole pienintd ylirajaa rationaalilukujen joukossa Q: Oletetaan, etti a = p/q €
Q onkin joukon A pienin yliraja. Esimerkin 3.10 perusteella a? = p?/q¢? # 2, joten
a? < 2 (eli @ € A) tai a®> > 2. Jos a®> = p?/q¢® < 2, niin tarpeeksi suurilla n € N
pitee (1 + 1/n)? < 2¢%/p? (yksityiskohdat jitetdin harjoitustehtiviksi). Talloin
b=(14+1/n)p/q € A jaa < b, joten a ei voikaan olla joukon A yliraja.
Vastaavaan tapaan osoitetaan, ettd mikdan joukon

B={recQ:2*>2}

alkio ei ole joukon A pienin yliraja. Kuitenkin Q = A U B, joten joukolla A ei voi
olla pieninté ylarajaa rationaalilukujen joukossa.

Kannattaa kiinnittdd huomiota Esimerkkien 3.10 ja 3.12 samankaltaisuuteen, vaikka
lahtokohta on néissd hyvin erilainen: ensimmaisessé yksinkertaisen yhtélon ratkaisun
olemassaolo ja toisessa pienimmén ylarajan loytdminen.

Annetaan téssd vaiheessa vield yksi tarpeellinen mééritelmé:
Miidritelmé 3.13. Luvun a € Q itseisarvo on

a, jOS a € Q-i-’
la| =< —a, josae—Qy,
0, josz=0.

Lause 3.14. Itseisarvolle pdtee:

(a) la]| =0 <= a=0.

(b) la—0b| <|a—c|+ |c—b| kaikilla a,b,c € Q (kolmioepdyhtdild).
(c) |ab| = |a||b| kaikilla a,b € Q.
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Todistus. Analyysi 1 / Harjoitustehtéva. O

HuoMmAuTUS: Sama méaéritelmé toimii myds muissa téysin jérjestetyissa lukualueissa
(Z ja myohemmin R).

HisToRIAA: Rationaali- tai murtolukuja on késitelty jo varhaisissa sivilisaatioissa.
Muinaisessa Egyptissd kédytettiin ns. yksikkémurtolukuja, jotka olivat luonnollisten
lukujen kdédnteislukuja. Kaikki muut murtoluvut esitettiin nididen summina; siis esi-
merkiksi luku 3/5 esitettiin muodossa ”1/3 ja 1/5 ja 1/15”. Tama ei ollut laskujen
kannalta kovin kiytédnnollistd, mutta egyptildisilla oli mittavia taulukoita helpotta-
massa esimerkiksi yksikkomurtolukujen yhteenlaskua. Babylonialaisilla oli kiytossa
huomattavasti joustavampi systeemi, jossa murtoluvut ilmaistiin laskennallisesti ké-
teviissi 60-kantaisessa jirjestelmissd, siis nimittijien 60,60% = 3600, ... avulla. Si-
ten esimerkiksi 1/5 = (0;12)g09 (koska 1/5 = 12/60) ja 1/50 = (0;1,12)g0 (koska
1/50 = 1/60 + 12/3600). Antiikin Kreikkalaiset esittivit murtoluvut (tai oikeastaan
kokonaislukujen tai pituuksien suhteet) “osoittajan” ja "nimittdjin” avulla, mutta
merkinnat poikkesivat nykyisisté.

Esimerkin 3.10 havainto v/2 ¢ Q on oleellisesti periisin Pythagoraan koulukunnasta
noin 400-luvulta eKr. Tuolloin huomattiin, ettd nelion sivu ja lavistdja ovat yhteismi-
tattomat eli ndiden suhdetta ei voi ilmaista kahden kokonaisluvun suhteena. Tarinan
mukaan tdma jarkytti suuresti Pythagoralaisten lukujen harmonialle perustunutta
maailmankuvaa, ja yhteismitattomuuden keksija padtettiinkin hukuttaa mereen, et-
tei vaarallinen tieto péadsisi levidmaén.

Teoreettisemmin rationaalilukuja alettiin tarkastella kuitenkin vasta 1800-luvun al-
kupuolella. Rationaalilukujen joukon tdsméillinen mééritelma kokonaislukuparien ek-
vivalenssiluokkina esiintyy ainakin Heinrich Weberin (1842-1913, Saksa) oppikirjas-
sa Lehrbuch der Algebra vuodelta 1895; Kronecker tosin esitteli vastaavan (mutta
monimutkaisemman) mé#éritelmén jo vuonna 1887.

4. CAUCHYN JONOT

Edellisen luvun lopun esimerkit 3.10 ja 3.12 osoittavat, ettd rationaalilukujen jou-
kossa on "reikid”. Seuraavana tavoitteenamme onkin "tdyttdd” nadmé reidt sopivilla
“irrationaaliluvuilla”, toisin sanoen laajentaa rationaaliluvut edelleen suuremmaksi
lukualueeksi R, jossa néitd reikid ei endé esiinny. Haluamme luonnollisesti, ettd Q
voidaan jalleen tulkita tdmé&n uuden lukualueen osaksi siten, etté laskutoimitukset
ja jarjestys sailyvit.

Ideana on arvioida esimerkiksi lukua ”v/2”¢ Q rationaalilukujen jonolla, joka "sup-
penee” kohti lukua ”v/2”. Ongelmana on kuitenkin se, ettei téllaista lukua ”v/2” ole
(vield) olemassa, joten ei voida mytskddn mééritelld, mitd tatd lukua kohti suppe-
neminen tarkoittaa. Tamé& ongelma voidaan kiertdd kiyttdmaélla rationaalilukujen
Cauchyn jonoja, joita kisittelemme téssé luvussa. Seuraavassa luvussa muodostam-
me néistd jonoista halutun lukualueen R sopivan ekvivalenssirelaation (taas!) avulla.

Aloitamme tarkastelemalla rationaalilukujen jonoja. Olkoon

S =7 (Q) = {(an)pZ s an € Q}
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kaikkien rationaalilukujonojen joukko. M&édrittelemme yhteenlaskun ja kertolaskun
joukossa _# komponenteittain. Jos siis a = (ay,)52; ja 8 = (by)32,, niin

n=1_
a+f=(an+bp)pz Ja aBf=(anbn)nl,.
Niilld laskutoimituksilla on paljon tuttuja ominaisuuksia:
Lause 4.1. Kaikilla o, 8,7 € 7, a = (an)s2y, B = (bn)p; jay = (cn)pey, jonojen
laskutoimituksille < + ¢ ja © - ¢ pdtee
(a) assosiatitvisuus
at+(f+7)=(a+0)+y

a(By) = (aB)y
(b) kommutatiivisuus

at+fB=08+a

af = Pa
(¢) ja distributiivisuus
(a+ B)y =ay+ Bv.

Lisdksi
(d) jono 0 = (0)>2, = (0,0,0,...) on yhteenlaskun neutraalialkio ja jono 1 =
(D)9, =(1,1,1,...) on kertolaskun neutraalialkio;

e) jokaisella jonolla o = (a,)S%, on kddnteisalkio —a = (—ay)5, yhteenlaskun
n=1 n=1
suhteen.

Todistus. Kaikki ominaisuudet seuraavat suoraan jonojen laskutoimitusten mé&ari-
telmésta ja rationaalilukujen laskutoimitusten vastaavista ominaisuuksista; yksityis-
kohtien tarkastaminen jitetddn harjoitustehtéviksi. O

HuomAauTus: Monilla jonoilla ei ole kddnteisalkiota kertolaskun suhteen: Olkoon
esimerkiksi o = (0, a9, as,...) ja B = (b1, by, bs,...). Talloin

af = (0,a2b9,a3bs,...) # (1,1,1,...) =1,
joten jonolla « ei voi olla kddnteisalkiota kertolaskun suhteen.
HuomAuTUS*: Jono a = (a,);2, € _# voidaan tulkita kuvaukseksi
a:Zy —Q, a(n) = ay.

Maiaritelma 4.2. (1) Jono (a,)22; € # on rajoitettu, jos on M € Q siten, ettd
lan| < M kaikilla n € Z..

(2) Jono (an)s2, € Z suppenee kohti lukua a € Q, jos kaikilla e € Q4 on N € N
siten, etta

lanp, —al <e, kun n > N.
(3) Jono (an)s2, € _Z on Cauchyn jono, jos kaikilla e € Q4 on N € N siten, ettd

lan —am| <e, kun n,m > N.

Jos jono a = (a,)52; € _# suppenee kohti lukua a € Q, on a jonon « raja-arvo.
Talloin kiytetddn merkintoja:
a= lim ay,; a, — a; a, —a, kun n — oc.
n—oo

n—~0o0
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Jos jono o € _# suppenee kohti jotakin lukua a € QQ, sanomme, etté jono a suppenee

(joukossa Q). Jos jono ei suppene, se hajaantuu.

Esimerkki 4.3. (a) Jono (a,)52; € _# on vakiojono, jos on olemassa a € Q siten,
ettd a, = a kaikilla n € Z . Tall6in myos lim, . an = a.

(b) Jono (1/n)s°, € _# suppenee kohti lukua 0. Témé& nahd4én seuraavasti: Olkoon
e € Q4, jolloin € = p/q joillekin p,q € Z. Kun n > ¢, niin np > gp > ¢ - 1, jolloin
1/n < p/q=c. Nédinollen |[1/n — 0| =1/n < e kun n > g eli kun n > ¢ + 1, joten
médritelmén 4.2(2) luvuksi N voidaan valita g + 1.

Maéaritelmén 4.2 kisitteet liittyvit ldheisesti toisiinsa:

Lause 4.4. (a) Jos jono a € ¢ suppenee, niin o on Cauchyn jono.

(b) Jos jono a € _# on Cauchyn jono, niin se on rajoitettu.

Todistus. (a) Harjoitustehtavi; kiyta kolmioepayhtaloa.
(b) Jos a = (ayn)32, € # on Cauchyn jono, niin 16ytyy N € N siten, ettd
lan, —am| <1€Qy, kunn,m > N.
Olkoon nyt M’ = max{|a, —an|: 1 <n < N}. Télloin kaikilla n € Z4
|an| < lan — an| + |an| < max{1, M’} + |an],

joten méiritelmén 4.2(1) luvuksi M voidaan valita M = max{1, M'} + |ay]|. O

HuomAauTus: Monet rationaalilukujen Cauchyn jonot eivdt suppene joukossa Q.

Esimerkiksi jono

1 2
1==,2=2,
1 1

N w

5 8 13 21
IR TR
joka jatkuu sdédnnolla

Pn _ Pn-1 + Dn—2
dn Gn-1+Gn-2’
(Fibonaccin luvut!) on rationaalilukujen Cauchyn jono, joka ei suppene rationaalilu-
kujen joukossa. Sivuutamme tdmén seikan todistuksen. Mainittakoon, ettd kyseinen
jono liittyy ketjumurtolukuihin ja kultaiseen leikkaukseen, sillé itse asiassa
Po g, 1 1+5
an 1+ r ! T

T+

¢ Q.

—
n—00 2

Merkitddn tistd ldhtien rationaalilukujen joukon @Q Cauchyn jonojen joukkoa
¢ =%(Q) ={(an);21 € Z(Q) : (an);—; on Cauchyn jono}.

Lause 4.5. Jonojen yhteen- ja kertolaskut mdardavdt laskutoimitukset myos Cauchyn
jonojen joukossa, ts. jos o, 3 € €, niin o« + 3 € € ja aff € C.

Todistus. Olkoot siis a = (ag)72, € € ja B = (b)), € €. Osoitamme, ettd af €
¢ . Koska Cauchyn jonot ovat rajoitettuja, niin l6ytyy M,, Mg € Q4 siten, ettd
lag| < M, ja |by| < Mg kaikilla k € Z,. Olkoon sitten ¢ € Q4. Koska « ja 3 ovat
Cauchyn jonoja, niin 16ytyy No, Ng € N siten, ettd

lan, — am| < e/(2Mpg) kun n,m > N, ja

by, — b | < e/(2M,) kun n,m > Ng.
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Jos nyt valitaan N = max{N,, Ng} ja jos n,m > N, niin kolmioepayhtélén nojalla
‘anbn - ambm| < ‘anbn - anbm‘ + ‘anbm - ambm|
< ‘angn — b | + ‘a'n - amem‘

€ € € €
<Mam+mMg§§+§:€.
Siispd myo0s tulojono o on Cauchyn jono.
Yhteenlaskuun liittyvé vastaava tarkastelu jatetddn harjoitustehtaviksi. O
Lause 4.6. Joukon € laskutoimitukset * + ¢ ja * - * toteuttavat Lauseen 4.1 ominai-

suudet (a)-(e).

Todistus. Ominaisuudet (a)—(d) seuraavat suoraan Lauseen 4.1 vastaavista kohdista.

Kohtaa (e) varten tdytyy osoittaa, ettd Cauchyn jonon kiénteisalkio yhteenlaskun
suhteen on my6s Cauchyn jono. Tdméi seuraa Lauseesta 4.5, silld nyt —a = (—1)7% ;o

ja (=1)5°; on vakiojonona Cauchyn jono. O

5. REAALILUVUT

Ideanamme oli méaritelld reaaliluvut rationaalilukujen Cauchyn jonojen avulla. Si-
ten esimerkiksi jonon 1;1,4;1,41;1,414;1,4142;... pitiisi vastata reaalilukua v/2.
Monet rationaalilukujen Cauchyn jonot suppenevat kuitenkin kohti samaa lukua, esi-
merkiksi 1/n — 0, £1/2" — 0 ja (—1)"/n — 0 kun n — oo. Samoin (liian) monilla
Cauchyn jonoilla ei ole kidnteisalkiota kertolaskun suhteen. Emme siis voi mééritel-
14 reaalilukuja suoraan rationaalilukujen Cauchyn jonojen joukoksi, mutta ongelmat
saadaan korjattua méérittelemélld Cauchyn jonoille sopiva ekvivalenssirelaatio.

Maiiritelma 5.1. Rationaalilukujen (Cauchyn) jono o = (ag)32, on nollajono, jos
se suppenee kohti lukua 0 € Q. Merkitsemme rationaalilukujen nollajonojen joukkoa

A(Q).
Lemma 5.2. Olkoot o € A (Q) ja 5 € €(Q). Tdlloin o € N (Q).

Todistus. Harjoitustehtdvd; vertaa Lauseen 4.5 todistukseen. (]

HuomMmAUTUS: Lemman 5.2 tulos ei pide, jos oletamme vain, ettd 5 € #(Q). Esi-
merkiksi (1/n)5%, € A4(Q) ja (n);2; € #(Q), mutta ndiden tulojono (1)7°; ei ole
nollajono.

Madritelldan joukossa €(Q) relaatio ~ asettamalla
(9) a~f <= a—pec N Q).
Lemma 5.3. Kaavalla (9) mdadritelty relaatio ~ on joukon € (Q) ekvivalenssirelaa-

tio.

Todistus. Olkoot v, 3,7 € €(Q). Talloin:

(1) a~a, koska o —a = (0)72, € A(Q).
(2) Jos a ~ (3, niin a — 8 € A (Q), jolloin Lemman 5.2 perusteella myos

B—a=(=1)iL(a-p)eN(Q),

ja niinpé 8 ~ a.
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(3) Josa~pfjaf ~~, nina—pFe A(Q)jas—vye A(Q), jolloin kolmio-
epayhtilon avulla ndhdéén, ettd myos o — v € A(Q).

Siispé ~ on ekvivalenssirelaatio. O

HuomAuTus: Relaation ~ transitiivisuus voidaan todistaa myos seurauksena ylei-
semmiéstd tuloksesta: Jos a, f € A (Q) ja a,b € Q, niin myds aa + b3 € A(Q)
(harjoitustehtéva).

Nyt voimme (lopultakin) mééritelld reaalilukujen joukon rationaalilukujen Cauchyn
jonojen ekvivalenssiluokkien avulla:

Maédritelmi 5.4. Reaalilukujen joukko on tekijdjoukko

R=%Q/~ (=¢@/4Q )

Reaalilukujen yhteen- ja kertolasku médritellddn tuttuun tapaan ekvivalenssiluok-
kien avulla: Kun a = (a,)22, 8= (bn)22, € € jaz = [af, y = [f] € R, niin

ety = o]+ 8] = [(an +ba)pZi]  Ja 2y = [o][8] = [(anbn)nZi]-

HuowmautTus: (i) Lauseen 4.5 perusteella (a, + b,)22, € € ja (anbn)i2, € €, joten

n=1
néitéd jonoja vastaavat ekvivalenssiluokat ovat todella reaalilukuja.
(ii) Reaalilukujen laskutoimitukset ovat hyvin méériteltyja. Todetaan tamé jalleen
yhteenlaskulle (kertolasku jétetdén harjoitustehtiviksi): Oletetaan siis, ettd o/ € [a]
ja 8 € [F], jolloin a — &' ja  — 3 ovat nollajonoja. Télloin Lemman 5.2 jilkeisen
huomautuksen nojalla

(a+B)—(@+8)=(a-d)+(B-p8)eNQ),
joten [a + f] = [/ + f']. Siispé reaalilukujen yhteenlasku on hyvin mééritelty.

Seuraavassa lemmassa esitettévé tekninen havainto on hyvin keskeisessé osassa reaa-
lilukujen ominaisuuksia todistettaessa.

Lemma 5.5. Olkoon « € €(Q). Talloin tasmdalleen yksi seuraavista vaihtoehdoista
On V0IMassa:

(i) ae A (Q);
(ii) on c € Q4 ja N € N siten, ettd a, > c kaikillan > N ;
(iii) on c € —Q4 ja N € N siten, etti a,, < ¢ kaikillan > N.

Todistus. Koska vaihtoehto (i) on yhtépitdvad sen kanssa, ettd on ¢ € Q4 ja N € N
siten, ettd —c < a, < c kaikilla n > N, ja koska * > ¢ on Q:n téydellinen jérjestys,
niin on selvéi, ettd korkeintaan yksi vaihtoehdoista (i)—(iii) voi olla voimassa jonolle
a = (a,)5; € €(Q). On siis vield osoitettava, ettd joku vaihtoehdoista on aina
voimassa.

Jos nyt a € A(Q), niin véite pétee. Siispd voimme olettaa, ettd o ¢ A (Q) eli etti
kaikille € € Q4 ei ole olemassa lukua N € N siten, ettd pétisi |a,| < e kun n > N.
Téasta seuraa, ettd on olemassa jokin € € Q4 siten, ettd |a,| > ¢ dérettoman monelle
n € Z4. Toisaalta, koska av on Cauchyn jono, niin 16ytyy N € N siten, etté

lan, — am| < €/2 kun n,m > N.
Nyt voidaan valita N’ > N siten, etti |ays| > &, jolloin joko an’ > ¢ tai ays < —e.
Jos ans > €, niin kaikille n > N saadaan

€<aN/:(1n+(aN’_an)San+|an_a]\f"<an+€/27
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joten a, > ¢/2 = c kaikilla n > N, eli (ii) on voimassa.

Vastaavasti osoitetaan, ettd tapauksessa ays < —e on voimassa vaihtoehto (iii). [

Lemma 5.5 osoittaa, ettd Cauchyn jonojen ekvivalenssiluokkiin siirtymalld olemme
péadsseet eroon kertolaskun kdénteisalkioihin liittyvistd ongelmista (vrt. Lauseen 4.1
jalkeiseen huomautukseen). Erityisesti voimme nyt osoittaa, etta kaikki rationaalilu-
kujen laskutoimitusten hyvit ominaisuudet péatevit myos reaaliluvuille.

Lause 5.6. (a) Reaalilukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat assosiatiivisia.
b) Reaalilukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat kommutatiivisia.

¢) Reaalilukujen kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen.

n=1
(1)921] € R on kertolaskun neutraalialkio.

(
(
(d) Luku 0 = [(0)2,] € R on reaalilukujen yhteenlaskun neutraalialkio ja luku 1 =
[
(e) Jokaisella reaaliluvulla x on vastaluku —x eli kddnteisalkio yhteenlaskun suhteen.
(

f) Jokaisella nollasta poikkeavalla reaaliluvulla = on kidnteisluku v~ eli kdidnteis-
alkio kertolaskun suhteen.

Todistus. Ominaisuudet (a)-(d) seuraavat suoraviivaisesti Lauseen 4.1 vastaavista
kohdista ja kohdassa (e) on helppo todeta, ettd jos = [(a,)s2;] € R, niin —z =

[(—an)22,] on a:n vastaluku.

Siten riittdé osoittaa, ettd kohta (f) patee eli jokaisella x € R\ {0} on kddnteisalkio
kertolaskun suhteen:

Kun = € R, voimme aina valita luvut a; € Q* = Q \ {0} siten, ettd x = [(ar)3]
(harjoitustehtdva). Talldin jonolle (1/ay)72 | pétee

(ar)iZr - (Var)eZ = (D

Jos siis valitsemme 7! = [(1/a,,)°%,], niin z - 27! = 1. Huomaa kuitenkin, etti

ndin voidaan valita vain jos myds jono (1/ax)72; on Cauchyn jono! Niin ollen on
vield osoitettava, ettd todella (1/ax);2, € €(Q). Tésséd tarvitsemme oletusta x =
[(ar)iZy] € RN\ {0}
Olkoon siis € € Q4. Koska (a;)72, ¢ A4 (Q), niin Lemman 5.5 avulla 16ytyy N; € N
ja g € Qy siten, ettd |a,| > ¢ aina kun n > N;. Toisaalta, koska (a;)32, € €(Q),
voimme valita luvun Ny € N siten, etta

lan, — am| < ¢’c kun n,m > Ns.

Jos nyt asetamme N = max{Ny, Na}, niin kaikille n, m > N péitee

L) | = an] _ Jam = an] \am—Qan\ <q’e/q’ =«
Un  Gm Aman |am||an] q
Siispa (1/ax)72, on Cauchyn jono, ja véite on todistettu. O

Maidritelma 5.7. Méarittelemme reaaliluvuille vihennys- ja jakolaskut aivan kuten
rationaaliluvuille: Kun z,y € R, niin x — y = x + (—y), ja jos lisdksi y # 0, niin

asetamme z/y = x -y 1.

Seuraavana tavoitteenamme on méaritelld reaaliluvuille jarjestys. Téssd tarvitaan
apuna positiivisten reaalilukujen joukkoa

Ry = {[(ak);i2i] :on N € N ja g € Qy siten, ettd a, > ¢ kaikillan > N};

vastaavasti —R4 on negatiivisten reaalilukujen joukko.
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Huowmautus: Joukko R4 on hyvin médritelty, silli jos ap > ¢ aina kun k& > N
ja (ar)pey ~ (bk)pey, niin 1oytyy N’ € N siten, ettd |by — ax| < 2 kun k > N'.
Kolmioepéyhtélon avulla ndhdéén, ettd nyt by > ¢/2 kun k& > max{N’, N} € N.

Lemmassa 3.6 joukolle Q4 todistetut ominaisuudet patevit myos joukolle R :
Lemma 5.8. (a) Jos z,y € Ry, nitn z +y € Ry ja zy € Ry

(b) R=-R;yU{0}UR,.

(c) Ry n—R, = 0.

(d) Kaikilla x € R pitee x° € Ry U {0}.

(e) Kaikillo x € Ry pitee 271 € R .

Todistus. (a) Tarkastellaan tuloa: Olkoot = = [(ar);2,] ja vy = [(br)72;] € Ry.
Talloin on N1 € N ja ¢1 € Q siten, ettd ap > ¢1 kun k > Njp, ja vastaavasti 16ytyy

Ny € N ja g2 € Q siten, ettd by > g2 kun £ > No. Nyt q1q2 € Q4 ja apbr > q1q2
aina kun k& > max{Ny, N2}, joten xy € R, . Yhteenlasku késitelldan samaan tapaan.

(b) Olkoon = = [(ar)32,] € R. Voimme olettaa, ettd x # 0. Talléin Lemman 5.5
nojalla 16ytyy ¢ € Q4 ja N € N siten, ettd joko

(i) an > ¢ kaikilla n > N, jolloin = € R, tai
(i) a, < —q kaikilla n > N, jolloin —a, > ¢ kaikilla n > N. Mutta nyt —z =
[(—ax)72,] € Ry, joten . = —(—x) € —Ry.
(c) Jos [(ar)72,] € Ry N—R,, niin on olemassa g € Q. siten, ettd ay > g ja —ar > ¢

kun k on tarpeeksi suuri. Télloin ax € Q4 N —Q = @, mikd on mahdotonta. Siispé
R+ ﬂ —R+ - @

(d) ja (e)-kohdat jatetddn harjoitustehtéviksi. O

MERKINTA: Kéytdmme jatkossa myos merkintdd R* = R\ {0} = Ry U —Ry.

Maiaritelmi 5.9. Méiritellddn joukon R relaatiot ¢ < ¢ ja ¢ < ¢ asettamalla kaikille
z,y €R
r<y <= y—xr Ry
ja
r<y < x<ytaiz=y.

HuomAuTuS: Relaatiot * < ‘ ja ¢ < * ovat hyvin méaariteltyja, silld vihennyslasku ja
joukkoon R kuuluminen ovat hyvin maériteltyja.

Lause 5.10. Relaatio * < * on joukon R tdydellinen jdrjestys.

Todistus. Tarvittavat ominaisuudet todistetaan Lemman 5.8 avulla aivan kuten ra-
tionaalilukujen jarjestystd koskevassa Lauseessa 3.9, joka todistettiin vastaavan Lem-
man 3.6 avulla. O

Haluamme samastaa rationaaliluvut sopivan reaalilukujen osajoukon kanssa. Tata
varten méarittelemme kuvauksen i: Q — R, i(q) = [(¢)72,]. Télloin pétee:

Lause 5.11. Kuvaus i on injektio. Lisiksi kaikilla q,q' € Q
i(g+4d) =i(a) +i(d) ja i(ad)=1i(a)i(d),
sekd
i(q) <i(d) <= a<d.
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Todistus. (1) Kuvauksen i injektiivisyyden tarkistus jitetdan harjoitustehtéviksi.
(2) Olkoot ¢,q" € Q. Tallin

i(g+4q") = [(q+ )R] = (@] + [(@)R2] = i(a) +i(d);
kertolasku késitellddn vastaavasti.

(3) Osoitetaan vield, ettd kuvaus 7 séilyttaa jarjestyksen. Koska ¢ = ¢ < i(q) =
i(¢'), niin riittdé osoittaa, ettd ¢ < ¢ <= i(q) < i(q¢’). Nyt

¢<q <= ¢ —qeQy
ja toisaalta
i(q) <ild) <= i(d) —ile) = ()] — [(@)21] = [(d' — 2)p1] € R+
Joukon R, mééritelmén perusteella ehdosta ¢’ — ¢ € Q4 seuraa, ettd [(¢' —q)724] €

R4, ja kiddntden, jos [(¢' — ¢)32;] € R4, niin ¢’ — ¢ > p jollekin p € Q4, jolloin my6s
q —q€ Q. Siispd g < ¢ < i(q) <i(q). O

Soprimus: Téstedes samastamme rationaaliluvut vastaavan reaalilukujen osajoukon
i(Q) C R kanssa, ts. jos ¢ € Q, niin ¢ = [(¢)72,] € R.
HuomauTus: (i) Jatkossa merkinnalld a > 0 tarkoitetaan aina, ettd a € R.

(ii) Itseisarvo mééritelladn reaaliluvuille aivan samoin kuin rationaaliluvuille; m&&ri-
telméssé joukko Q korvataan joukolla R ja joukko Q4 joukolla R, . Kolmioepéyht&ld
todistetaan kuten rationaaliluvuille:

Lemma 5.12. Kaikilla x,y € R pdtee

|2+ y| <[]+ [yl
Kaikkien reaalilukujonojen joukkoa merkitdén _# (R). Lukujonoihin liittyvit méaari-
telmét ovat joukossa R taysin samanlaiset kuin joukossa Q:

Maéritelméd 5.13. (1) Jono (z,)02, € _Z(R) on rajoitettu, jos on M € R siten,
ettd |z,| < M kaikillan € Z..

2) Jono (xp)52 € R) suppenee kohti lukua = € R, jos kaikilla e > 0 on N € N
n=1
siten, etta
|z, — x| <e kun n > N.

(3) Jono (x,)s2; € Z(R) on Cauchyn jono, merkitdén (z,)52; € €(R), jos kaikilla
e >0on N € N siten, ettd

|zy, — | <e kun n,m > N.

HuomAUTUS: Lause 4.4 pétee myos, kun _# = ¢ (R), eli suppenevat reaalilukujonot
ovat Cauchyn jonoja ja Cauchyn jonot ovat rajoitettuja. Todistus on suora kopio
rationaalilukujonojen tapauksesta.

Myos rationaalilukujen "supistussadnnot” yleistyvit reaaliluvuille:
Lemma 5.14. (a) Jos z,y,z € R jax + 2z =y + z, niin © = y.
(b) Jos x,y € R ja xy =0, niin x =0 tai y = 0.

(c) Jos z,y € R, z € R* ja xz = yz, niin © = y.

Todistus. Kohdat (a) ja (c) todistetaan kuten rationaaliluvuille, (b)-kohta vaatii pie-
nen tarkastelun, joka jatetddn harjoitustehtavaksi. O
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Osoitamme seuraavaksi, ettd Luvun 3 lopussa havaitut rationaalilukujen joukkoon @
liittyvét analyysin ongelmat korjaantuvat reaalilukujen joukossa. Kirjaamme aluksi
kaksi pientd aputulosta:

Lemma 5.15. Olkoon v = (ci)72, rationaalilukujen Cauchyn jono ja olkoon ¢ € Q...
Jos on olemassa N € N siten, ettd |ci| < ¢ aina kun k > N, niin |[7]| < c.

Todistus. Jos H’y” = 0, niin viite pitee.
Jos [7] € Ry, niin |[y]| = [7]. Jos nyt olisikin [7] > ¢, niin

[(er = )FZal = [(er)iZa] = [()FZr] = W] —i(e) = 1] —c € Ry,
Talloin 16ytyy ¢ € Q4 ja N’ € N siten, ettd ¢ — ¢ > ¢ kaikilla k& > N’, joten
erityisesti ¢, > ¢+ ¢ > c kaikilla k& > N’. Taméi johtaa ristiriitaan, silld oletusta
kiyttden saamme kaikille &k > max{N, N'}, ettd ¢ < ¢ < |ex| < c.

Tapaus [y] € —R kisitellddn samaan tapaan. O

Lemma 5.16. Olkoon ¢ € Ry. Tdlloin loytyy ¢ € Q4 siten, ettd 0 < & < e.
Erityisesti jokaisella M € N on n € N, jolle M/n < ¢.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

HuoMAuUTUS: Muista, ettd tdssd vaiheessa samastamme rationaaliluvun ¢ € QQ aina
vakiojonoa (¢)52; vastaavan reaaliluvun kanssa, joten reaaliluvun ja rationaaliluvun
vertaaminen on sallittua Lemmassa 5.16.

Totesimme edellisessé luvussa, ettd rationaalilukujen Cauchyn jonolla o € €(Q) ei
valttamattd ole raja-arvoa rationaalilukujen joukossa. Seuraava lause osoittaa, ettd
tamé ongelma poistuu, kun jonon a € ¢’ (Q) suppenemista tarkastellaan reaalilukujen
joukossa (luonnollisen samastuksen kautta).

Lause 5.17. Olkoon o = (a,)5, rationaalilukujen Cauchyn jono. Tdlloin jono o
suppenee reaalilukujen joukossa, ja sen raja-arvo on jonoa o« vastaava ekvivalenssi-
luokka x = [o] € R.

Todistus. Olkoon € > 0. Taytyy siis osoittaa, ettd loytyy N € N siten, ettéd

(10) lan, — x| < e aina kun n > N.

Lemman 5.16 perusteella on olemassa ¢ € Q. siten, ettd 0 < &’ < e. Koska (ap)32
on Q:n Cauchyn jono, on olemassa N € N siten, etté

(11) lan — am| < € aina kun n,m > N.

Koska VOiHl'I.Ile kirjoittaa a, = [(an)72,] € R (huom: vakiojono!) ja toisaalta z =
[(ax )34 ], niin

Jan — 2| = [[(an)7Z1] = [(a)i1]] = [[(an — ar)iy]|-
Kiinnitetaan nyt n > N ja merkitdén ¢ = a, — ap. Talléin kohdan (11) mukaan
k| = |an — ax| < & aina, kun k > N, jolloin Lemman 5.15 nojalla |[(cx)32,]| < €.
Mutta nythin
lan — 2| = [[(cr)i2]| <&’ <e
aina, kun n > N, joten viite (10) pétee. Siispa x = lim,_, o ay,. O

Lauseen 5.17 avulla voimme nyt todistaa, ettd itse asiassa kaikki muutkin reaalilu-
kujen Cauchyn jonot suppenevat joukossa R.
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Lause 5.18. Jokainen reaalilukujen Cauchyn jono suppenee.

Todistus. Ideana on arvioida reaalilukujen Cauchyn jonoa sopivalla rationaalilukujen
Cauchyn jonolla, jolla on edellisen lauseen nojalla raja-arvo joukossa R. Osoitamme,
ettd tdméan raja-arvon téytyy olla myos alkuperdisen jonon raja-arvo.

Olkoon (z,,)22, € €(R). Jokainen z, € R on siis jonkun rationaalilukujen Cauchyn
jonon madradma ekvivalenssiluokka. Olkoon jono (amk)zo:l lukua x,, vastaavan luo-
kan edustaja, toisin sanoen x,, = [(an k)72 ,]. Lauseen 5.17 nojalla x,, = limy_. ap,,
joten kaikille n € Z4 16ytyy indeksi K,, € N siten, ettéd

|Tn — an k| < % aina kun k > K,,.
Siten erityisesti

|p — an K, | < % kaikilla n € N.
Merkitdan ¢, = an K, -

Olkoon nyt ¢ > 0. Koska (z,)52,; € €(R), niin on olemassa N € N siten, ettd
|zy, — x| < €/3, kun n,m > N. Lemman 5.16 avulla voidaan liséksi valita N3 > N
siten, ettd 1/N; < ¢/3. Talloin kaikille n > N; pétee

1 1
12 — < —< —<¢g/3.
( ) |xn Qn‘ n = N 5/
Jos nyt n,m > Ni, niin
‘Qn_Qm| = ‘Qn_wn‘i‘wn_wm‘i‘xm_%n‘

e € €
S\qn—xn|+|xn—xm|+|xm—qm|<§+§+§:E.

Niin ollen (gy,)2% ; on rationaalilukujen Cauchyn jono. Jos x = [(¢,,)52 ;] € R on taté
jonoa vastaava reaaliluku, niin Lauseen 5.17 perusteella x = lim,,_,~ qy,.

On siis vield osoitettava, ettd x = lim, . z,. Koska x = lim,_. g, niin 10ytyy
Ny € Nsiten, ettd |z —¢q,| < /2, aina kun n > Na. Télloin kaikille n > max{Ny, Na}
saadaan arvion (12) avulla

|~Tn_~1"S‘xn_Qn|+‘Qn_w‘<5/3+5/2<5’

joten todellakin x,, — x, kun n — oc. O

HuomauTus: Koska kaikki joukon R Cauchyn jonot suppenevat, sanotaan, ettd R
on taydellinen.

Cauchyn jonojen suppenemisen avulla voimme nyt todistaa seuraavat analyysin kan-
nalta erittdin térkeédt periaatteet; muista, ettd pienin yléraja ja suurin alaraja mé&a-
ritellidn reaalilukujen osajoukoille aivan samoin kuin rationaalilukujen osajoukoille
madritelméssa 3.11.

Lause 5.19. (a) Olkoon A C R epdatyhja ja ylhddlta rajoitettu joukko. Talloin jou-
kolla A on pienin yldraja joukossa R.

(b) Olkoon B C R epdtyhjd ja alhaalta rajoitettu joukko. Tdlldin joukolla B on suurin
alaraja joukossa R.

Todistus. Todistamme (a)-kohdan, (b)-kohta voidaan joko todistaa samaan tapaan
tai palauttaa (a)-kohtaan tarkastelemalla joukkoa —B.
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(A) Valitaan kaikille n € N pienin kokonaisluku y,, jolle y,/n on joukon A yliraja,
toisin sanoen,

ynp = min{y € Z : y/n on joukon A yliraja}.
Téllainen luku y, 16ytyy, silld A on ylh#élta rajoitettu, joten y/n on varmasti joukon
A yléraja tarpeeksi suurilla y € Z, ja toisaalta joku néistd ylérajoista y/n on pienin,
sillé jokaisella alhaalta rajoitetulla kokonaislukujen epatyhjélla osajoukolla on minimi
(tdmé& voidaan todistaa induktiolla).

Luvun y, mairitelmén nojalla 16ytyy x,, € A, jolle

-1
In <xn§y—".
n n

(13)

. .. y”L ym .. s
Olkoot nyt m,n € N siten, ettd “» < <. Tilloin

Yn 1 _ym =1 _Yn _Ym

m m m n m

silld muuten y,, ei olisi minimaalinen (mieti!). Siispa

Ogy—m—y—"<l

m n m

9

joten erityisesti

B L
m n m

Olkoon nyt € > 0. Kun m,n > 1/e, niin edellisen arvion nojalla

Ym Un

m n

<e,
joten jono (y,/n)>2, on (rationaalilukujen) Cauchyn jono. Lauseen 5.17 mukaan se
suppenee kohti raja-arvoa w € R.

(B) Osoitamme, ettd luku w € R on joukon A pienin yldraja. Naytetddan aluksi, ettd
w on joukon A ylaraja: Jos olisikin x € A, jolle w < x, niin x —w € R4. Tallsin
raja-arvon médritelmén nojalla 16ytyy n € N, jolle
T —w

2

Téstéd seuraa pienelld laskulla (vertaa kohtaan (14) alla), etta

‘w—y—n <
n

x_y_nzx—w
n 2

> 0.

Siispd « > y,/n, mikd on ristiriidassa sen kanssa, ettd y,/n on joukon A yliraja.
Niin ollen luvun w téytyy olla joukon A ylaraja.

Taytyy vield osoittaa, ettd w on todella pienin joukon A ylirajoista: Olkoon u < w.
Talloin voidaan valita niin suuri n € N, etti

w—u
n

R,

ja liséksi 1/n < (w—wu)/4, jolloin kohdan (13) perusteella on olemassa z,, € A siten,
ettéd
w—u

4

Yn

— —xp < <
n

SRS
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Nyt
xn—u:azn—y—n—l—y—n—w—l—w—u
n n
(14) Z—w;u—‘yf—w‘+w—u2w_u>0,
Z_w—u

4

joten A > x,, > u, ja niinpd wu ei voi olla joukon A yldraja. Siispd w on valttdmé&tta
pienin joukon A yldrajoista. (]

HuoMAUTUS: Analyysin kursseilla on tapana ottaa (todistamattomaksi) perusole-
tukseksi (eli aksioomaksi) joko

(1) (suljettujen) sisdkkdisten vdlien periaate: Jos Iy D Is D ... ovat epétyhjid si-
sikkéisia suljettuja ja rajoitettuja reaalilukuvélejd, niin niiden leikkaus (1,2, I; on
epatyhja;

tai

(ii) taydellisyysaksiooma: Jokaisella ylhaélta rajoitetulla epétyhjélla joukolla A C R
on pienin ylaraja.

N&méa periaatteet ovat nyt lauseita(!); (ii) on Lause 5.19, (i):n perustelu jatetdén
harjoitustehtéviksi.

HuomauTus: Sisdkkdisten vilien periaatteen avulla voidaan jokaiselle reaaliluvulle
maarita desimaalikehitelmd (katso esimerkiksi Kilpeldinen: Analyysi I'). Nain Cauc-
hyn jonojen ekvivalenssiluokkien avulla abstraktisti méaritellyille reaaliluvuillemme
saadaan tuttu "konkreettinen” esitys.

Kisitellddn vield rationaalilukujen ongelmia havainnollistaneet Esimerkit 3.10 ja 3.12
loppuun reaalilukujen joukossa:

Esimerkki 5.20. Yhtilolli 22 = 2 on ratkaisu reaalilukujen joukossa. Témi nih-
dédén seuraavasti: Olkoon

A={zrcR:z? <2}
Toistamalla Esimerkin 3.12 paéttelyn joukossa R huomaamme, ettd mikdan joukon
A luvuista ei voi olla joukon A yldraja. Vastaavasti ndhdéén, ettei mikdén joukon

B={zcR:2*>2}

luvuista voi olla joukon A pienin ylaraja. Toisaalta A on epatyhja (esim. 1 € A) ja
ylhaalta rajoitettu (esim. 2 on yldraja), joten Lauseen 5.19 mukaan joukolla A on
pienin yliraja a € R. Edelld todetun perusteella ei voi olla a? < 2 eikdi a? > 2, joten
vilttamétta a? = 2.

Samalla paittelylli saadaan, ettd myos joukon A suurin alaraja on yht#lon 22 = 2
ratkaisu.

Itse asiassa kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla on olemassa "kaikki” juuret:

Lause 5.21. Olkoon = € Ry, ja olkoon n € N. Tdlléin on Yz € Ry, jolle pdtee
(Vx)" = w. Lisikst, jos v,y € Ry ja x <y, niin Yz < /y.

Todistus. Luvun ¥z olemassaolo todistetaan samaan tapaan kuin esimerkissé 5.20

todistetaan luvun /2 olemassaolo. Jirjestyksen sdilyminen jitetiin harjoitustehti-
vaksi. (]
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HuowmIorTA: (i) Lukua {/z sanotaan luvun = € Ry n:nneksi juureksi

(ii) Jos z € =R, niin yhtalolld ™ = z on ratkaisu r € —R tésmaélleen silloin, kun
n on pariton.

(iii) Jos x € Ry ja m on parillinen, niin yht&lolla ™ = x on ratkaisut + {/z.

HuomAuTUS* : Reaaliluvut on mahdollista maaritelld myos rationaalilukujen De-
dekindin leikkausten avulla: Sanomme, ettd joukko A C @ on Dedekindin leikkaus
(DL), jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

« A#£0, A+Q;
e Jos luvulle x € Q 16ytyy a € A siten, ettd x < a, niin x € A;
e Kaikille a € A 16ytyy b € A siten, ettd a < b.

Esimerkiksi joukko
A={acQ:a<0taia® <2}
on Dedekindin leikkaus.

Reaalilukujen joukko voidaan nyt méaritelld kaikkien rationaalilukujen Dedekindin
leikkausten joukkona:

R={ACQ:AonDL},

jolloin rationaaliluku ¢ € Q voidaan samastaa joukon

Q={acQ:a<q}
kanssa.
Reaalilukujen yhteenlaskun mééritelmé on suoraviivainen,

A+B={a+b:ac A, be B}.
Vihennyslasku méaritellddn asettamalla
A—-B={a—-b:ac A beQ\ B},
jolloin erityisesti
—B=0-B={a—b:a<0,beQ)\ B}.

Kertolaskun mééritelmé on hieman mutkikkaampi. Méaritellddn tétd varten ensin
jarjestys joukkoon R asettamalla

A<B < ACB.
Josnyt A, B € R ja A, B > 0, niin

A-B={ab:a€ A, a>0jabe B, b>0}U{qgeQ:q<0}

Jos A < 0 tai B < 0, niin kertolaskun ma#ritelmé palautetaan positiivisten lukujen
kertolaskuksi asettamalla (muodollisesti)

AB = (A (-B) = ~(~4-B)) = (- 4-(-B));

jossakin néistd kohdista molemmat kerrottavat ovat ei-negatiivisia, tdma kohta mé&a-
rittda muut tulot.
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Miéaritelmien perusteella on melko selvid, ettéd laskutoimitusten ominaisuuksien to-
distaminen on jonkin verran tydlddmpad kuin Cauchyn jonoihin perustuvassa méa-
ritelméssé (vrt. Lause 5.6). Toisaalta Dedekindin leikkausten avulla joukon R tay-
dellisyyden osoittaminen on helppoa: Jos ) # & C R on ylhiiltd rajoitettu, niin
luku
M={qeQ:qe€ Ajollekin A € &} = U A
Acd

on joukon &7 pienin ylaraja. Jos nimittdin A € &7 ja a € A, niin joukon M médri-
telmén nojalla a € M. Siispd A C M eli A < M, mistd niemme, ettd M on &/:n
yldraja. Jos toisaalta M’ on jokin «7:n yliraja ja ¢ € M, niin ¢ € A jollekin A € <7,
jolloin A < M’ eli A € M’. Néin ollen myos ¢ € M’, joten M C M’ eli M < M’.
Siispd M on ¢7:n ylérajoista pienin.

Vertaa tatd Lauseiden 5.17-5.19 todistuksiin, joissa sama asia perusteltiin Cauchyn
jonojen avulla!

HisTORIAA: Idea reaalilukujen méérittelemisestd rationaalilukujen avulla on van-
ha, se esiintyy tavallaan jo antiikin Kreikassa Eudoksoksen (408-355 eKr.) kehitta-
mésséd suhteiden teoriassa. Uuden ajan ensimméinen tirked lukukésitteen kehittédja
oli Simon Stevin (1548-1620, Hollanti), joka esitti ajatuksen, ettd kaikkia lukuja
voidaan approksimoida mielivaltaisella tarkkuudella (padttyvien) desimaalilukujen
avulla. Kesti kuitenkin pitkddn ennen kuin reaaliluvuille saatiin tdsmaéllinen ja kayt-
tokelpoinen méaritelmé. Esimerkiksi Augustin-Louis Cauchy (1789-1857, Ranska)
ei kiinnittanyt oppikirjassaan Cours d’analyse (1821) suurempaa huomiota reaalilu-
kujen méadritelmaén, totesi vain, ettd reaaliluvut saadaan rationaalilukujen jonojen
raja-arvoina (hén ei siis varsinaisesti kiyttanyt Cauchyn jonoja(!)).

Matemaattisen analyysin tdsmaéllistyminen 1800-luvun kuluessa loi kuitenkin tarpeen
myo0s reaalilukujen tarkalle madritelmaélle, ja kdvikin niin, ettd useat matemaatikot
julkaisivat hyvin lyhyen ajan sisélld erilaisia konstruktioita reaaliluvuille: Richard
Dedekind (1831-1916, Saksa) kehitteli Dedekindin leikkauksiin perustuvan reaali-
lukujen mééritelmén vuonna 1858, mutta se julkaistiin vasta 1872. Georg Cantor
(1845-1918, Ven#ja/Saksa) esitteli samana vuonna 1872 oman reaalilukujen mééri-
telméansé rationaalilukujen Cauchyn jonojen avulla. Tété lihestymistapaa (jota siis
mekin talld kurssilla noudatamme) olivat kiytténeet hieman aikaisemmin toisistaan
riippumatta my6s Charles Méray (1835-1911, Ranska) vuonna 1869 ja Eduard Hei-
ne (1821-1881, Saksa), myoskin vuonna 1872. Mainitaan téssé yhteydessé vield Karl
Weierstrass (1815-1897, Saksa), joka kiytti luennoillaan tésmallistd desimaalikehitel-
miin perustuvaa reaalilukujen médritelméd vuodesta 1865 alkaen (julkaistiin vuonna

1867).

Kaikki ndmé erilaiset "mallit” reaaliluvuille johtavat kuitenkin oleellisesti samaan
lopputulokseen, silld ne ovat keskendén isomorfisia. Toisin sanoen, eri mallien vélil-
14 on olemassa bijektio, joka sdilyttdd joukon R rakenteen, eli laskutoimitukset ja
jarjestyksen.

6. KOMPLEKSILUVUT

Lauseen 5.21 mukaan jokaisella positiivisella reaaliluvulla on positiivinen n:s juuri
kaikilla n € N. Sen sijaan esimerkiksi yhtilolld 22 = —1 ei ole ratkaisua reaaliluku-
jen joukossa: —1 ¢ R, ja toisaalta kaikkien reaalilukujen neli6t ovat ei-negatiivisia.
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Jotta téllekin yhtélolle saataisiin ratkaisu, tdytyy lukualuetta laajentaa jélleen. Ai-
kaisemmissa laajennuksissa kokonaislukujen vilit "taytettiin” ensin rationaaliluvuilla
ja sitten jiljelle jadneet reiét "tilkittiin” irrationaaliluvuilla. Néiden toimenpiteiden
jalkeen ei joukossa R ole endé reikié joihin lukualuetta voisi edelleen laajentaa. Miten
uusi laajennus tulisi siis tehd&?

Idea: R on jo "tdynnd”, joten laajennetaan "sivulle”.

Haluaisimme siis lisité lukujirjestelmdimme mukaan alkion y/—1 siten, etti reaa-
lilukujen laskutoimitukset voidaan suorittaa myos tdsséd uudessa joukossa ja toivon
mukaan myos laskutoimitusten hyvit ominaisuudet siilyviit. Erityisesti lukuun /—1
taytyy voida lisdté reaaliluku ja sitd téytyy voida kertoa reaaliluvuilla, jolloin uuden
lukualueemme tulee siséltdd ainakin kaikki muotoa a + by/—1 olevat alkiot, missd
a,b € R. Jos reaalilukujen laskusddnnot ovat edelleen voimassa, niin tdtd muotoa
olevien "lukujen” summaksi saadaan

(a+0vV=1)+ (c+dvV-1)=(a+c)+ (b+d)V-1
ja tuloksi
(a+bv—1)(c+dvV—-1) = ac + adv/—1 + bey/—1 + bdv/—1v/—1
= (ac — bd) + (ad + bc)v/—1,

missd kiytimme hyviksi tietoa /—1y/—1 = —1. Siispd niiden laskutoimitusten tu-
lokset ovat myos samaa muotoa olevia "lukuja”.

Kun ajatelemme "lukua” a + by/—1 reaalilukuparina (a,b) € R?, voimme asettaa
edellisten havaintojen jélkeen tdsmallisen médritelméan tille uudelle lukualueelle:

Maéaritelma 6.1. Kompleksilukujen joukko C on
C=R?={(a,b) : a,b € R}
varustettuna komponenteittaisella yhteenlaskulla
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
ja kertolaskulla, joka méaritelldédn asettamalla

(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + be).

Kaikki reaalilukujen laskutoimitusten hyvit ominaisuudet yleistyvit todella myds
kompleksiluvuille:

Lause 6.2. (a) Kompleksilukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat assosiatiivisia.
) Kompleksilukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat kommutatiivisia.
) Kompleksilukujen kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen.

(b

(c

(d) Alkio 0 = (0,0) on kompleksilukujen yhteenlaskun neutraalialkio ja alkio 1 =
(1,0) on kertolaskun neutraalialkio.

(e
l
(

) Jokaisella kompleksiluvulla z on vastaluku —z = (—1,0)z (kddnteisalkio yhteen-
askun suhteen).

f) Jokaisella nollasta poikkeavalla kompleksiluvulla z = (x,y) on kddnteisluku

Sl < -y
$2+y2’ x2+y2

(kadanteisalkio kertolaskun suhteen).
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Todistus. (a) Yhteenlasku seuraa suoraan reaalilukujen yhteenlaskun assosiatiivisuu-
desta, kertolasku jatetddn harjoitustehtaviksi.
(b) Seuraavat suoraan reaalilukujen laskutoimitusten kommutatiivisuudesta.
(c) Harjoitustehtéva.
(d) Helppo lasku.
(e) Kayttamalld hyviksi distributiivisuutta ja (d)-kohtaa saadaan
z+ (—2) = (1,0)z + (—=1,0)z = ((1,0) + (=1,0))z = (0,0)z = 0z = 0.

(f) Kun z = (z,y) # (0,0), niin

2 2
x -y T Y —xY Yy
, s = —|— s + — 170
(xy)<x2—|—y2 x2+y2> (az2+y2 2?92 2?4y az2+y2> to

O

Miarittelemme kompleksilukujen vihennys- ja jakolaskut aivan kuten reaaliluvuille:
Kun z,w € C, niin z — w = z + (—w), ja jos lisiksi w # 0, niin z/w = z - w™!.

Myos reaalilukujen supistussddnndt yleistyvit kompleksiluvuille:
Lemma 6.3. (a) Jos z1,29,w € C ja z1 + w = 29 + w, niin z1 = 2.
(b) Jos z,w € C ja zw =0, niin z =0 tai w = 0.

(c) Jos z1,2z0,w € C, w # 0 ja zyw = zow, niin 21 = 2.

Todistus. (a) Todistetaan kuten aiemmin muissa lukualueissa.
(b) Vaatii pienen tarkastelun, joka jatetaén harjoitustehtéviksi.
(c) Todistetaan kuten aiemmin muissa lukualueissa. (]
Reaalilukujen joukko on luontevaa samastaa kompleksilukujen ”z-akselin” kanssa.
Miééritellddn siis kuvaus j: R — C asettamalla j(x) = (z,0).
Lemma 6.4. Kuvaus j on injektio, jolle pdtee
J@+y) =j@) +ily) Ja jlxy) =5(x)i(y)
kaikilla z,y € R.

Todistus. Helppo harjoitustehtéva. O

Soprimus: Téstedes samastamme reaaliluvut vastaavan kompleksilukujen osajoukon
Jj(R) C C kanssa, ts. jos z € R, niin = (z,0) € C.

Kompleksilukua i = (0,1) kutsutaan imaginaariyksikoksi. Jokainen kompleksiluku
z = (a,b) voidaan nyt esittdd summana
(av b) = (a¢ 0) + (Ov b) = (av 0) + (0? 1)(b? 0) = a+1b,

missé viimeisessd vaiheessa kiytetddn edelld tehtyéd sopimusta, jonka mukaan komp-
leksiluku (a,0) samastetaan reaaliluvun a kanssa (vastaavasti luvulle b).

Niilla merkinnoilld kompleksilukujen laskutoimitukset saavat muodot
(a+1ib) + (c+1id) = (a +¢) +i(b+ d),
(a +1ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + be).
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Huomaa: i2 = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1, joten yhtilslld 22 = —1 on todella
ratkaisu kompleksilukujen joukossa.

Maiéritelmé 6.5. (1) Kompleksiluvun z = a + ib reaaliosa on Re(z) = a ja imagi-
naariosa on Im(z) = b. Siispd z = Re(z) + ¢ Im(z).

(2) Luku z = a—1ib on kompleksiluvun z = a+ib (kompleksi)konjugaatti eli liittoluku.

Kompleksikonjugaatilla on seuraavat laskennalliset ominaisuudet:

Lemma 6.6. (a) Jos z =z +iy € C, niin 2z =22 + y* (€ R).

(b) z-w =z - W kaikilla z,w € C.
(¢) z+w =Z+ W kaikilla z,w € C.
(d) Kaikilla z € C pdtee: z =z <= z € R.

Todistus. (a) 2Z = (x + iy)(z — iy) = 22 + y? + izy — izy = 2% + y°.
(b) Harjoitustehtava.
(c) Olkoon z = a +ib ja w = ¢ + id. Koska z + w = a + ¢+ i(b + ¢), niin
z+w=a+c—ilb+c)=a—ib+c—id=7Z+w.

(d) Olkoon z = z + dy. Talloin Lemmaa 6.3 kiyttden saamme

2=Z = ztiy=a—1y = y=—1y

= y=—y <<= y=0 <= zecR
O

Huowmio*: Kompleksiluvuille ei voi mééritelld laskutoimitusten kanssa yhteensopivaa
jarjestystd, joka laajentaisi reaalilukujen jarjestyksen. Jos téllainen jarjestys ¢ > °
nimittiin olisi olemassa, niin kaikille z € C \ {0} olisi 2% > 0: jos z > 0, niin pitéisi
olla 22 = z-2 > 0, ja jos z < 0, niin —z > 0, jolloin 22 = (—1)22%2 = (—2)? > 0.
Kuitenkin ¢ # 0 ja i2 = —1 < 0, joten tillaista jirjestysti ei voi olla olemassa.

Reaaliluvun itseisarvoa vastaava kisite voidaan kuitenkin méiritelld myos komplek-
siluvuille:

Maiéritelmé 6.7. Kompleksiluvun z = x + iy moduli (eli itseisarvo) on

2| = V2z = Va2 + y% = |[(z,y) |,

missé || - || on tason R? euklidinen normi (vrt. LAG1 ja EA).

HuowMmIoITA: (i) Jos z € R (ts. z =z + 4 -0), niin

i >
12| = /—xQZ{ xz, josx >0,

—z, joszx <O.

(i) |z| = |z| kaikilla z € C.

(iii) Re(z) < |z| ja Im(z) < |z| kaikilla z € C.

(iv) |zw| = |z||w]| kaikilla z,w € C (harjoitustehtavi).

Lemma 6.8. Kompleksilukujen moduli toteuttaa kolmioepdyhtdlon:
12+ w| < [2] + |w]

kaikilla z,w € C.
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Todistus. Olkoot z,w € C. Laskemalla on helppo todeta, ettd
2w + zw = 2Re(zw) < 2|zw0| = 2|z||w|,
missé kiytimme hyviksi lemmaa edeltavia huomioita (ii)—(iv). Siten
lz+ 2= (z+w)Z+D) = |2]* + 20 + Zw + |w|?
< [2f? + 20z [w] + [w]* = (2] + |w])?,
ja véite seuraa Lauseesta 5.21. ]
Modulin avulla kompleksiluvun z # 0 kd#nteisluvulle saadaan helppo esitys:

o, Z

Esimerkki 6.9. Lasketaan mitd on kahden kompleksiluvun osaméaaré z/w. Olkoon
siis z = a +1b ja w = c+ id # 0. T&lloin

z 1 zw  (a+1ib)(c—id) ac—l—bd+ bc —ad

— = ZW frnd = = 1 .

w |w|? 4+ d? A4+d?> A4 d?
NAPAKOORDINAATIT:

Olkoon z = x + iy € C\ {0}, ja olkoon ¢ tason R? vektorien (1,0) ja (x,y) vilinen
kulma vastapaivaan (eli “positiiviseen kiertosuuntaan”). Talloin

z = [[(z,y)l[cos p = |z[cos ¢ ja y=|[(z,y)]lsine = |z[sine,
joten voimme Kkirjoittaa

z = |z|(cos ¢ + isinp).

Y

Kuva 2. Kompleksilukujen z = v/2(i — 1) ja 27! = —213;% napakoor-
dinaatit ovat (2, 37) ja (3, 2m).

Tamén napakoordinaattiesityksen ja trigonometristen funktioiden yhteenlaskukaavo-
jen avulla saamme havainnollisen esityksen kompleksilukujen kertolaskulle:
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Lemma 6.10. (a) Olkoot z = r(cos ¢ +isiny) ja w = s(cos @ + isinf). Tdlloin
zw = rs(cos(p +0) +isin(p + 0)).
(b) Olkoot z, = ri(cos g +isingy), k=1,2,...,n. Talloin

klillzk = (Em) <cos (éw) +iSin(,§¢k)

N————

Todistus. (a) Sinin ja kosinin yhteenlaskukaavojen avulla saamme
rs(cos(p + 0) +isin(p + 0))
= rs( cos p cos 0 — sin psin 6 + i(sin ¢ cos  + cos p sin 0))
= r5((cos ¢ + isinp)(cos 6 + isin )

= 7(cos @ + isin @) - s(cosf + isin ) = zw.

(b) Seuraa (a)-kohdasta induktiolla.

Esimerkki 6.11. (a) Olkoon z = r(cos¢ + isiny) € C. Koska ¢ = cos(m/2) +
isin(m/2), saadaan Lauseesta 6.10

iz =r(cos(p+ 7/2) +isin(p + 7/2)).

Siten luvulla ¢ kertominen vastaa tasossa kiertoa kulman 7/2 verran positiiviseen
suuntaan.

(b) Erikoistapauksena Lauseen 6.10 (b)-kohdasta saadaan kuuluisa de Moivren kaa-
va:

(15) (cos ¢ + isin )¥ = cos(ky) + isin(kp).
Napakoordinaattiesitystd ja kertolaskusadéntod kiyttéden on helppo tutkia komplek-
silukujen juuria:

Maiaritelmi 6.12. Jos z,w € C, m € Z, ja 2™ = w, niin z on luvun w m:s juuri.
Lemma 6.13. Luvulla 1 € C on m kappaletta m:nsid juuria, toisin sanoen, yhtalolld

2™ =1 on m (kompleksista) ratkaisua.

Todistus. Olkoon

2r .. 2w
m = COS — +18In —.
m m

T4lloin de Moivren kaavan (15) nojalla
¢ =cos2m +isin2w = 1,

joten (y, on luvun 1 erds m:s juuri. Jos nyt n € {1,2...,m}, niin jéilleen kaavaa (15)
kiyttien saadaan
(), = cos mn +isin27r—n,
m m
joten
2mnm

2
(¢r)™ = cos % + isin =1.

m
Siispa kaikki luvut (! (jotka ovat todella eri lukuja, kun n € {1,2...,m}) ovat
luvun 1 m:nsid juuria. O
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_1:§1

6
—i = (g
Kuva 3. Ykkosen kahdeksannet juuret.

HuowmAutTus: ¢ =1 € R ja jos m on parillinen, niin
m/2 cos% —i—isin% =cosT+isinmT =—1€R.
Namé ovat ainoat reaaliset ratkaisut yhtélolle z™ = 1.

Lemman 6.13 ja napakoordinaattiesityksen avulla 16ydetdédn jokaisen nollasta poik-
keavan kompleksiluvun juuret:

Lause 6.14. Jokaisella kompleksiluvulla w € C\ {0} on m kappaletta m:nsid juuria.

Todistus. Kun w = r(cos ¢ + isin ¢), niin luku
z = T/F(cosf +isin£)
m m

on luvun w yksi m:s juuri. Kaikki muut ovat muotoa 2(’, n € {1,...,m}, missi ¢,
on ykkdsen m:s juuri. Yksityiskohdat jétetddn harjoitustehtéviksi. O

Esimerkki 6.15. Luvun 2 € C kolmannet juuret ovat v/2,

3 2T . 27T> 3 ( 1 \/g)
\/§<cos 3 + 7sin 3 =2 2—1—1 5
ja
4 4 1 3
Va{en b i) < () o).

HuomAuTus: Koska jokaisella kompleksiluvulla on useita juuria, taytyy positiivisille
reaaliluvuille tunnettujen juurien laskusdidntojen kanssa olla varovainen kompleksi-
lukujen joukossa. Esimerkiksi /avb = v/ab, kun a,b € R, mutta toisaalta

V-1lv-1=i=-1#1=V1=/(-1)(-1) .  Missi vika?

Tallaisia ongelmia késitellddn tarkemmin kompleksianalyysin kurssilla.
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Edelld on siis saatu ratkaistua muotoa z™ 4+ ag = 0, m € Z,, ag € C, olevat yhta-
16t. Tarkastellaan seuraavaksi muiden kompleksilukukertoimisten polynomiyht&loi-
den ratkaisemista.

Aloitamme toisen asteen yhtaloistd. Jos ag, a1, ae € R, niin tunnetusti luvut

—ay + \/a% —4dasag . —a] — \/a% — 4asag
Ja X2 =
2

2a 2a2

ovat toisen asteen polynomiyhtalon

Tr =

a2x2 + a1z +ag=0
ratkaisut, kunhan a% — 4dagag > 0, eli kun luvulla a% — 4asag € R on reaalinen
neliéjuuri.
Toisaalta Lauseen 6.14 nojalla jokaisella kompleksiluvulla on neligjuuri, ja suoraan
laskemalla voimmekin todeta, etté jokaisella toisen asteen kompleksilukukertoimi-

sella yhtalolld on kaksi ratkaisua kompleksilukujen joukossa. Kirjataan tdmé tulos
seuraavassa muodossa:

Lause 6.16. Yhtdlon

22+a1z+a020, ag,aq € C,
ratkaisuja ovat luvut
a ar\? . a ar\?
a=-g+(3) e e m=-F(5) -
Todistus. Havaitsemme, etté
(z —21)(2 — 22) = 2° + a1z + ag,
mistd vaite seuraa. U

Myo6s kolmannen ja neljdnnen asteen (kompleksikertoimisille) polynomiyhtélsille on
olemassa "ratkaisukaavat’. Kolmannen asteen yhtdlon ratkaisua varten tarvitsemme
seuraavan toisen asteen yhtélditd koskevan aputuloksen:

Lemma 6.17. Olkoot 21,20 € C. Jos z1 + z0 = —a1 ja 2122 = ag, nin 21 ja 2o ovat
polynomin P(z) = 22 + a1z + ag nollakohdat.

Todistus. (z — 21)(z — 21) = 2% — (21 + 22)2 + 2129. O
Merkitddn vield
2 2 —1414v3
Czcos%—i—isin% = %\/_,

jolloin ¢ € C on (erds) ykkosen kolmas juuri. Nyt voimme esittda kolmannen asteen
yvhtélon yleisen ratkaisun.

Lause 6.18 ("CARDANON KAAVAT”). Yhtdlon
(16) Z4pz+q=0, pgeC,
ratkaisuja ovat kompleksiluvut

z1=ug+vo, 22=Cup+Cv ja z3=C%ug+ Cuo,
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missda

N—
w

(
(

Uupvp = —

wlc}
+
N [
w3

(17) \/
v {4

)+ )

wl@
DN [
w3

ja kuutiojuurten arvot on valittu siten, ettd
g.
HuomAavuTus. Kaikki kolmannen asteen kompleksikertoimiset yhtalot saadaan muut-
tujanvaihdolla muotoon (16): Jos yht&loon
w? + ayw? + asw +ag =0

sijoitetaan w = z — a1 /3, saadaan muotoa (16) oleva yhtilo, joka voidaan ratkaista
Lauseen 6.18 avulla. Alkuperdisen yhtdlon ratkaisut saadaan nyt lisidmélld naihin
ratkaisuihin —a;/3. Néin ollen kaikki kolmannen asteen yhtilot voidaan ratkaista
Lauseen 6.18 avulla.

Lauseen 6.18 todistus. Sijoitetaan aluksi yhtaloon (16) z = u + v. Suoraviivaisen
laskun jilkeen yhtélo saadaan muotoon
(18) (u® + v + q) + Buv + p)(u +v) = 0.
Téama yhtalo toteutuu (ainakin) jos
w03 =—q ja ww=—p/3 (jolloin u3v? = —(p/3)?).
Lemman 6.17 nojalla tillaiset v ja v3 ovat toisen asteen yht#lon
w® + qu — (p/3)° =

ratkaisuja. Mutta tdméa yhtalo osataan aina ratkaista (Lause 6.16), ja ratkaisut ovat

S RORIORESS SO

Jos siis Valitsemme

(&) + (5)

V@ +(B)

niin u3 +v3 = —q ja udv? = —(p/3)3. Toisaalta, koska jokaisella kompleksiluvulla on
kolme kappaletta kolmansia juuria, l6ytyy yhteensd yhdeksdn eri kompleksilukupa-
ria (u,v), jotka toteuttavat yhtaloparin (19). Ndméa saadaan ottamalla ensin erdét
ratkaisut u ja v ja muodostamalla sitten kaikki lukujen u, Cu, (?u ja v, Cv, (v parit
(vertaa Lauseeseen 6.14).

MI»Q

(19) = -
o= -

Kaikki ndmé parit eivit kuitenkaan ole yhtélon (18) ratkaisuja, silld tatd varten
lukujen tulon téiytyy olla —p/3. Toisaalta, jos (ug,v) on jokin (19)m:n ratkaisu, on
(ugv)® = (—p/3)3, mistd niemme, etti jokin tuloista ugv, up(Cv), ug(¢?v) on —p/3;
olkoon siis vy se Iuvuista v, Cv, (v, jolle ugvy = —p/3. Talloin 23 = ug + vg on
todella yhtdlon (16) ratkaisu.

Liséksi ndhdéén, ettd yhtéloparin (19) muut ratkaisut, joiden tulo on —p/3, ovat
(Cug, C*vo) ja (C?ug,Cvp), joista saadaan yhtilén (16) ratkaisut zo ja zz. Osa niisti
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ratkaisuista voi tosin olla samojakin, jolloin yhtélolle saadaan kaksin- tai kolminker-
tainen juuri. O

Esimerkki 6.19. Ratkaistaan yhtalo
(20) P 4+32+4=0

ratkaisukaavan avulla. Nyt yht#lo on muotoa (16), missi p = 3 ja ¢ = 4. Sijoittamalla
nidma kaavaan (19) saadaan

)

Koska lisdksi uvz—{’/—2+\/5<’/2+\/5:—1:—p/3, on
21:u+v:</—2+\/5—<’/2+\/5

yhtélon (20) erds ratkaisu. Muita ratkaisuja ovat

m=Cu+C ja  z3=Clu+ (o

ja

Huom: Laskemalla voidaan todeta, etti 23 +32 +4 = (2 +1)(2? — 2 +4), ja toisaalta
2?2 — 2z +4 > 0 kaikilla z € R, joten z = —1 on yht#lén (20) ainoa reaalinen ratkaisu.
Koska my6s z; = v+ v € R, niin taytyy olla

i/—2+xf—{’/2+\/5=—1 (1.

HuomauTUs* (REAALIJUURET). Kun yhtélon
(21) 2’ +pr+q=0

kertoimet p ja q ovat reaalilukuja, olisi tietysti mielenkiintoista tietdd, milloin myos
ratkaisut ovat reaalisia. Osoittautuu, ettd reaalijuurten ma#ra riippuu ratkaisukaa-
vassa neliojuuren alla olevan luvun

merkista.

(A) Jos D > 0, voidaan Cardanon kaavoissa (17) valita luvut ug ja vg kuutiojuurten
reaalisiksi arvoiksi; tdmé onnistuu, koska nyt kuutiojuurten alla on reaaliluvut, jolloin
on myos selvid, ettd todella ugvg = —p/3. Talléin &1 = ug + vo on yhtdlén (21)
reaalinen ratkaisu.

Koska ¢ = 7”7“/5 ja (% = 71%“/5 (mieti!), ja lisdksi ug # vp, niin yhtélon kaksi
muuta ratkaisua ovat

xZ9 - 1 \/g

s } = —35(uo + vo) £ 5> (ug — o),

jotka eivit ole reaalilukuja. Téssé tapauksessa yhtalolla (21) on siis tdsmélleen yksi
reaalinen ratkaisu, joka saadaan “suoraviivaisesti” Cardanon kaavojen avulla (vertaa

Esimerkkiin 6.19).
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(B) Jos D = 0, niin voidaan valita ug = vo = {/—¢/2 € R, jolloin yhtilon (21) erés
ratkaisu on z1 = —23/¢/2 € R. Toisaalta ¢ + (?> = —1, misti nihdiin, etts yhtilon
kaksi muuta ratkaisua yhtyvit kaksinkertaiseksi juureksi zo = z3 = W c R.
Huomaa my0s, ettd tapauksessa ¢ = 0 (jolloin ehdon D = 0 perusteella myos p = 0),
on yhtdlolla vain kolminkertainen juuri = = 0.

(¢) Tapaus D < 0 on hieman mutkikkaampi. Huomaa, ettd nyt téytyy olla p < 0.
Kirjoittamalla yht&lot (19) napakoordinaattiesityksen avulla muotoon

u® =— 4+ ivV—D = r(cos ¢ +isin p)

22

22) v)=—2—ivV—D =r(cosp —ising),

saadaan ehdon uw?v® = (—p/3)? ja Lemman 6.10 nojalla r = ( —p/3)3 (huom:
r > 0), ja ehdon u® +v3 = —q avulla edelleen cos p = —q/(2r); huomaa, etti tissi

p taytyy valita siten, ettd sinp > 0 ja ettd luvuilla cosp ja g on eri etumerkkit.
Téalloin yhtaloiden (22) ratkaisuiksi saadaan

up = /—p/3(cos(p/3 + k2m/3) + isin(p/3 + k27 /3))
v = \/—p/3(cos(p/3 +12m/3) — isin(p/3 + 127/3)) ,

missé k,[ € {0,1,2}. Laskemalla voidaan todeta, ettd néille ratkaisuille pitee ugv; =
—p/3 tasmailleen silloin, kun k = [. Niin ollen yhtélolle (21) saadaan ratkaisut

w1 = 24/ —p/3(cos(p/3))
z9 = 2+/—p/3(cos(p/3 + 21/3))
x3 = 2v/—p/3(cos(p/3 + 47/3)),

jotka ovat erisuuria reaalilukuja. Siispd yhtalolld (21) on téssd tapauksessa kolme
reaalista ratkaisua, vaikka Cardanon kaavoissa (17) esiintyy aidosti kompleksisia lu-
kuja. Itse asiassa voidaan osoittaa, ettei reaalisia ratkaisuja 1, zs ja x3 voida esittda

[

algebrallisesti (eli peruslaskutoimitusten ‘4, *—¢ - ja ‘/‘ seké juurtenottojen avul-
la) ilman kompleksilukuja, vaan ratkaisujen reaalisessa esityksessi tarvitaan todella
apuna myo0s trigonometrisia funktioita.

Esimerkki* 6.20. Ratkaistaan yhtilo 2® — 62 +4 = 0. Nyt
4N 2 —6\3
Do () (Y -a-sen
joten olemme tapauksessa (C). Saamme r = (\/—(—6)/3 )3 = 2V2 ja cosp =
—q/(2r) = —4/(4v/2) = —1//2, jolloin voimme valita ¢ = 37/4 (= 135°), ja si-
ten /3 = m/4 (= 45°). Koska \/—p/3 = V2,
cos(m/4 + 2r/3) = cos(117/12) = —(V6 + V2) /4
ja
cos(m/4 + 4w /3) = cos(197/12) = (V6 — V/2) /4,
niin saamme yhtéalolle kolme ratkaisua
x1 = 2V2( cos(m/4)) = 2V2/V2 = 2
xy = 2v/2(cos(117/12)) = —2v2(V6 + V2)/4 = —V3 — 1
x5 = 2v2(cos(197/12)) = 2v2(V6 — v2)/4 = V3 — 1.
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HUOMAUTUS* (NELJANNEN ASTEEN YHTALO). Kaikki neljainnen asteen kompleksi-
kertoimiset yhtalot voidaan muuttaa yksinkertaisella muuttujanvaihdolla muotoon

(23) 2 +pPftqz+r=0  pgqreC

Tamé yhtalo voidaan ratkaista hyvin samaan tapaan kuin vastaava kolmannen asteen
yhtdlé (16): Sijoittamalla yhtaloon (23) z = u + v + w néhddén pienten laskujen
jalkeen, ettd yhtalo toteutuu, jos

u? +0? +w? = —p/2, uow = —q/8
ja
u*v? + v?w? + v?w? = (p* — 4r)/16.

2

Mutta tillsin luvut w2, v? ja w? ovat kolmannen asteen yhtilon

2 2
23—|—§22—|—p 64r_q_:0

1 64
ratkaisut (mieti miksi; voit verrata titi Lemmaan 6.17), jolloin u?,v? ja w? voidaan
ratkaista Cardanon kaavojen avulla. Koska lukujen u?,v? ja w? nelidjuurten mer-

kit tulee valita siten, ettd uvw = —¢/8, ndhddan pienen tarkastelun jalkeen, etté
yhtélslle (23) saadaan nelja mahdollista ratkaisua néiden neligjuurien summina.

HuoMmAuTUS. Kolmannen (ja my6s neljannen) asteen yhtéldiden ratkaisukaavalla ei
ole mutkikkuutensa vuoksi nykyisin juurikaan kiytdnnollistd merkitysté, silla kaik-
kien polynomiyhtiloiden likiméaéréiset ratkaisut 16ytyvit tehokkaamin erilaisten nu-
meeristen algoritmien avulla. Sitd vastoin ratkaisukaavojen 16ytymisen teoreettiset
seuraukset ovat olleet valtaisat.

HuomAuTus/HISTORIAA. Nuori norjalaismatemaatikko Niels Henrik Abel (1802-
1829) osoitti vuonna 1824, ettd viidennen ja korkeamman asteen polynomeja ei ole
mahdollista ratkaista tallaista yleistéd ratkaisualgoritmia kiyttéen. Italialainen Paolo
Ruffini (1765-1822) oli tosin esittéinyt saman tuloksen jo 1799, mutta hénen todis-
tuksensa ei ollut tdysin aukoton eikd myoskddn kovin helposti luettava, joten Ruffini
el saanut ansaitsemaansa huomiota ja tunnustusta ennen Abelin tyota.

Korkeamman asteen yhtiloiden ratkeamattomuus todistetaan nykyisin yleensa kayt-
tamalld ryhméteoriaa, erityisesti niin sanottua Galois’n teoriaa, joka perustuu rans-
kalaisen Evariste Galois'n (1811-1832) t6ihin. Néihin asioihin tutustutaan l&hemmin
Algebran (jatko)kursseilla.

Vaikka korkeamman asteen yhtéldille ei olekaan olemassa yleistd "ratkaisukaavaa”,
voidaan silti osoittaa, ettd jokaisella kompleksikertoimisella polynomiyhtélolla on
ratkaisu, toisin sanoen, jokaisella joukon C (ja siten my6s joukon R) polynomilla on
kompleksinen nollakohta. Tamén tuloksen — Algebran peruslauseen — todistuksessa
on tarked tietdd, ettéd kaikki polynomit ovat jatkuwvia:

Miéritelmd 6.21. Funktio f: C — C (tai f: C — R) on jatkuva pisteessd z € C,
jos kaikille € > 0 I6ytyy d > 0 siten, etté

|f(z) = f(w)] <e ainakun |z —w| <.

Sanomme, ettd funktio f on jatkuwva, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessd z € C.
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HuomAuTUS: Funktio z +— z on selvésti jatkuva. Lisiksi jatkuvien funktioiden sum-
mat ja tulot ovat jatkuvia (todistetaan aivan kuten Analyysin kursseilla reaalifunk-
tioille), joten voimme todeta, ettd kaikki joukon C polynomifunktiot ovat todella
jatkuvia.

Jatkossa tarvitsemme myds tietoa, ettd funktio z — |z| on jatkuva (harjoitustehté-
va) ja ettd jatkuvien funktioiden yhdistetyt funktiot ovat jatkuvia, jolloin erityisesti
funktio z — |P(z)| on jatkuva aina, kun P on kompleksikertoiminen polynomi.

Algebran peruslauseen todistuksessa kiytetdan myos seuraavaa tunnettua tulosta:

Lemma 6.22. Jos f: C — R on jatkuva ja A C C on kompakti, eli suljettu ja
rajoitettu, nitn f saavuttaa joukossa A pienimmdn jo swurimman arvonsa: loytyy
pisteet an,,apn € A siten, ettd f(am) < f(a) < f(an) kaikille a € A.

Lemma 6.22 todistetaan FEuklidisten avaruuksien kurssilla; huomaa, ettd jatkuvuus
joukossa C on sama asia kuin jatkuvuus tasossa R?, silld |z + iy| = ||(x,y)|. Vertaa
tatd lemmaa myds joukon R vastaavaan suljettuja ja rajoitettuja véileja koskevaan
tulokseen.

Lause 6.23 (ALGEBRAN PERUSLAUSE). Olkoon P kompleksikertoiminen polynomi
(joka ei ole vakio). Tdlloin on olemassa zy € C siten, etta P(zp) = 0 eli zo on
polynomin P nollakohta.

Todistus. Olkoon siis

P(z) = ap2" + an—12""1+ - + a1z + ag,
missi ag,ay,...,a, € Cjaa, # 0 (n > 1). Merkitdén g(z) = |P(z)]. Kun z # 0,
voimme kirjoittaa

Ap—1 ag

n
an 2 an 2™

(24) 9(z) = |P(2)| = |anz"||1+

(A) Osoitamme aluksi, etté loytyy Ro > 0 siten, etté

App— a 1
(25) ‘14— el 2 ‘>— kun |z| > Ro.
anz apz™ 2
Huomaamme, ettd
Qp— an—1| 1 1 Qp—
‘nl‘: nl‘—<—, kun\z|>2n‘n1;
A2 an 1|z~ 2n n
aivan vastaavasti
an—2 an—2| 1 1 2 ap—1
= — < — k > 2
anz? ap, z[? " 2n’ un |2 " N
ja niin edelleen. Lisiksi [2|® > --- > |z|> > |2| kunhan |z| > 1. Niinpi saamme

kddnteisen kolmioepéyhtilon avulla kaikille z € C, joille

|z >2n-max{‘%‘ :ke{O,l,...,n—l}}—l—l,
Qn

etta
Ap— a Ap— Ay a
1+"1+...+02_n_1_n_§_ S
an 2 an 2™ an 2 anz anz™
-1 1 1 I 1
2n  2n 2n, 2
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Siten valitsemalla

R0:2n-max{‘%‘ :kG{O,l,...,n—l}}—l—l
29
on arvio (25) voimassa.

(B) Merkitaan nyt g(0) = |P(0)| = K. Yhtdlon (24) ja vaiheen (A) avulla ndemme,
ettéd
9(2) > lanz"| - 5 = lanll2|" - 3 > K,

2| > max { {/2K/|a,|, Ro} ;
merkitddn R = max{ {/2K/|a,|, Ro}. Koska funktio g = |P| on jatkuva, saavuttaa
se pienimmin arvonsa suljetussa pallossa

B(0,R)={2€C:|z| <R}
(Lemma 6.22), joten 18ytyy 2o € B(0, R) siten, etti
g(2) = |P(2)| > |P(20)| = g(20) kaikille z € B(0, R).
Téllsin g(z0) on itse asiassa funktion g pienin arvo joukossa C, silld g(z) > K =
9(0) = g(z0) jos z ¢ B(0, R).

(C) Nyt riittdéd osoittaa, ettd g(zo) = 0, jolloin myds P(zg) = 0, eli zg on haluttu
nollakohta.

kunhan

Tehdaén vastaoletus P(zg) = ¢g # 0. Laskujen yksinkertaistamiseksi teemme muut-
tujanvaihdon sijoittamalla z = w + 29 (eli w = z — 2p). Talloin saamme uuden
kompleksilukujen polynomin P, jolle pitee P(z) = P(w + zp) = P;(w), erityisesti
siis P1(0) = P(zp) = ¢o. Téll6in voimme kirjoittaa

(26) Pi(w) = co+ crw + -+ + cuu” = co + cuuw™ + w1 Q(w),
missé m on pienin potenssi, jolle ¢, # 0, ja Q(w) on astetta n—m—1 oleva polynomi.

Kisittelemme ensin tapauksen n = 2, jolloin siis Pi(z) = g + 12 + c22? (Huomaa,
ettd Lauseen 6.16 perusteella tiedimme, ettd ratkaisu on todella olemassa, mutta
tapaus n = 2 kasitellddnkin téssad vain malliksi yleistd tapausta varten.) Jos ¢; = 0,
niin suoralla sijoituksella n&hd&én, ettd \/—(co/c2) on polynomin P; nollakohta,
jolloin \/—(co/c2) + zp on alkuperdisen polynomin P on nollakohta eli viite pétee.
Voimme siis olettaa, ettd c; # 0. Télloin on mahdollista tutkia polynomin P; arvoja
pisteissd —A(cp/c1), missd 0 < A < 1; nyt

A A A2c2
Pl(— ﬂ) :C()—Clﬂ +02# :Co(l—)\+)\202—§0>.
C1 C1 Cl Cl
Koska 1 — X\ > 0 ja toisaalta @‘)\ < 1 aina, kun A > 0 on tarpeeksi pieni (eli kun
“

0 < A < |é?|/|eaco), niin saamme

‘P1<—>\c—clo)‘<\co|(1—>\+)\2 %):ko\(l—A(l—Acz—gO)) < col
0< <1

kunhan 0 < A < |¢?|/|caco|. THméi johtaa ristiriitaan, silld g(zo) = |co| oli funktion g
pienin arvo joukossa C, ja nyt olisi kuitenkin
9(20 — Aco/er) = |Pr(=Aco/c1)| < el

kunhan A > 0 on tarpeeksi pieni. Siispa téytyy olla g(z9) = |P;(0)| = 0, jolloin myos
P(Zo) = 0.
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(D) Yleistdmme lopuksi edellisen tarkastelun kaikille n > 3. Valitaan z; € C siten,
ettd 21" = —co/cy, (tdllainen 16ytyy Lauseen 6.14 perusteella), ja olkoon taas A €
[0,1]. Nyt lausekkeessa (26) esiintyvd funktio @) on polynomina jatkuva, ¢y # 0 ja
liséksi joukko {Az; : A € [0,1]} on kompakti, joten Lemman 6.22 perusteella 16ytyy
C >0, jolle

A
(Z{”HM < C  kaikille A € [0,1].
€0

Siten lauseketta (26), luvun z; valintaa ja kolmioepayhtdlod kiyttden saamme

|P1(>\21)‘ = ‘Co + Cm()\Zl)m + ()\Zl)erlQ()\Zl)‘
= ‘co — e\ /em + co)\erlz;”HQ()\zl)/co‘

< Jeol (1 =A™ + X 1Q(zr) feol) < feol (1= A™(1 = CON))

(huomaa, ettd 1 — A™ > 0). Mutta téssd 1 — CA > 0 aina, kun 0 < A < 1/C.
Talloin 1 — A™(1 — CX) < 1, joten saadaan |P;(Az1)| < |co| aivan kuten kohdan (C)
tapauksessa n = 2. Taméi johtaa ristiriitaan. Siispa téytyy olla g(zp) = 0, jolloin
my6s P(zg) = 0 eli haluttu nollakohta on todella olemassa. O

Olkoon nyt P, jokin m:nnen asteen polynomi. Algebran peruslauseen nojalla poly-
nomilla P, on nollakohta z,. Mutta télléin P, voidaan tunnetusti jakaa termilld
(z — zn), ja tuloksena on (n — 1)-asteinen polynomi P,_1, ts. P,(2) = (2 — zp) Pn—1
kaikilla z € C. Mutta nyt my6s polynomilla P,_; on kompleksinen nollakohta z,_
(mikdli n > 2), ja 1oytyy (n — 2)-asteinen polynomi P,_o siten, ettd P,(z) =
(z — zp)(2 — 2zn—1)Pn—2 kaikilla z € C. Néin jatkamalla saadaan Algebran perus-
lauseen vahvennus:

Lause 6.24. Jokaisella n:nnen asteen kompleksikertoimisella polynomilla on (kerta-
luvut huomioiden) tasmdlleen n kompleksista nollakohtaa.

HuowmAuTuS: Téssd vaiheessa kannattaa palata tdméan luvun alkuun. Lahtokohta-
namme oli, ettd halusimme ratkaista ehkipd yksinkertaisimman polynomiyhtalon,
jolla ei ole ratkaisua reaalilukujen joukossa: 2 4+ 1 = 0. Laajensimme joukon R pie-
nimmdkst mahdolliseksi lukualueeksi C, jossa on méiritelty yhteen- ja kertolasku yh-
teensopivasti reaalilukujen vastaavien laskutoimitusten kanssa ja joka sisaltdé alkion
i = v/—1, joka on siis yhtdlon z? + 1 = 0 ratkaisu. Niin saimme aikaan lukualueen,
jossa ei ole ainoastaan mahdollista ratkaista yhtilsa 22 + 1 = 0, vaan kaikki(!) po-
lynomiyht&lot, olivatpa niiden kertoimet reaali- tai kompleksilukuja. Tamé on ehké
hieman yllattavaa.

HisToRrIAA: Kaikki toisen asteen (“reaalikertoimiset”) yhtdlot osattiin (periaattees-
sa) ratkaista jo muinaisessa Babyloniassa ja antiikin Kreikassa, tosin yhtalot tulkit-
tiin (yleensd) geometrisina ongelmina, jolloin negatiivisia kertoimia tai ratkaisuja ei
hyviksytty.

Kolmannen ja neljinnen asteen yhtéaloiden ratkaisut julkaistiin ensimmaisté kertaa
Geronimo Cardanon (15011576, Italia) kirjassa Ars Magna vuonna 1545, ja vaikka
Cardano ei ollutkaan néiden alkuperiinen keksijé, kantavat kolmannen asteen yhta-
16n ratkaisukaavat edelleen hinen nime#fin. Muotoa 2® + pxr = ¢ (p,q > 0) olevan
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kolmannen asteen yhtalon ratkaisi ensimmaéisend ilmeisesti Scipione del Ferro (1465—
1526, Italia) 1500-luvun alussa ja myohemmin Niccolo 'Tartaglia’ Fontana (1500—
1557, Italia), joka oppi luultavasti ratkaisemaan muitakin (positiivikertoimisia) kol-
mannen asteen yhtaloitéd. Tartaglia kertoi keksinnostdan Cardanolle, joka lupasi pitaa
ratkaisut salaisuutena, mutta julkaisi ne mychemmin kirjassaan, mainiten kuitenkin
ratkaisujen keksijoiksi del Ferron ja Tartaglian. Neljinnen asteen yhtédlon ratkaisu,
joka siis julkaistiin samassa yhteydessd, on perdisin Cardanon oppilaalta Lodovico
Ferrarilta (15221565, Italia). Monet pitdvit kolmannen ja neljinnen asteen yhtaloi-
den ratkaisemista ensimmaisend suurena matemaattisena edistysaskeleena antiikin
Kreikan matematiikan kukoistuskauden (noin 400 eKr. — 200 jKr.) jalkeen.

Kompleksilukujen "16ytyminen” on ldheisessd yhteydessd kolmannen asteen yhtalon
yleiseen ratkaisuun, silld ennen Cardanon kaavoja ei ollut mitédan pakottavaa tarvetta
kisitelld negatiivisten lukujen nelidjuuria; eihiin esimerkiksi yhtilon 22 4+ 1 = 0 rat-
keamattomuus ole kiiytdnnon tai geometrisen tulkinnan kannalta mikéén (suuri) on-
gelma. Liséksi vield 1700-luvullakin monet matemaatikot suhtautuivat epéardiden jo-
pa negatiivisiin lukuihin.

Cardanon kaavojen 16ytyminen johti kuitenkin merkillisiin ongelmiin. Huomattiin,
ettéd vaikka kaavoissa (19) esiintyisi neligjuuren alla negatiivisia lukuja, saattavat kaa-
vat esittdd (oikein tulkittuina) yht&lon reaalisia juuria; vertaa Lauseen 6.18 jilkeisen
huomautuksen 'Reaalijuuret’ tapaukseen (C). Cardano mainitsee Ars Magnassa ne-
gatiivisten lukujen nelidjuuret, mutta pitdd niitd kdyttokelvottomina. Ensimmainen
systemaattinen kompleksilukujen késittelijd oli Rafael Bombelli joka huomasi nega-
tiivisten lukujen ja niiden nelidjuurten tarpeellisuuden kolmannen asteen yhtaloiden
ratkaisuissa. Bombellin teos L’Algebre vuodelta 1572 johtikin siihen, ettd imaginaa-
riluvuille téytyi antaa varovainen hyviksyntd ainakin laskennallisina apuvélineiné.

Kompleksilukujen ja -funktioiden tutkimus kehittyi varsinaiseksi matematiikan osa-
alueeksi 1700-luvulla, alkaen Johann Bernoullin (1667-1748, Sveitsi), Roger Co-
tes'n (1682-1716, Englanti) ja Leonhard Eulerin (1707-1783, Sveitsi) kompleksis-
ta logaritmifunktiota koskevista tuloksista. Cotes ja Euler myds kiyttivit merkintad
a + bv/—1 kuvaamaan tason pistettd (a,b), mutta he eiviit huomanneet, etti itse
asiassa kompleksiluvut voidaan mddritelld tason pisteiden avulla. Tadmé geometri-
nen tulkinta, joka teki kompleksilukujen teoriasta huomattavasti helpommin ldhes-
tyttavin, on perdisin Jean-Robert Argandilta (1768-1822, Ranska) vuodelta 1806 —
tosin norjalais-tanskalainen Caspar Wessel (1745-1818) oli keksinyt saman idean jo
1787 ja julkaisi tata késittelevan tyon 1799, mutta yleiseen tietoon hénen tuloksensa
tulivat vasta 1800-luvun lopulla. Ilmeisesti myos Carl Friedrich Gauss (1777-1855,
Saksa) loysi geometrisen tulkinnan jo varhaisessa vaiheessa, mutta se esiintyy hanen
julkaisuissaan ensimmaéisté kertaa vasta 1832.

Euler uskoi jo 1700-luvun alkupuoliskolla, ettd jokainen reaalilukukertoiminen poly-
nomi voidaan esittdd ensimmaéisen ja toisen asteen polynomien tulona, mutta Gaussia
pidetddn Algebran peruslauseen ensimmaéisend todistajana (reaalikertoimisille poly-
nomeille), vaikka hénen todistuksensa vuodelta 1799 siséltéé perustelemattomia geo-
metrisia olettamuksia. Myohemmin Gauss julkaisikin kolme vaihtoehtoista todistusta
talle lauseelle. Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783, Ranska) oli esittédnyt Algebran
peruslauseelle todistuksen jo 1746, mutta hinen todistuksensa sisélsi useita kohtia,
jotka vaativat tarkempaa perustelua. Argand tdydensi d’Alembertin todistusta vuon-
na 1806, kun kiytdssa oli kompleksilukujen geometrinen tulkinta. Tamé todistus oli
my06s ensimméinen, joka oli muotoiltu kompleksikertoimisille polynomeille. Itse asias-
sa meiddn Lauseen 6.23 todistuksemme on hyvin ldhelld d’Alembertin ja Argandin
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alkuperdisié ideoita; tdrkednd osana todistusta on tosin Lemman 6.22 &4riarvotulos,
jolle Karl Weierstarss antoi tarkan perustelun vasta vuonna 1874, kun reaaliluvut ja
jatkuvuus ymmarrettiin nykyiselld tdsmallisyydella.

Puhtaasti algebrallinen méaéritelma kompleksiluvuille reaalilukujen pareina, varus-
tettuna Méaritelmén 6.1 laskutoimituksilla, on perdisin Sir William Rowan Hamil-
tonilta (1805-1865, Irlanti) vuodelta 1833. Loydettydan néin tavan kertoa reaaliluku-
lukupareja (a, b) (eli kompleksilukuja a+ib) Hamilton halusi yleistaé ajatuksen myos
lukukolmikoille. Taté yritysté kesti useiden tuskaisten vuosien ajan. Kerrotaan, ettd
my6s hénen lapsensa alkoivat tuntea isdnsd turhautumisen ja tiedustelivat héneltd
aamuisin: Well, Papa, can you multiply triplets? Kaikkien pettymykseksi Hamilton
joutui paivistd toiseen vastaamaan, ettd vain yhteenlasku onnistui. Viimein, vuon-
na 1843 Hamilton tajusi, ettd kolmikoiden sijasta kompleksilukujen kertolasku piti
yleistad lukunelikoille ja ettd talloin taytyi lisdksi luopua kertolaskun kommutatiivi-
suudesta. Néin syntyivat kvaterniot.

7. YLEISTYKSIA JA PERUSTEITA*

7.1. Kvaterniot*. Merkitiin avaruudessa R*
1=(1,0,0,0), j=1(0,0,1,0),
i=(0,1,0,0), k=(0,0,0,1),
jolloin voimme kirjoittaa kaikille 2 € R4
x = (x1,T2,T3,24) = T1 + iT2 + jrs + kxy.

Sovitaan nyt, ettd alkioiden z,y € R* summa saadaan laskemalla komponenteittain
yvhteen, mutta muodostetaan tulo x - y peruskaavojen

PP=2 =k =ijk=—1

avulla kiyttéden assosiatiivisuutta ja distributiivisuutta. Talloin saamme uuden lu-
kualueen, kvaternioiden joukon H = R*, joka on varustettu laskutoimituksilla

(w1, 22,23, 74) + (Y1,Y2,Y3,Y4) = (1 + Y1, T2 + Y2, 3+ Y3, T4 + Ya)

Ja
(21,22, 3,24) - (Y1, Y2, Y3, Y1) = (2191 — T2y2 — T3Y3 — Tays ,

T1Y2 + T2Y1 + T3Ys — T4Y3 ,
T1Y3 — T2Y4 + T3Y1 + Tay2 ,
T1Y4 + T2Y3 — T3Y2 + T4Y1 ) .

Erityisesti

1=k, jk=1 ja ki=7,
mutta

ji=—k, kj=—1i ja tk=—j.
Téstd ndemme, ettei kvaternioiden kertolasku ole kommutatiivinen. Laskutoimituk-
silla 4 ¢ ja - © on kuitenkin kaikki muut kompleksilukujen laskutoimitusten hyvét
ominaisuudet. Jos lisdksi maaritellddan kvaternion = = (x1, x2, x3, x4) moduli asetta-
malla

2| = \/x%—l—wg—i-x%—l—azi,
niin kaikille z,y € H pétee
(27) [z -yl = |x[[y].
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Nykyisin tiedetddn, ettd avaruuteen R™ voidaan maéritella kertolasku * - ¢ siten, etté
yhtéls (27) on voimassa tédsmailleen silloin kun n € {1,2,4,8}; ndmé luvun n arvot
vastaavat luonnollisesti reaalilukuja, kompleksilukuja ja kvaternioita sekd oktonioi-
ta, jotka keksittiin pian kvaternioiden ldytymisen jilkeen. Siten Hamiltonin yritys
loytéd lukukolmikoille luonnollinen kertolasku oli tuomittu epdonnistumaan. Liséksi
Karl Weierstarss osoitti 1863, ettd C on joukon R ainoa algebrallinen laajennus, jon-
ka laskutoimitukset ovat kommutatiivisia. Jos kompleksiluvut siis halutaan laajentaa
isommaksi lukualueeksi (kuten kvaternioiksi tai oktonioksi), taytyy joistakin lasku-
toimitusten ominaisuuksista tinkid: kvaternioiden kertolasku ei ole kommutatiivinen
ja oktonioiden kertolasku ei ole kommutatiivinen eiké assosiatiivinen.

Kvaterniot saivat pian keksimisensd jilkeen térkeitd sovelluksia fysiikasta, mutta
1800-luvun lopulla syntynyt helpommin omaksuttava vektorianalyysi — jonka kehit-
tymiseen kvaternioillakin oli suuri vaikutus — korvasi kvaterniot monilla aloilla. Toi-
saalta kvaterniot ovat edelleen kiyttokelpoisia tyokaluja esimerkiksi 3- ja 4-ulotteisen
euklidisen geometrian seké 4- ja 5-ulotteisen hyperbolisen geometrian tutkimuksessa.

7.2. Algebraa*. Modernin algebran peruskésite on abstrakti joukko G, jossa on
médritelty laskutoimitus *: G x G — (. Perusesimerkkeind toimivat usein lukualueet
7Z,Q, R ja C, seki esimerkiksi kaikkien reaali- tai kompleksikertoimisten polynomien
joukot, varustettuna laskutoimituksella ‘ 4 * tai - ‘.

Miééritelmé 7.1. Laskutoimituksella ‘** varustettu joukko G, merkitaan (G, ), on
ryhmd, jos

(i) (a*b)*xc=ax(bxc) kaikilla a,b,c € G;
(ii) on e € G siten, ettd a x e = e x a = a kaikilla a € G;
(iii) kaikille a € G 16ytyy o’ € G siten, etti axa’ =d' xa =e.

Toisin sanoen, (G,*) on ryhmé, jos ‘ x * on joukon G assosiatiivinen laskutoimitus,

jolla on neutraalialkio e € G ja liséksi kaikille a € G 16ytyy kddnteisalkio.

Jos ¢ x ¢ on lisdiksi kommutatiivinen eli a x b = b * a kaikilla a,b € G, niin sanotaan,
ettd (G,x*) on Abelin ryhmd.

Esimerkki 7.2. (a) Lukualueemme Z, Q, R ja C ovat (Abelin) ryhmié, kun lasku-
toimituksena on ¢ + ‘.

(b) Joukot Q*, R* ja C* = C\ {0} ovat (Abelin) ryhmié, kun laskutoimituksena on

4'£

Lukualueissamme on itse asiassa madritelty kaksi (yhteensopivaa) laskutoimitusta.
Kokonaislukujen ja rationaalilukujen ominaisuuksia matkien saamme seuraavat méa-
ritelmét:

Maiéritelmé 7.3. (1) Laskutoimituksilla ‘ +° ja ‘- ¢ varustettu joukko R, merkitdén
(R,+, -), on (ykkdsellinen) rengas, jos

(i) (R,+) on Abelin ryhm;

(ii) (ab)c = a(bc) kaikilla a,b,c € R;

(iii) on 1 € R siten, ettd a-1=1-a = a kaikilla a € R;
)

(iv) (a+b)c = ac+ bc ja c(a+b) = ca+ cb kaikilla a,b,c € R.

Toisin sanoen, (R, +, -) on rengas, jos ‘- ‘ on Abelin ryhmén (R, +) assosiatiivinen
laskutoimitus, jolla on neutraalialkio 1 € R ja lisdksi ‘- © on distributiivinen lasku-
toimituksen ‘ + ‘ suhteen. Laskutoimituksen ‘ + ¢ neutraalialkiota on tapana merkita
symbolilla 0.
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(2) Joukko (K,+, -) on kunta, jos

(i) (K,+, -) on (ykkosellinen) rengas;
(ii) - * on kommutatiivinen ;
(iii) kaikille a € K\ {0} loytyy o' € K siten, ettd aa’ = a'a = 1.

Esimerkki 7.4. (a) Lukualueet Z, Q, R ja C ovat renkaita, kun laskutoimituksina
ovat ‘+ ‘ja ‘.-

(b) Lukualueet @, R ja C ovat kuntia, kun laskutoimituksina ovat ‘ 4 ‘ ja ‘- ‘.

Ryhmien, renkaiden ja kuntien kiyttokelpoisuus on siind, ettd lukualueidemme li-
sdksi on olemassa valtava méadréd joukkoja, joissa kyseiset ominaisuudet toteutuvat.
Koska esimerkiksi ryhman ominaisuuksista (i)—(iii) lahtien on mahdollista todistaa
paljon muita hyodyllisid asioita, ei néité tarvitse tehdéa kaikille mahdollisille joukoille
erikseen, vaan riittaéd todeta, ettd (i)—(iii) ovat voimassa kyseisessd tapauksessa, jol-
loin koko ryhmiin liittyvéa algebrallinen koneisto saadaan kiyttoon. Néihin asioihin
tutustutaan ldhemmin algebran kursseilla, mutta todistetaan téssé esimerkin vuoksi
yksi ryhmiin liittyva tulos, joka on ollut esilld lukualueissammekin:

Lemma 7.5. Olkoon (G, *) ryhmda ja olkoot a,b,c € G. Jos a*xc = bx*c, niin a = b.

Todistus. Koska G on ryhma, niin laskutoimitukselle ‘ *‘ 16ytyy neutraalialkio e € G
ja liséiksi alkiolla ¢ on ka#nteisalkio ¢ € G. Télloin assosiatiivisuutta ja oletusta
a * ¢ = b* c kiiyttden saadaan

a=axe=ax(cxd)=(axc)xcd =(bxc)xcd =bx(cxd)=bxe=0.

Siispéd a = b. O

Annetaan vield lopuksi esimerkki ryhmésté, joka ei ole mikédén lukualueistamme:

Esimerkki 7.6. Olkoon
St={zeC:|z| =1}

Tillsin ST varustettuna kompleksilukujen kertolaskulla on ryhmis:

3

Aluksi pit#d siis todeta, ettd - on todella joukon S' laskutoimitus. Tami seuraa
nyt siitd, ettd ‘- ¢ on joukon C laskutoimitus ja lisiksi kaikille z,w € S! piitee
|zw| = |z||w| = 1 eli myds zw € S1. Lisiiksi

(i) “-* on assosiatiivinen joukossa S* (koska on siti myds joukossa C);
(i) 1e Stjaz-1=1- 2=z kaikilla z € S!;
(iii) kaikille z € S pétee 27! € S, silld
z

[

N R
22 2P el

EaE

HiSTORIAA: Abstrakti ryhmékésite kehittyi 1800-luvun kuluessa, alkaen permutaa-
tioryhmien tutkimuksesta, joka liittyi ldheisesti Ruffinin ja Galois'n polynomiyhté-
l6iden ratkeavuutta koskeviin tutkimuksiin. Maaritelmén 7.1 kaltainen abstrakti ryh-
mé esiintyy ensimmaéisté kertaa Walter van Dyckin (1856-1934, Saksa) ja Heinrich
Weberin vuonna 1882 (toisistaan riippumatta) julkaistuissa t6issé.
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7.3. Reaalilukujen aksioomat*. Analyysin kursseilla yleinen lahestymistapa on
olettaa koko R ”intuitiivisesti tunnetuksi”. Tarkemmin sanottuna talléin oletetaan,
ettd on olemassa joukko R siten, ettd sen alkiot toteuttavat tietyt perusaksioomat,
esimerkiksi:

On olemassa laskutoimitukset

+:RxR—=R, (z,y)—ax+y

ja
- RXR =R, (z,y) — zy
siten, etta
(R1) ‘+ ¢ on kommutatiivinen
(R2) ‘+ ¢ on assosiatiivinen
(R3) laskutoimituksella ‘ + ¢ on neutraalialkio 0 € R
(R4) jokaisella z € R on vastaluku —x € R: z + (—x) =0
(R5) ‘- * on kommutatiivinen
(R6) ‘- * on assosiatiivinen
(RT7) laskutoimituksella ‘- ¢ on neutraalialkio 1 € R ja liséksi 1 # 0
(R8) jokaisella € R\ {0} on kiéinteisluku z7 ' € R: z-27t =1
(R9) ‘- ¢ on distributiivinen laskutoimituksen ‘ + ¢ suhteen.

Joukossa R on olemassa my0s relaatio * < ‘, jolle pétee:

(R10
(R11
(R12
(R13

Kun z,y € R niin tdsmélleen yksi ehdoista x = y, * < y ja y < x on voimassa
¢ < ¢ on transitiivinen

josz<yjaz€e€R niinrx+z<y+=z

jos 0 <z ja0 < y,niin 0 < xy.

— N ~—

Lisédksi joukko R oletetaan taydelliseksi eli
(R14) jokaisella ylh&altd rajoitetulla epétyhjélld joukolla S C R on pienin yliraja.

Néiden ominaisuuksien varaan voidaan rakentaa koko (reaali)analyysin tarvitsema
koneisto. Olemme kuitenkin t&lld kurssilla oppineet, miten aksioomat (R1)-(R14)
toteuttava joukko R voidaan konstruoida, jos oletetaan tunnetuksi ainoastaan luon-
nollisten lukujen joukon N ominaisuudet. Namé on (ehké/toivottavasti) helpompi
hyviksyé, kuin vain olettaa (R1)—(R14) ilman perusteluja.

HisTORIAA: On ehké hieman yllattavad, ettd ensimmdéinen reaalilukujen aksiooma-
jarjestelmé esiintyi itse asiassa David Hilbertin (1862-1943, Saksa) kirjassa Grund-
lagen der Geometrie(!) vuonna 1899.

7.4. Luonnolliset luvut*. Mitd sitten ovat ne luonnolliset luvut, joiden varaan
kaikki muut lukualueet on rakennettu? Intuitiivinen késityksemme luonnollisista lu-
vuista on toki riittdva pohja kaikkiin "kiiytdnnon” tarpeisiin, mutta matemaattisen
tasméllisyyden vaatimuksiin se ei riitd. Siksi méaérittelemmekin seuraavassa joukon
N aksiomaattisesti joukko-oppiin nojaten.

Oletamme, ettéd on olemassa joukko N ja funktio s: N — N, niin sanottu seuraaja-
funktio, siten, ettd seuraavat aksioomat ovat voimassa:

(N1) s ei ole surjektio: 16ytyy alkio 0 € N, jolle 0 # s(n) kaikilla n € N
(N2) s on injektio: jos s(n) = s(m), niin n = m.
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(N3) N on induktiivinen joukko: Jos S C N on sellainen, ettd 0 € S ja lisdksi
ehdosta n € S seuraa, ettd myos s(n) € S, niin téllsin S = N.

Osoittautuu, ettéd tdssd on kaikki, mitd tarvitaan luonnollisten lukujen tunnettujen
ominaisuuksien (ja siten kaikkien kurssimme tulosten) todistamiseksi.

Aksiooma (N1) antaa meille yhden erityisasemassa olevan luonnollisen luvun 0. Téa-
mén jilkeen voimme nimetd muita luonnollisia lukuja, esimerkiksi s(0) = 1, s(1) = 2,
$(2) = 3 ja niin edelleen.

Luonnollisten lukujen laskutoimitukset voidaan maaritella aksioomaan (N3) perus-
tuen "induktiivisesti” (tai oikeammin rekursiivisesti):

Yhteenlasku: Kaikille m € N asetetaan
(i) m+0=m
(ii) m + s(n) = s(m +n).

Téalloin erityisesti m + 1 = m + (s(0)) = s(m + 0) = s(m), joten luvun 1 lisdémi-
nen johtaa samaan lopputulokseen kuin seuraajafunktio. Néin ollen, jos lukuun m
lisdtddn n, tdmé tarkoittaa ”siirtymistd seuraajafunktion avulla n askelta eteenpéin
luvusta m alkaen”.

Kertolasku: Kaikille m € N asetetaan
(i) m-0=0
(ii)) m-s(n) =m-n+m.

Néiden maérittelyjen jélkeen voimmekin palata takaisin aivan kurssin alkuun ja todis-
taa seuraavat luonnollisten lukujen laskutoimitusten perusominaisuudet ylla olevia
mééritelmid ja aksioomia (N1)-(N3) kdyttden:

Lause 7.7. (a) Luonnollisten lukujen yhteen- ja kertolaskut ovat assosiatiivisia:
a+(b+c)=(a+b)+c
a(be) = (ab)e
kaikilla a,b,c € N;
(b) Luonnollisten lukujen yhteen- ja kertolaskut ovat kommutatiivisia:

at+b=b+a
ab = ba

kaikilla a,b € N;
(¢) Luonnollisten lukujen kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen:
(a+b)c = ac+bc
kaikilla a,b,c € N
(d) Luku 0 € N on luonnollisten lukujen yhteenlaskun neutraalialkio:
n+0=0+n=n kaikilla n € N.
ja luku 1 = s(0) € N on kertolaskun neutraalialkio:
n-1l=1-n=n kaikilla n € N.

Todistus. Todistukset ovat lyhyitéd ja suoraviivaisia induktiotodistuksia, mutta mel-
ko oleellista on se, missé jarjestyksessé ne tehdddn. Yhteenlaskun assosiatiivisuus ei
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vaadi muita kohtia. Seuraavaksi kannattaa varmaan todistaa neutraalialkioihin liit-
tyva kohta (d), jota voi sitten hyodyntdd muissa kohdissa, erityisesti yhteenlaskun
kommutatiivisuudessa. Samoin distributiivisuus kannattaa todistaa ennen kertolas-
kun assosiatiivisuutta ja kommutatiivisuutta. Yksityiskohdat jatetaan lukijalle (apua
16ytyy esimerkiksi kirjasta Stewart ja Tall) ja/tai lukuteorian kursseille. U

Mainitaan vield seuraava lemma, jonka avulla todistettiin kokonaislukujen peruso-
minaisuuksia:

Lemma 7.8. Olkoot n,m,k € N.
(a) Jos n+k =m+k, niin n =m.
(b) Jos nk = mk ja k # 0, niin n =m

Todistus. Induktio. O

Nyt voimme maéadaritelld joukkoon N jérjestyksen ¢ < ¢ asettamalla
m<n <= m+k=n jollekin k£ € N.

Lause 7.9. Luonnollisten lukujen jarjestys * < on

o refleksiivinen: n < n kaikille n € N;
o antisymmetrinen: Josn < m jam <n, nin m =n;
o transitiivinen: Jos n < m jam < p, niin n < p.

Lisdksi kaikille n,m € N joko n < m tai m <n. Toisin sanoen, * < ‘ on tdydellinen

jarjestys.

Todistus. Refleksiivisyys on selvd, antisymmetrisyys ja transitiivisuus saadaan pien-
ten laskujen avulla ja viimeinen ehto seuraa suoraviivaisella induktiolla. O

HISTORIAA: Luonnollisten lukujen aksioomat (N1)-(N3) esiintyivit ensimmaéisen
kerran Giuseppe Peanon (1858-1932, Italia) vuonna 1889 julkaistussa teoksessa Arith-
metices principia, nova methodo exposita.
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