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1. Johdanto

Talla kurssilla tutustumme reaalilukujen kontinuumi-ominaisuuteen tarkemmin
ja pyrimme ymmértdmaéaan reaalilukujen téaydellisyytté ja sen sdilymisté. Erityisesti
todistamme mm. Bolzanon ja Bolzano-Weierstrassin lauseet.

Matematiikka on paljon enemmén kuin vain kokoelma teorioita, lauseita, mééri-
telmié, ongelmia ja tekniikoita. Matematiikka on tapa ajatella. Sama pétee tieten-
kin myos matematiikan eri haaroihin, kuten (matemaattiseen) analyysiin. Analyysia
voidaan pitdd yhteisnimekkeené kaikelle matematiikalle, jossa kiytetdéan rajaproses-
seja. Rajaprosessien ymmaértdminen ja hallitseminen on ensiarvoisen tirkedd mm.
sovellettaessa matematiikkaa luonnontieteisséd. Nain pyritddan ymmaéartamasn, miksi
ja milloin mittaamalla voidaan saada suhteellisen luotettavaa tietoa ilmiGista.

Oppikirjaksi suosittelen teoksia:

R. Courant & F. John: Introduction to Calculus and Analysis I.

B.S. Thomson, J. B. Bruckner & A.M. Bruckner: Elementary Real Analysis

Kreikkalainen aakkosto a:sta o:hon.
Iso ja pieni kirjain sekd nimi (suluissa mahdollinen vaihtoehtoinen muoto):

A « alfa, B [ beeta, [' v gamma,
A § delta, F ¢ (tai €) epsilon,

Z C zeeta, H n eeta, © 0 (tai ) theeta,
I v joota, K s (tai k) kappa,

A X lambda, M p myy, N v nyy,

= &€ ksii, O o omikron,

IT 7 (tai w) pii, P o (tai p) roo,

Y o (tai ¢) sigma, T T tau,

T v ypsilon, ® ¢ (tai ¢) fii, X y khii,
W 9 psii, 2 w oomega.



2. Reaalilukujen jatkumo

Tésséd luvussa pohdimme reaalilukujen ominaisuuksia, jotka tekevit siitd konti-
nuumin, jatkumon.

2.1. Merkintoja

N =1{1,2,3,...} luonnollisten lukujen joukko (0 mukana, jos tarvitaan)
Z ={0,£1,+2,...} kokonaislukujen joukko

Q:= {ﬁ in,m € Z,m # 0} rationaalilukujen joukko
m

R = reaalilukujen joukko
R\ Q = irrationaalilukujen joukko ={z € R:z ¢ Q}.

2.2. Reaalilukujen perusominaisuudet

Reaaliluvuilla on seuraavat ominaisuudet; monet néistd ominaisuuksista seuraavat
reaalilukujen konstruktiosta, minké tekeminen ei ole analyysin kannalta erityisen
kiinnostavaa.

2.2.1. Algebralliset ominaisuudet (kunta)

Reaalilukujen joukossa R on mééritelty yhteenlasku (4) ja kertolasku (-) seuraa-
vin ominaisuuksin (kertomerkki jétetddn yleensi kirjoittamatta: a - b = ab).

Kaikille reaaliluvuille a, b, c € R on voimassa:
(K1) a+b=>b+ ajaab = ba. (kommutatiivisuus)
(K2) (a+b)+c=a+ (b+c) ja (ab)c = a(bc) (assosiatiivisuus)
(K3) a(b+ ¢) = ab+ ac (distributiivisuus)

(K4) On olemassa erityiset reaaliluvut 0 ja 1, joille a + 0 = a ja a - 1 = a kaikilla
a € R.



(K5) Jokaisella a € R on olemassa vastaluku —a, jolle a + (—a) = 0 ja jokaisella
be R, b+#0 on olemassa kddnteisluku ¢, jolle b(3) = 1.

2.1. Huomautus (kunta). Yleisemmin matematiikassa kunta tarkoittaa (epétyh-
jaa) joukkoa K, johon on méadritelty laskutoimitukset: yhteenlasku + ja kertolasku
%, jotka toteuttavat em. ominaisuudet: Kaikille a, b, c € K on voimassa:

(K1) a+b=b+a€ K jaaxb=>bxac K. (kommutatiivisuus)

(K2) (a+Db)+c=a+(b+c)ja(axb)*c=ax(bxc) (assosiatiivisuus)

(K3) ax (b+c¢) =axb+axc (distributiivisuus)

(K4) On olemassa erityiset luvut, nolla-alkio 0 ja ykkésalkio 1, joille a + 0 = a ja
ax1 = a kaikilla a € K.

(K5) Jokaisella a € K on olemassa vastaluku —a € K, jolle a+(—a) = 0 ja jokaisella
be K, b+# 0 on olemassa kddnteisalkio b=, jolle bxb~! = 1.

Esimerkiksi reaaliluvut R ja rationaaliluvut Q ovat kuntia tavallisine yhteen- ja
kertolaskuineen (rationaalilukujen tapauksessa rittdd vain todeta, ettd laskutoimi-
tusten tulos pysyy rationaalilukujen joukossa). Sen sijaan kokonaislukujen joukko Z
ei ole kunta, koska kaédnteisalkio yleensé karkaa ulos joukosta.

Kompleksiluvut C varustettuna tavallisella kompleksilukujen yhteen- ja kertolas-
kulla (jos z = a+ib ja w = ¢+ id, missd a,b,c,d € R, niin z4+w =1+ c+i(b+d)
ja zw = ac — bd 4 i(bc + ad)) muodostaa kunnan, jonka nolla-alkio on 0 = 0 ja
ykkos-alkio on 1 = 1. (HT, totea tdmaé ja etsi kddnteisalkio)

2.2. Huomautus (Manipulointi).
Viahennyslasku on vasta-alkion yhteenlaskua:

a—b:=a+ (=b).

Samoin jakolasku on kéa#nteisalkiolla kertomista:
a 1

Potensseille kiytdmme tavanomaisia merkintoja:

al=a, a®=aa, o =ad®, jarckursiivisesti a*™! = aa” kaikilla k € N..



Edelleen, kun £ € N merkitadn

1
—k k - . —k
= (— —_— T .

Huomaa, etté, edellisten kanssa yhteensopivasti, méaritellaén:
a’ =1kaikilaae R, a#0,

mutta symbolia 0° ei méiritelld lainkaan.

Mm. seuraavat tutut manipulointisdénnot on helppo verifioida em. ominaisuuksien
(K1)-(K5) avulla (ndmé kannattaa laskea itse):

(a+0b)*> = a* + 2ab + b?,
(a+b)(a—0b) =a®—b*,
(3a + 2b)(4c + 2d) = 12ac + 6ad + 8bc + 4bd
—a=(—1)a, a(=b)=(—a)b= —(ab) ja
ad + bc

- . kun bd £0.

+c
d bd

a
b

Kokonaislukupotenssiin korottamisen kdénteisoperaatio, juurenotto, on myos van-
ha tuttu: ei-negatiivisen reaaliluvun x k. juuri on sellainen ei-negatiivinen reaaliluku
y, jolle y* = x; titd merkitéisin

y:%:x%.

Kokonaislukupotensseja ja -juuria yhdistelemélld saadaan ei-negatiivisen reaaliluvun
x rationaalipotenssit: kun m,n € Z, m,n # 0, niin



2.2.2. Jarjestys

Reaalilukujen joukossa on jarjestysrelaatio <, joka on yhteensopiva yhteen- ja
kertolaskun kanssa ("R on jirjestetty kunta”). Perusominaisuudet voidaan tiivistaa
seuraaviin neljaén aksioomaan:

(J1) (tdydellisyys) Kaikille reaaliluvuille a ja b on voimassa tésmélleen yksi seuraa-
vista vaihtoehdoista:

a<b, a=btaib<a.

(J2) (transitiivisuus) Jos a < b ja b < ¢, niin a < c.
(J3) Jos a < b niin a + ¢ < b+ ¢ kaikilla ¢ € R.

(J4) Jos a < b ja niin ac < be kaikilla ¢ € R, ¢ > 0.

Huomaa, ettd a > b tarkoittaa samaa kuin b < a. TAmé lause luetaan: a (aidosti)
suurempi kuin b tarkoittaa samaa kuin b (aidosti) pienempi kuin a .

Usein kaytetddn aitojen epdyhtdiloiden a < b ja b > a, lisdksi epdyhtdaloitd a < b
eli b > a luetaan a pienempi tai yhtisuuri kuin b ja b suurempi tai yhtisuuri kuin
a). Nam# madritelladn seuraavasti:

a < b tarkoittaa: joko a < b tai a = b;
a > b tarkoittaa: jokoa > btaia=25.

Erityisesti, siis aina pétee:
josa <b, niina<b,

ja
a = b tasmalleen silloin, kun sekd a < b ettd a > b.

Talla jarjestyksella < on ominaisuudet:

i) a < a kaikilla a € R. (refleksiivisyys)
ii) Jos a < bjab < a,niin a = b. (antisymmetrisyys)

iii) Jos a < bja b < ¢, niin a < c. (transitiivisuus)



Huomaa: a # b tarkoittaa:
jokoa <btaia>b.

Yleensa kiytetadn ilmaisuja:

x>0: x on positiivinen,
x < 0: x on negatiivinen,
x> 0: =z on ei-negatiivinen ja

x<0: xon ei-posititvinen.

Jéarjestysrelaation ominaisuuuksista saamme helposti:

2.3. Lemma.
i) Josa>bjac>d, niina+c>b+d.
ii) a > b, jos ja vain jos a — b > 0.
iii) Jos a > b ja ¢ < 0, niin ac < be
iv) Kuna,b> 0, niina<b < a® <b’
TobisTus: i) Kéyttamalla kohtaa (J3) kahdesti (ensin lisitéén c ja sitten b) saadaan

at+c>b+c>b+d.

v
ii) HT.
i1i) Koska ¢ < 0, niin kohdan ii) nojalla —c > 0, joten ominaisuus (J4) antaa:
—ac = a(—c) > b(—c) = —bc.
Ja siis ac < be kohdan ii) nojalla. o
i) Kun 0 < a < b, saadaan kayttamalld ominaisuutta (J4) kahdesti
a’> =aa < ab < bb = b,
joten a? < b?.
Kéinteinen implikaatio: Olkoon a? < b%. Viite: a < b. Nyt
boa— Zig(b—a) _ bia(bZ—cﬁ) >0,
koska b+ a > 0 ja b* — a® > 0, joten b > a. ]



2.4. Lause. Jos a < b+ c kaikilla ¢ > 0, niin a < b.

TobisTus: Antiteesi: a > b. Olkoon ¢ = a — b > 0, jolloin oletuksen nojalla
a<bt+c=b+(a—0b)=a,

miké on ristiriitaista (nimittéin, ettd olisi @ < a). Viite on siten tosi. ]

Vil merkitédn usein kirjaimella I. Vili I on aina epétyhja , I # 0, ja I C R.
Vili on jokin seuraavista:

a,b):={xreR:a<z<b} (
la,0: ={z € R:a<x<b} (puoliavoin vili),
la,b):={xeR:a<z<b} (
la,b; ={r eR:a <z <b} (

suljettu vali),

puoliavoin vli),

avoin véli)

o |—o0b):={rcR:2<b}, |—o0,bi={rcR:z<b},

la,c: ={z€eR:z>a}, [a,00={reR:z>a} tai

| — 00,00 =R.

2.2.3. Etiaisyys

Analyysissi on tédrkedd mitata/arvioida pisteiden vilisid etaisyyksid. Reaaliluku-
jen joukossa tété tarkoitusta varten kédytetdin itseisarvoa: Luvun x € R itseisarvo

maéadritellaan
x, josx >0
x| =

—x, josx<O.

Itseisarvolla on ominaisuudet (todistus HT):

2.5. Lemma. Talloin

i) |z| > 0 kaikilla x € R
i) [z =0 & x=0
iii) |xy| = |z||y| kaikilla xz,y € R; erityisesti |x| = | — z|.

iv) —|z| < x < |z| kaikilla x € R.



Lukujen a ja b vdlinen etdisyys on |a — b|, kun a,b € R. Erityisesti siis luvun z
itseisarvo on sen etéisyys origosta eli luvusta 0. Edisyydelld on seuraavat ominai-
suudet:

2.6. Lause. Kaikilla xz,y € R pétee:

i) |[x—y| >0.
ii) |z —y| = 0 jos ja vain jos x = y.

iii) (Kolmioepéyhtals, A-ey)

|z +y| < |z|+ y|.

iv) (Kéénteinen kolmioepayht&lo)
el =1yl | < 1w+l

TobisTus: Kohdat i) ja ii) ovat selvid. Kédénteinen kolmioepayhtilo (kohta iv) seu-
raisi helposti kolmioepayhtélosta iii), joka taas tulee helpohkosti suoraan itseisarvon
mééritelmasta.. Todistetaan kuitenkin kolmioepayht#lot iii) ja iv) nopeasti kiytta-
maélld Lemmaa 2.3: Koska Lemman 2.5 nojalla pétee

@+ yl* = (@ +y)* = 2” + 22y + 7 < |2” + 202l [y| + ly* = (=] + [y])?,

véite iii) seuraa Lemman 2.3 kohdasta iv). Samoin saadaan kddnteinen kolmioepéyh-
talo iv), koska

2
‘ 2| — |y ‘ = [z)? = 22| |y| + |y|* < 2® + 2xy +v* = (v + y)? = |z +y|~



2.2.4. Taydellisyys

Reaalilukujoukon lisdksi my6s rationaalilukujen joukko Q toteuttaa tdh&nastiset
aksiomat (kunta - ja jarjestys). Rationaalilukujen avulla ei voida kuitenkaan tarkas-
ti lausua esimerkiksi yksikkonelion halkaisijan pituutta (joka on v/2), vaikka ratio-
naaliluvut tarjoavat darimméisen hyvén approksimantin em. halkaisijan pituudelle.
Reaalilukujen taydellisyys takaa sen, ettei tédllaiseen pulaan jouduta reaalilukujou-
kossa.

2.7. Misaritelmé. Olkoon () # A C R. Sanotaan, ettd joukko A on ylhddltd
rajoitettu, jos on olemassa luku M € R siten, etté

(2.8) a <M kaikilla a € A.

Télloin luku M on joukon A (erds) yldiraja.
Edelleen A on alhaalta rajoitettu, jos on olemassa luku m € R siten, ettd

(2.9) a>m kaikilla a € A.

Télloin luku m on A:m (erés) alaraja.
Joukko A on rajoitettu, jos se on sekéd ylha#lta ettd alhaalta rajoitettu.

Esimerkki.

1
A::{mGR:x:1+— jollainnGN}.
n

Talloin 3000000000 on erés ylaraja.Yldrajoista pienin on 2, joka on myos joukon A
suurin alkio max A. Alarajoista suurin on 1, joka ei kuulu joukkoon A.

2.10. Huomautus.

i) Jos M on A:m ylidraja, niin jokainen M’ € R, jolle M’ > M, on my6s A:n
ylaraja. Edelleen A C| — oo, M].
Samoin, jos m on A:n alaraja, niin jokainen m < m on myos A:n alaraja.

ii) A on rajoitettu
< AC|a,b] joillakin a,b € R
< AC[—-M,M] jollakin M > 0
< on olemassa M > 0 siten, ettd |a| < M kaikilla a € A.



Esimerkki. Joukko
A =]1,00]

on alhaalta rajoitettu. Esimerkiksi a > 0 kaikilla a € A johtaa siihen, ettd 0 on erés
alaraja. A ei kuitenkaan ole ylhaalta rajoitettu, silla jos M € R, niin [M|+ 1> M
ja |[M|+1 € A, jolloin M ei mitenkéén voi olla A:n ylédraja.

Esimerkki. Olkoon
B={2-n*neN}={2,1,-2,-7...}.

Té&lloin B:n suurin alkio on max B = 2, joten 2 on B:n pienin yldraja. B ei ole
alhaalta rajoitettu.

2.11. Huomautus. Jos on olemassa max A := A:n suurin alkio, niin max A on
A:n pienin ylaraja. Vastaavasti jos on olemassa min A, A:n pienin alkio, on se A:n
suurin alaraja.

Varoitus! Yleensé ei edes rajoitetulla joukolla ole suurinta tai pieninta alkiota (esim.
A =| — 1,1]). Kuitenkin rajoitetulla joukolla on aina paras mahdollinen yli- tai
alaraja.

2.12. Aksiooma (Téaydellisyysaksiooma).

Olkoon O # A C R ylhddlti rajoitettu. Tdlloin on olemassa luku G € R, joka on
pienin A:n ylirajoista ( ts. G on joukon A yliraja ja kaikille joukon A yldrajoille
M pitee: G < M).

2.13. Maéritelma. Olkoon ) # A C R. Jos A on ylhééltd rajoitettu, niin A:mn
pienin ylaraja on joukon A supremum, merkitdan sup A, toisin sanoen G = sup A,
jos ja vain, jos

i) a < G kaikilla a € A (eli G on A:mn yldraja) ja

ii) G < M, oli M € R mikd hyvinsid joukon A yldraja, ts. jos a < M kaikilla
a € A, niin G < M (G on ylirajoista pienin).

Vastaavasti méaritelldan: joukon A infimum, inf A on A:n suurin alaraja, toisin
sanoen g = inf A, jos ja vain jos

i) a > g kaikilla a € A (eli g on joukon A alaraja) ja

10



ii) g > m, oli m € R miké hyvénsi joukon A alaraja, ts. jos a > m kaikilla a € A,
niin g > m (g on alarajoista suurin).

Téaydellisyysaksiooman nojalla jokaisella ylhaéltiarajoitetulla joukolla on (yksiké-
sitteisesti méadratty, reaalinen) supremum. Havaitsemalla, etté jos

—A={-a:a€ A},
niin A on alhaalta rajoitettu tdsmalleen silloin, kun —A on ylh#&ltéd rajoitettu ja
inf A = —sup(—A)

on téalloin taydellisyysaksiooman nojalla olemassa.

2.14. Huomautus. Merkitaan

sup A =400 <& A eiole ylhddlta rajoitettu
inf A:=—-00 <« A eiole alhaalta rajoitettu.

Huomaa, ettéd edelld méadriteltiin supremum ja infimum vain epétyhjille joukoille.

2.15. Huomautus.

i) supA€ A <& on olemassa joukon A suurin alkio (max A).
Talloin sup A = max A.
Vastaavasti inf A € A < on olemassa joukon A pienin alkio (min A),
jolloin inf A = min A.

ii) Usein: sup A,inf A ¢ A (esim. A =] — 1, 1]).

iii) A:n supremum on yksikéasitteisesti maaritty: jos S ja S’ ovat supremumeja,
niin koska S’ on yldraja ja S ylarajoista pienin, on S < S’. Samoin S’ < S,
joten S = 95"

Myo6s infimum on yksikésitteinen.

iv) inf A < sup A ja jos A C B, niin

inf B<inf A <supA <supB (HT).

11



Esimerkki.

1 1.2 4
A={2—--:neN}= 1,1—,1—,15,1—,13... :
n 273747576

Mitka ovat A:n supremum ja infimum? 1 < 2 — % < 2 kaikilla n € N, joten 1 on
A:n erés alaraja ja 2 erds ylaraja.
Jos m on A:n alaraja, niin

1
m<2-o=2-1=1,

joten 1 = inf A = min A.
Néaytetdan, ettd sup A = 2: Muistetaan, ettd 2 on joukon A ylaraja. Jos M on A:n
ylaraja, on osoitettava, ettd M > 2. Jos M < 2, niin valitaan n € N,

2— M’

jolloin 2 — M > +. Siten
1
2~ >2-(2-M)=M,
n

eli M ei olisikaan A:mn yldraja. Siispd M > 2 ja 2 = sup A (joukon A suurinta alkiota
ei ole olemassa).

Esimerkki. Olkoon
B = {Zakmk ca, €4{0,1,2,3}, n e N} .
k=1

Selvasti b > 0 kaikilla b € B ja koska 0 € B, on
inf B=0.

Edelleen, koska (kuten induktiolla helposti ndemme)

- 1—10 1
> 10k = —y <y lkikilaneN,
k=1

12



on

b < % kaikilla b € B,

1

5 erés joukon B yliraja. Edelld olevan nojalla luku

on

1—10""
—O € B kaikilla n € N,

joten % joukon B ylédrajoista pienin, eli

1
supB:§.

2.16. Lause. Olkoon M epétyhjin joukon A C R jokin ylaraja. Talloin M = sup A,
jos ja vain, jos jokaisella € > 0 on a € A siten, ettd a > M — ¢.

TobisTus: "=" Antiteesi: on olemassa ¢ > 0 siten, ettd a < M — ¢ kaikilla a € A.
Silloin M — € on joukon A yliraja, jolle M —e < M = sup A. Tamé on kuitenkin
ristiriidassa supremumin (pienin yliraja) méairitelmén kanssa. v

"«<" Olkoon kaikilla £ > 0 olemassa a € A, jolle M — ¢ < a. Viite: M = sup A.
Olkoon ) joukon A ylidraja. On siis olemassa a € A siten, etté

M_ggagya

toisin sanoen
Y+e>M kaikilla e > 0.

Lauseen 2.4 nojalla Y > M, joten M = sup A. ]

2.17. Seuraus. Olkoon M epétyhjin joukon A C R jokin yldraja. Télloin M =
sup A, jos ja vain, jos on olemassa sellainen jono a, € A, jolle

lim a, = M.
n—oo
ToDISTUS: Seuraa lauseesta 2.16 ja raja-arvon méadritelmasta. |

13



Muista:

2.18. Miéritelmé (Jonon raja-arvo).
Olkoon x1, s, ... jono reaalilukuja. Sanotaan, etta jono (x,) suppenee (konvergoi)
kohti reaalilukua a, jos jokaisella € > 0 on olemassa luku N = N (g, jono) € N siten,
etta

|z, —a| <e kaikilla n > N.

T4lloin sanotaan, ettd a on jonon (x,) raja-arvo ja merkitdan

lim z, =a taix, — a kun n — oo.
n—ro0

2.19. Huomautus. Jos jono (x,) ei suppene kohti mitdén reaalilukua a, sanotaan,
ettd jono (z,) hajaantuu (divergoi) tai jono on hajaantuva. (Vast. jos jono ()
suppenee kohti jotain a € R, on jono (z,) suppeneva.)

Kuitenkin erikoistapauksessa kun jonon alkiot kasvavat tai vidhenevét rajatta,
niin sanotaan ettd jonon raja-arvo on oo tai —oo, vaikka jono hajaantuukin yo.
maédritelmén nojalla. Siis:

Jonon (z,,) raja-arvo on oo, jos kaikilla M € R on N siten, ettd
T, > M kaikillan > N.

Talloin merkitaan

lim x, = oc.
n—oo

Vastaavasti, jonon (z,,) raja-arvo on —oo, jos kaikilla m € R on N siten, ettd
z, < m kaikilla n > N.

Té&lloin merkitdén
lim z, = —o0.
n—o0
Téaydellisyysaksiooman seurauksena todistamme, ettd kokonaislukujen joukko N
ei ole ylhaalta rajoitettu:

2.20. Lause (Arkhimedeen ominaisuus). Olkoon z € R. Télléin on olemassa
sellainen n € N, jolle
lz] <n.
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TobpISTUS: Antiteesi: |z| > n kaikilla n € N. Télloin |z| on joukon N yldraja,
jolloin téydellisyysaksiooman nojalla olisi sup N € R. Edelleen Lauseen 2.16 nojalla
on sellainen n € N jolle

supN — 1 < n,
joten
n+ 1> supN.
T&amé on ristiriita, koska n + 1 € N. O

2.21. Huomautus.

Arkhimedeen ominaisuuden seurauksena ndemme: kaikille x € R on yksikésittei-
nen kokonaisluku k € Z, jolle!

k<x<k+1.

Tédmén seurauksena saamme edelleen, ettd jokaiselle z € R, jolle 0 < |z| < 1, on
sellainen kokonaisluku n € N, jolle

1
2.22 < < —.
(222) ol < -

n—+1

Téamén néet, kun valitset sen luvun n € N, jolle

1
n<-—<n+1.
||

Epéyhtaloistd (2.22) seuraa, ettd kahden reaaliluvun vilissé on aina rationaaliluku,
ts. rationaaliluvut ovat tihedssd reaaliakselilla: Olkoot z,y € R, x < y. Téll6in on
olemassa ¢ € Q, jolle x < ¢ < y. Etsitédén eris téllainen ¢: Olkoon k se kokonaisluku,
jolle

k<zx<k+1.

Nyt valitaan (2.22):n takaama kokonaisluku n siten, etté

1
—<y—x
n

Woidaan olettaa, ettéd x & Z.
Olkoon sitten n pienin luonnollinen luku, joka on (aidosti) suurempi kuin |z|. Talloin k =n — 1,
josxz >0jak=—n,josx<0.
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ja edelleen sellainen kokonaisluku ¢ € N, jolle
(<(x—kn<l+1.

Talloin erds etsimistamme rationaaliluvuista on

silla

Muistutetaan mieliin funktion jatkuvuuden ja raja-arvon méaéaritelmaét:

2.23. Mairitelmi (jatkuvuus). Olkoon I C R vili, xy € I ja f : I — R. Funktio
f on jatkuva pisteessé xg, jos kaikilla € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, ettd

[f(z) = f(zo)] <,
kun z € I ja |x — x| < 0.
2.24. Maédritelmé (Funktion raja-arvo). Sanotaan, ettd luku a € R on funktion
f raja-arvo pisteessé xy, merkitddan

lim f(z)=a,

Tr—xQ

jos jokaisella e > 0 on olemassa 6 > 0 siten, etta

|f(z) — a|] < e aina, kun 0 < |z — 2| < §.

2.25. Huomautus.

i) Funktion raja-arvon mééritelméssé fn ei tarvitse olla mééritelty lainkaan pis-
teessd 9. Muutoinkin ehto |f(z) — a| < e tarkistetaan vain niilld z, joilla f
on madritelty. Siiné siis riittdd, ettd funktio f on méaritelty lahelld pistetta xq,
mutta ei valttaméatta pisteessa xg.
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ii) Funktion raja-arvon ja jatkuvuuden méaritelmét muistuttavat toisiaan, ero on
vain siiné, ettd jatkuvuuden tapauksessa (mahdollinen) raja-arvo on sama kuin
funktion arvo pisteessé xg. T's, jos méaaritelladn

g(m):{f(x)’ jos x # x

a, Jjosx=uxg,

niin
lim f(z) =a,

T—TQ

jos ja vain, jos g on jatkuva pisteessa xg.
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3. Olemassaolo

Téssé luvussa todistamme erilaisia olemassaolotuloksia, jotka on lauseina esitetty
jo aiemmin (Bolzanon lause, Bolzano-Weierstrass, maksimin olemassaolo, Viliarvo-
lause (seuraa Rollesta, joka edelleen maksimin olemassaolosta ) jne.) Namé todis-
tukset perustuvat pohjimmiltaan reaalilukujen kontinuumiominaisuuteen (téydelli-
syyteen) ja sen periytymiseen jatkuvan kuvauksen graafille.

Aloitamme helpoimmasta ja todistamme ensin Bolzanon lauseen: jatkuva funktio
ei jata saamatta yhtdan arvoa.

3.1. Bolzanon lause

3.1. Lause. (Bolzano) (Intermediate value theorem eli vilisséoleva arvo -lause)
Olkoon f jatkuva suljetulla valilld [a, ] ja

fla) <e< f(b).

T&lloin on olemassa xy € |a, b] siten, ettd

f(zo) = c.

3.2. Huomautus. Bolzanon lauseen kertoo, ettd vélin jatkuva kuva muistuttaa
vélid sikéli, ettd kuvajoukossa on kaikki kahden pisteen vilisetkin pisteet. Bolzanon
lause on tyypillinen olemassaolotulos (eksistenssitulos); se ei anna minkéénlaista
keinoa mainitun pisteen x( 16ytédmiseksi.

Lauseen antama piste xq ei yleensd ole yksikésitteinen, vaan f voi saada arvon
¢ monessa eri pisteessd. Oleellista on se, ettd ¢ on f(a)mn ja f(b):n vilissd (siis

fla) e < f(b) tai f(a) = c = f(b)).

3.3. Seuraus. Jos vililli [a,b] on jatkuva funktio f : [a,b] — R, joka saa eri-
merkkiset arvot valin pédtepisteissd (toisin sanoen f(a) f(b) < 0), niin on olemassa
xg € [a,b] siten, ettd f(xy) = 0.

Lauseet 3.1 ja 3.3 ovat yhtéapitavia:
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- Lause 3.3 seuraa Lauseesta 3.1 soveltamalla jélkimmaé&isend mainittua funk-
tioon £ f ja valitsemalla ¢ = 0. Lause 3.1 voidaan johtaa Lauseesta 3.3 tutki-
malla funktiota g(x) = f(z) — ¢

TobisTus: Olkoon

Ty 1= sup it € [a,b] : f(t) < c}/

~~

=A

Talloin A # 0, koska a € A silld f(a) < ¢. Edelleen, A on ylhdiltd rajoitettu,
ylarajana b silla A C [a,b]. Nyt tdydellisyysaksiooman 2.12 mukaan on olemassa
xo = sup A € [a, b]. Osoitetaan, ettd f(zg) = c.

Ensin havaitaan, ettd f(xg) > ¢, koska jos olisi f(x¢) < ¢, niin funktion f jatku-
vuuden nojalla

c— f(xo)

flao) - fla) < 5

kunhan z on tarpeeksi ldhelld xq:aa. Silloin

() < fla) + ) e T)

jollain & > x(, mikéd on vastoin joukon A ja pisteen zy méirittelya.

Edelleen: mikali f(xg) > ¢, niin (samoin kuin edelld) xy # a ja f:n jatkuvuuden
nojalla on olemassa § > 0 siten, etti

flzo) — flz) < % kaikille = €]z — 4, x|,
joten
f(x) > f(xo) — f($02) —c_ f($o2) te kaikille z €]z — 0, xo].
Talloin zy — g on joukon A yldraja. Koska

x0—§<:c0:supA,

tdma on ristiriidassa supremumin mééritelmén kanssa. Siten vélttamatta f(xy) = c.
m

19



Esimerkki. (Bolzanon lause)
f(z) = 62" —22° + 22° + 2 — 6.
Koska
F(0) = —6<0<1=f(1).

on valilla ]0, 1] véhintaan yksi z siten, ettd f(z¢) = 0. Etsitdén nollakohta tarkkuu-
della 0, 1.

1
= —— <0, joten nollakohta 16ytyy valilta [5, 1}

=———<0, joten nollakohta 16ytyy valilta E, 1]

f <3> = _ 786 < 0, joten nollakohta loytyy véalilta E, 1]

15
= ———— <0, joten nollakohta loytyy valilta [E7 1] .

Koska 1—% = % < 0, 1, on haluttu tarkkuus saavutettu. Tarkemmin xy ~ 0, 953624.

3.4. Huomautus.

i) Bolzanon lausetta ei voida "kddntad”: epédjatkuvalla funktiollakin voi olla omi-
naisuus, ettd se saa jokaisella valilla kaikki pdatepisteiden arvojen véliset arvot,

esimerkiksi
sini, josxz #0
flx) = v
0, josz#0,

on tallainen.

ii) Derivaattafunktio toteuttaa myos aina Bolzanon lauseen johtopaatoksen: Ol-
koon f derivoituva ja a < b. Jos f'(a) <~ < f'(b), niin on olemassa xy €|a, b,
jolle f'(x¢) = 7. Tama ns. Darboux’n lause todistetaan seuraavasti: Tarkastel-
laan funktiota

g(x) = f(z) —yz.
Koska ¢'(a) = f'(a) —v < 0 ja ¢'(b) = f'(b) — v > 0, saavuttaa g vililla [a, b]
pienimmén arvonsa jossakin pisteessé o €la, b[. Talloin 0 = ¢'(xg) = f'(xo) — 7y
eli f'(zo) =1.
Huomaa, etté derivaattafunktio voi olla epédjatkuva, vaikka silld ei edelld olevan
nojalla voi olla hyppéaysepéjatkuvuuskohtia.
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3.2. Monotonisen jonon raja-arvo

Funktiota  : N — A sanotaan (ddrettomdksi) jonoksi joukossa A; téssé A voi olla
mv. joukko, vaikkakin se jatkossa on yleenséd R, joskus yleisemmin R", n =2,3,....

Kéaytédnnossi jonot kirjoitamme aina muodossa x,, := x(n) ja jonon termit luetel-
laan alaindeksien kasvujarjestyksessé

L1,3L9y ey Tpyyen.

Aina ei ole mukava maéritelld jonoa kaikilla indekseilld n € N, joten kidytdmme jono-
nimitystd myods N:n dédrettomilld osajoukoilla mééritetyille funktioille. (Huomaa,
ettd jos B on N:n ddreton osajoukko eli siind on darettéméan monta alkiota, niin on
olmassa bijektio b : B — N.)

Usein kirjoitamme jonon my6s muodossa (x,,).

3.5. Miaritelméa. (Monotoninen jono) Jono (x,) on monotoninen, jos se on joko

- kasvava (nouseva), ts. x,, < x,41 kaikilla n, tai

- vihenevd (laskeva), ts. x, > x,41 kaikilla n.

Muista: Jono x,, on ylhddltd rajoitettu, jos on M € R s.e. x,, < M kaikilla n.
Jono x,, on alhaalta rajoitettu, jos on m € R s.e. x,, > m kaikilla n.
Jono z,, on rajoitettu, jos on M € R s.e. |x,| < M kaikilla n.

Ts. jono on (ylhdiltd/alhaalta) rajoitettu, jos ja vain, jos sen jasenten muodos-
tama joukko {x, : n € N} on ylhdaltd/alhaalta) rajoitettu.

3.6. Mairitelma. (Suppeneminen, raja-arvo)
Olkoon x1, s, ... jono reaalilukuja. Sanotaan, ettéd jono (z,) suppenee (konvergoi)
kohti reaalilukua a, jos jokaisella € > 0 on olemassa luku N = N (e, jono) € N siten,
etta

|z, —a| <& kaikilla n > N.

Télloin sanotaan, ettd a on jonon (x,) raja-arvo ja merkitdan

lim z, =a taiz, — a kun n — oo.
n—oo

Jos jono (x,) ei suppene kohti mitédén reaalilukua a, sanotaan, ettd jono (z,)
hajaantuu (divergoi) tai jono on hajaantuva. (Vast. jos jono (x,) suppenee kohti
jotain a € R, on jono (x,) suppeneva.)
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3.7. Lause. Ylhadlta rajoitettu, kasvava jono on suppeneva, ts. jos x, on ylhdalta
rajoitettu, nouseva jono, niin on olemassa a € R s.e.

lim z, = a.
n—oo

Tobistus: Olkoon a = sup{zy,zs,...,x, ...} (tdydellisyysaksioomal). Osoitetaan,
ettd a on etsitty raja-arvo: Olkoon € > 0. Supremumin karakterisoinnin (Lause 2.16)
nojalla on ny € N siten, ettd

Tpy > a—E€.

Koska jono x,, on kasvava, on kaikilla n > ng
|z, —a|l=a—a2,<a—x,, <a—(a—¢)=¢

ja siten

lim z, = a.
n—oo

3.8. Seuraus. Rajoitettu monotoninen jono on suppeneva.

Esimerkki. Raja-arvo
1
lim (14 =)"

n—oo n

on olemassa: Olkoon z,, = (1 + %)" Té&lloin jono x,, on nouseva, koska

n+1
1 (1455
n 1+ﬁ

n(n+141) >n+1
(n+1)(n+1)

(m+1)(n+1)+n—(n+ 1))"Jrl
(n+1)?

n+1
L
(n+1V)

%)(1 ~(n+1)

1 1
=0 0
1

+
Z
—+ =
—
~—
3 3
+
=
|
—~

Tn+41 o (1

T

—
—_

_|_
SI— 3|~ 3= +

3=

o~~~

|
—
+

~—

|
—~

—_
~—

—
+

~—

Bernoulli

1

(17

)

n+1ln+1-1
n n+1
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Osoitetaan liséksi, ettd jono x, on ylhédaltd rajoitettu. Téata varten tarvitsemme
tietoa, ettd myoOs jono
1
—(1— =)
Yo =(1--)
on kasvava (tdmé ndhdain samanlaisella laskulla kuin jonon x,, kasvavuus, HT). Nyt

kaikilla n > 2

o=+ = (- has )

1—% n n
1 1 " 1 "
“(1210-w) =<(21)
1 1
=< =
yn y2
:4,
silla )
1—-—<1

5 S
n
ja jono ¥, oli kasvava. Siis jono x,, on monotonisena rajoitettuna jonona suppeneva
ja siis Neperin luku
1
e= lim (14 —)"

n—oo n

on olemassa.
Huom. Voidaan myos kohtuullisen helposti osoittaa (esimerkiksi binomikaavan
avulla, HT), ettéd

n

Esimerkki. Kdaytdmme monotonisen jonon suppenemista ja osoitamme, etté

lim 27" = 0.
n—r00

Ellei néin ole, on olemassa € > 0, jolle

27" > ¢  kaikilla n € N.

Silloin

2" < kaikilla n € N,

o | =
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joten Lauseen 3.7 jono 2" suppenee kohti jotain reaalilukua a. Téalloin suurilla n # m

1 1
2|2 2" S —al+la- 2" <S4S =1,

mika on mahdotonta.

3.3. Sisidkkéiisten vilien periaate

Siséikkaisten vélien periaate antaa geometrisen tavan ilmaista reaalilukujoukon
reidttomyys. Sitéd voisi kutsua myos jatkuvuusaksioomaksi. Siiné riittéisi tarkastella
vileja, joiden padtepisteet ovat rationaalisia ja todistaa sen avulla sama kaikenlaisille
véleille (HT).

3.9. Lause. Jos Iy D I, D I3 D ... on jono sisakkaisid suljettuja valeja I, C R,
niin -

NI #0.

k=1

Toisin sanoen, on olemassa xo € R siten, ettd xy € I, kaikilla k € N.

TobIisTus: Merkitaan
I = [ak, bi),

jolloin
ar <ag <o <Sap Sappy <o Kby Kb <o <by < by

Té&llsin jono (ay) on kasvava ja ylhadlta rajoitettu, joten silld on olemassa raja-arvo
(Lause 3.7). Ts. on olemassa zg € R, jolle

lim ar = 2o -
k—o0

Nyt xg > ay kaikilla k. Jos 7 € N on kiinteé, niin
ar < b; kaikilla &k € N,

joten

xo = lim a, < 0.
k—o00

Siten a; < zg < b; eli g € [a;,b;] = I; kaikilla j € N. Toisin sanoen,
X € m Ij
j=1

ja vaite on todistettu. |
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3.10. Seuraus. Jos [a1,bi] D [ag, bs] D [as,bs] D ... on jono sisédkkéisia suljettuja
vélejé, jolle
lim (b, —a,) =0,

n—oo
niin on olemassa xy € R, jolle
[o.¢]
M [an, bn] = {0} -
n=1
TobisTus: Lauseen 3.9 nojalla on olemassa xo € R, jolle
o0
xo € ) [an, bl -
n=1
Riittad siis todistaa, ettei leikkauksessa ole muita pisteitéd. Jos myos
oo
Yo € m [ana bn] )
n=1
niin
lyo — x| < b, —a, kaikillan € N,

koska sekd yo ettd zo kuuluvat jokaiseen véliin [a,,, b,]. Siten
‘yo—l’o’ < lim b, — a, =0,
n—oo

joten xy = vo. O

3.4. Desimaalikehitelméa

Seuraavassa ndytetdédn, kuinka luvun desimaalikehitelmé voidaan esittédd geomet-
risesti havainnollisella tavalla sisidkkéisten vilien periaatteen avulla. (Geometrisen
sarjan kaytto tarjoaisi toisen helpon ldhestymistavan.)

Jaetaan lukusuora R kokonaisluvuilla ykkosen pituisiksi osiksi. Siis on (ainakin
yksi) ko € Z siten, etté
ko <ax<ky+1

(toisin sanoen z € Iy = [ko, ko + 1]). Jaetaan sitten vili Iy kymmeneen yhté suureen

osaan, jakopisteina siis

1 2 9
—ko+ —, . ko4 —, ko + 1.

ko. k
0, Ko + 75 10 10
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Koska 2 kuuluu jollekin néistd osavéleisté, on luku k; € {0,1,2,3,...,9} siten, ettd

1 1 1 1
—<zr< — + — = —.
k’o"‘kllO_l‘_ko—f—kllo‘l’lO k0+(k1+1)10

Néin 16ydetéédn (suljettu) véli

1 1
I, = k0+k11—0,k0+ (k1 + 1)E ,

joka siséltad pisteen x ja I; C Iy. Jaetaan tdmé uusi vali I; kymmeneen yhté suureen

osaan (koska viilin ; pituus on == ovat osien pituudet ﬁ): jakopisteind ovat nyt

10

1 1 1 1 2 1 9 1
ko+ki—,ko+ki—+-— kot bki—+—,... ko + ki—+ —,k ki+1)—.

0 Rigge kot Rigg + g0 ko T Rigg g ko Ry g o b (it g
Koska x kuuluu vélille [;, se kuuluu myo6s ainakin yhteen néista osavileisté, toisin
sanoen on olemassa luku ks € {0,1,2,...,9}.

1 1 1 1 1 1 1
o+ ki — + ky—— < 2 < ko4 ki— 4 ko—— 4+ —— = ko + k1 — + (ko + 1)—
0+ Ripg theqgg S TS Fot gy Reggg T gg T Mot 110+( 2+ )100’

joten merkitsemallé téata suljettua vélia

1 1 1 1
Iy = ko +ki— + ky——. ko + k1 — 4+ (kg + 1)—
2 0+ Riqg F R Fo 110+(2+ )100 ’
patee
xel,Cl Cl.

1 10 x suurennos 2

! ! )é

kotl ks 15 kot (kD) 5

Jatketaan néin loputtomiin: n. vaiheessa 16ydetdén suljettu véli I, C I,,_1, jonka
pituus on 107" ja

1 1 1 1 1 1
I, = kot hy— + kgt b by hip+ ey + kg oot (ko + 1)
0+ Riqg T R2qgg T R Ro Ry Ragag (ko + )10n

26



jax € I, (téassi ko, k1, ko, ..., kn € {0,1,2,3,...,9}). Siséikkéisten vélien periaatteen
nojalla

(2} = ﬁofn.

Koska luvut ko, k1, ko, . . ., k, maarddvat valin 1, (yksikésitteisesti), vastaa lukua x
”desimaalikehitelma”

ko, k1koks - -+ = ko + 0, kykoks - - - = ,
josx > 0;missd kg € {0,1,2,... }jak; € {0,1,2,3,...,9}, kunj = 1,2,.... Negatii-

visille luvuille desimaalikehitelm&é voitaisiin merkitd kuten ylld, mutta tavallisempi
tapa on talloin noudattaa saantoa

luvun z desimaalikehitelmd = —(luvun — z desimaalikehitelmi) .
Téaméa tulkittuna em. konstruktion merkinnéin antaa seuraavaa: kun z < 0 ja kg €
{-1,-2,-3,...} seké luvut k; € {0,1,2,3,...,9}, kun j = 1,2,..., médrdytyvét

eo. konstruktion mukaisesti, on

T = ];0, ]%1]%2]23];'4 e = ko + 0, klkgkg ey

missé ~
ko = ko +1,
]'%1:9_]{;17
];32:9—]{2,
]%3:9_]{37
Siten esimerkiksi
1—01000 =0,1 j 1—01'
10_ ) - 9 .]a 10_ ) 9

kehitelmén lopusta 0-jonot jétetdédn yleensd merkitsematta.

3.11. Huomautus. Ylli oleva desimaaliesitys ei ole yksikésitteinen. Esimerkiksi

1=0,999---=1,000...

Kuitenkin, edelld olevassa konstruktiossa @ maaraé kg:n yksikésitteisesti, ellei x
satu olemaan kokonaisluku. Jos taas x € Z, voidaan ky valita kahdella tavalla: joko
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ko = x tai kg = v — 1. Kun tdmé valinta on tehty, médrdytyvit loput luvut &;
yksikésitteisesti:

jOSkZ[):l', niin ]{31:():]{?2:]{33:...

josko=x—1, nin k =9=ky =k =...

Edelleen, jos z ei ole kokonaisluku, niin k;:t madrdytyvit yksikésitteisesti, ellei x
satu olemaan vélin I; pddtepiste. Jos x on [, péétepiste, niin joko

1. = on I;m oikea péadtepiste, jolloin  on myos jokaisen I;:n oikea padtepiste,
kaikilla [ > 7, joten

Tr = ko +O,k’1k’2 - -kj—l(kj - 1)999 cey
toisin sanoen k; = 9 kaikilla [ > 7
tai
2. x on I;m vasen pédtepiste, jolloin x on myos jokaisen [;:n vasen péitepiste,
kaikilla [ > j, joten
xr = k}o + O, k’lkg N k’jOOO
Siispé: sopimalla, ettei desimaalikehitelmé saa loppua paédttymattoméadn 9-jonoon,

on desimaalikehitelmé yksikésitteinen.

3.5. Jonokompaktius

3.12. Mairitelmé (Osajono).  Olkoon (z,) reaalilukujono n € N. Jono (yx),
k € N on jonon (x,) osajono, jos on olemassa kasvava jono luonnollisia lukuja
ny <ng <---<np<...s.e

Yr = T, kaikilla k € N,

ts.

Y = Tnyy Y2 = Ty, Y3 = Tpgy - - -

Siis osajono saadaan alkuperéisesté jonosta (z,,) jattamalla vilista pisteitd pois ja in-
deksoimalla jonon alkiot uudelleen. Yleensé jonon (x,) osajonoa merkitdén (z,,):114.
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3.13. Huomautus.

i) Jos jono suppenee, niin sen jokainen osajono suppenee (kohti samaa rajapistet-
ta)(HT).

ii) Jos z,, — xo, niin jonolla (z,,) on monotoninen osajono (HT). Tamé& on melko
helppo osoittaa. Vaikeampi todistaa (mutta silti tosi) on: "Jokaisella jonolla x,,
on monotoninen osajono”. (ks demot?)

3.14. Lause (Bolzano-Weierstrass). Rajoitetulla reaalilukujonolla on aina suppe-
neva osajono.

TobisTus: Metsédstetddn suppeneva osajono sisdkkaisten vélien periaatteen avulla.
Koska jono (z,) on rajoitettu, on olemassa sellainen véli [a, b], joka sisdltédéd kaikki
jonon pisteet, z,, € [a, b] kaikilla n.

Olkoon ¢ = %2 viilin [a, b] keskipiste. Nyt ainakin toinen véleisté [a, co] ja [co, ]
sisdltédd oo monta jonon (x,,) alkiota. Valitaan se (siis sellainen vileisté, joka sisiltaa

oo monta jonon (x,) alkiota) ja merkitdan sitd I; = [ay, by].
Jatketaan samaan malliin: olkoon ¢, vélin I, = [ag, by] keskipiste. ts.
ay + by
5
ja valitaan véliksi I, jompikumpi osavileista [ay, cx| tai [cx, bg] ja Ixi1, joka sisaltaa
sisdltdd oo monta jonon (x,) alkiota. Merkitaan

C —

Iy = [ag41, beya] -

Koska

br_1 — aj_
|Ik’:bk—ak:leak1::27k<b—a)_>07

seuraa sisdkkaisten vélien periaatteesta 3.10, etta
o0
N I = {zo}
k=1

jollakin ¢ € [a, b].

Valitaan osajono: Valitaan n; € N s.e. z,,, € I; ja induktiivisesti n;4; € N s.e.
Njt1 > Ny ja oy, € g, j = 1,2,... (tdmd on mahdollista, koska jokainen I;
sisdltdd oo monta jonon (z,) alkiota). Nyt

xnj — 2o,

koska .
|Tn, — 29| <277(b—a) — 0,

joten (z,,) on etsitty osajono. |
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3.15. Huomautus. Huomautuksen 3.13 ii) avulla saadaan toinen todistus Bolzano-
Weierstrassin lauseelle: Rajoitetun jonon x,, mikéd hyvédnsd monotoninen (sellainen
on olemassa) on etsitty suppeneva osajono.

Esimerkki. Olkoon

x, = (—1)"(1 - ﬁ) )

Té&llsin jono (x,) on rajoitettu, —1 < x, < 1, ja silld on suppenevia osajonoja,

esimerkiksi
, 1
= (—1)%(1-—-§<)<—>1 (parilliset indeksit)
J

Tp,

ja

T, = (—1)¥ (1 - ) — —1. (parittomat indeksit)

2j — 1

Ottaisko lim sup/lim inf tdhin?

3.6. Cauchyn suppenemiskriteerio

3.16. Mairitelméa (Cauchy-jono).
Jono (z,) on Cauchy-jono, jos kaikilla € > 0 on olemassa N € N siten, ettd

|z, — x| <e  kaikillam,n > N.

Siis jono on Cauchy, mikéli sen hantéd saadaan aina puristetuksi halutun pienelle
vélille.

3.17. Lause (Cauchyn suppenemiskriteerio).
Olkoon (z,,) reaalilukujono. T&ll6in (x,) suppenee (kohti jotain lukua a € R), jos
ja vain jos (x,) on Cauchy-jono.

3.18. Huomautus. Cauchyn suppenemiskriteerio ei anna mitdédn keinoa 16yta&
jonon raja-arvoa.
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Tobistus: =-: Olkoon z,, — a. Osoitetaan, etté (z,,) on Cauchy-jono. Olkoon & > 0.
Valitaan N € N s.e. .
|z, —a|] < 5 kaikilla n > N .

T&lloin, jos n,m > N, on

g 9
|xn_xm|S‘xn_a|+|a_xm|<§+§:5a

joten (x,) on Cauchy-jono.

<: Olkoon sitten (z,) Cauchy-jono. Osoitetaan, etté se suppenee kohti jotain reaa-
lilukua a.

Osoitetaan ensin, ettd jono (x,) on rajoitettu: Lukua ¢ = 1 vastaa N € N s.e.
|z, — x| <e=1 kaikilla m,n > N.
Siten kaikilla n > N
7] <lan| + |2, —2n| < Jon] + 1,

joten
|z, | < max{|z1], |xa|,...,|xn|} + 1 kaikilla n € N,
ts. jono (x,) on rajoitettu.

Koska (x,,) on Cauchy-jono, on Ny € N s.e.
T — Tm| < g kaikilla m,n > Ny .

Edelleen, jonolla (z,) on Bolzano-Weierstrassin lauseen 3.14 nojalla suppeneva osa-
jono (zy,), ts. on olemassa a € R s.e. kaikilla ¢ > 0 on J € N, jolle n; > Ny
ja

[Tn, —al < g kunhan j > J.

Siten, kaikilla n > ny
€ €
|z, —al < |z, —a| + |z, — x| < §+§=6

eli

lim z, = a.
n—oo
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3.7. Taydellisyyden monet kasvot

Téasséd luvussa esitetyt tulokset ovat téydellisyysaksioman eri puolia. Seuraavan
lauseen nojalla ndméa ovat yhtépitdavid, joten voisimme ottaa taydellisyysaksiooman
sijasta aksioomaksi minkéd hyvénsd alla olevan lauseen kohdista ja todistaa muut
sen avulla.

LISAA: Médritelmét ja todistukset tiydellisyysaksiooman avulla (HT)???.
3.19. Lause. Reaaliluvuille seuraavat “aksioomat” ovat yhtapitavia:

i) (Téydellisyysaksiooma) Jokaisella ylhédéltd rajoitetulla, epétyhjalla joukolla
A C R on pienin ylirajasup A € R .

ii) (Monotonisen jonon raja-arvo) Jokaisella ylhéélta rajoitetulla, kasvavalla jo-
nolla x, on raja-arvo

lim z, € R.

n—oo

iii) (Sisdkkéisten vélien periaate). Jos [a1,b1] D [az,ba] D [as,bs] D ... on jono
sisdkkéisia suljettuja vélejé, jolle

lim (b, —a,) =0,

n—oo

niin on olemassa xy € R, jolle

[e.o]

N [an, bn] = {zo} -

n=1

iv) (Bolzano-Weierstrass) Rajoitetulla jonolla on aina suppeneva osajono.

v) (Cauchyn kriteerio) Jokaisella Cauchy-jonolla x,, € R on raja-arvo

lim z, € R.

n—oo

ja (Arkhimedeen ominaisuus) jokaiselle x € R on olemassa sellainen n € N,
jolle

lz] <n.
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TobpisTus: "Yhtépitdvyys” tassd tarkoittaa, ettd kukin kohdista voidaan johtaa toi-
sista. Téssé luvussa esitetyt todistukset antavat ketjun:

) = i) = i) = iv)

sekd iv) = v) muutoin paitsi Arkhimedeen ominaisuutta, joka myos seuraa koh-
dasta iv): Jos olisi sellainen = € R, jolle

n <|z| kaikillan € N,

niin silloin kohdan iv) nojalla olisi nouseva jono luonnollisia lukujan; € N, n; < nj4
kaikilla j, joka muodostaisi suppenevan jonon, siis Cauchy jonon (Lause 3.17). Taméa
onkuitenkin mahdotonta, koska

Inj —ngl >1 kaikilla j # k.

Siten Arkhimedeen ominaisuus on voimassa.

Lopuksi osoitamme implikaation v) = i): (Muodostamme A:n yldrajoista Cauchy-
jonon, joka suppenee kohti supremumia.) Olkoon z, jokin joukon A yléraja ja olkoon
ko pienin positiivinen kokonaisluku, jolle xy — kg ei ole joukon A yldraja (luvun ko
olemassaolo seuraa Arkhimedeen ominaisuudesta). Merkitdén

xlzxo—(ko—l)a

jolloin z; on joukon A ylaraja ja x1 < xg. Lisdksi x; — 1 ei ole joukon A yliraja.
Olkoon sitten k; pienin positiivinen kokonaisluku, jolle z; — k;/2 ei ole joukon A
yléraja. Merkitddan
kp—1

2 Y

jolloin x5 on joukon A ylaraja ja xo < x;. Lisdksi 25 — 1/2 ei ole joukon A ylaraja.

To = 1 —

Jatketaan rekursiivisesti: kun n € N, olkoon £k, ; pienin positiivinen kokonaislu-
ku, jolle z,, — k,/(n + 1) ei ole joukon A yliaraja. Merkitddn

ki —1
n+1"’

Tnt41 = Tp —

jolloin z,, 1 on joukon A ylaraja ja x,.1 < x,. Lisiksi z,,,1 —1/(n+1) ei ole joukon
A ylaraja.

Néin saatu jono (x,) on Cauchy-jono, silld kaikilla m > n



koska x,, on joukon A yldraja, mutta x,, — % ei ole. Siten on olemassa raja-arvo

M= lim z, .
n—o0

Talloin M on joukon A yldraja, koska jokaisella a € A
r, > a kaikilla n

ja siten
M > a.

Lisiksi lukua M pienempéd A:n ylédrajaa ei ole, koska jokaisella n € N on olemassa
sellainen a,, € A, jolle

1 1
M—-=<z,—~-<a,.
n n
Siten
M =sup A

Lauseen 2.16 nojalla.

LISAA: "Sovellus” kustakin ominaisuudesta...
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4. Reaalilukujoukoista

Tassé luvussa késittelemme yleisid reaalilukujoukkoja A C R, erityisesti alkeelli-
sia topologisia ominaisuuksia.

Yleista joukoista ja yhdisteistd. Sisdpisteet, reunapisteet ulkopisteet; avoimet ja
suljetut joukot, kasaantuminen, kosketuspisteet.

4.1. Hiukan joukko-oppia

Talld kurssilla olemme kiinnostuneita reaalilukujen muodostamista joukoista. Seu-
raavissa madritelmissé on aina oletuksena, ettd kaikkien joukkojen alkiot kuuluvat
ennalta kiinnitettyyn® universaaliin joukkoon, joka tillid kurssilla on (ldhes aina)
reaalilukujen joukko R.

4.1. Méaaritelmé (Joukko-opin perusoperaatiot). Olkoot A ja B joukkoja.

a) Merkintd a € A tarkoittaa, ettd alkio a kuuluu joukkoon A. Merkintd a ¢ A
tarkoittaa, ettéd alkio a ei kuulu joukkoon A.

b) Joukko A on joukon B osajoukko, merkitdin® A C B, jos jokainen A:n alkio
kuuluu my6s joukkoon B (ts. jos a € A, niin a € B).

c¢) Joukot A ja B ovat samoja, A = B, jos niilld on tédsmiilleen samat alkiot.
d) Joukko A on joukon B aito osajoukko, merkitdin A G B, jos A C B ja A # B.

e) Joukkojen A ja B erotusjoukko A\ B koostuu niistd A:n alkioista, jotka eivit ole
joukon B alkioita, ts.
A\B={a€c A: a ¢ B}.

f) Joukon A komplementti A° on universaalin pohjajoukon ja joukon A erotusjouk-
ko, ts. télla kurssilla
A°=R\ A.

2 7Kaikkien joukkojen joukko” ei ole joukko. Russelin paradoksi: Sellaisten joukojen kokoelma
E, jotka eivit sisélld itsedéin, joukkona ei ole joukko: ts. jos E = {A: A & A} olisi joukko, niin ei
voida ratkaista, onko F itsensi alkio, vai ei. Nimittéin, jos E € F, niin F:n méiritelmén mukaan
E € E. Jos taas F € E, niin E:n méiritelmidn mukaan F ¢ F.

3Merkintd B D A tarkoittaa samaa kuin A C B. Sanotaan myds, etti joukko A sisdltyy joukkoon
B ja etté joukko B sisdltdid joukon A.
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g) Joukkojen A ja B yhdiste AU B koostuu kaikista A:n ja B:n alkioista, ts.

AUB={reR: 2z e Ataix € B}

h) Joukkojen A ja B leikkaus A N B koostuu niisté alkioista, jotka kuuluvat seké
joukkoon A etté joukkoon B, ts.

ANB={rxeR:x€Ajaxe B}

4.2. Huomautus.

a) Ali sotke alkion kuulumista joukkoon a € B ja osajoukon A C B kisitteiti
toisiinsa.

b) A = B, jos ja vain, jos sekd A C B etti B C A.

¢) Tyhjilli joukolla §) ei ole lainkaan alkioita ja siksi ) C A oli A mikd hyvénsi
joukko.

d) Jos joukoille A, B ja C pitee A C B ja B C C, niin myés A C C.

e) Joukoille A, B ja C pitee:

i) A\ B=AnB".
ii) Vaihdantalait: AUB=BUAjaANB=BnNA.

iii) Liitdntélait:
AUBUC)=(AUB)UC jaANn(BNC)=(ANB)NC.
iv) Osittelulait:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) jaAU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).
v) DeMorganin lait:

(AUB)° = A°NB° ja(ANB)° = A°UB".
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4.3. Huomautus. Joukon X osajoukkojen kokoelmaa sanotaan X:n potenssijou-

koksi ja sitd merkitddan
P(X)={A: AC X}.

Télla kurssilla késitellyille joukoille pétee yleensi aina: A € P(R).

Modernissa matematiikassa késitelladn paljon ddrettomia joukkoja ja joukkoko-
koelmia. Joukon ddrettomyydelld tarkoitetaan sitd, ettd sen alkioita on enemmén
kuin &arellinen méaara.

Sanotaan, ettd joukot A ja B sanotaan olevan yhtd mahtavia, jos on olemassa
bijektio b : A — B; télloin siis joukon A alkiot voidaan "laskea” joukon B alkioiden
avulla. Konkreettisesti joukon A alkiot voidaan laskea tai luetella perdkkéin, jos A
on numeroituva, ts. jos on olemassa luonnollisten lukujen joukon N = {0,1,2,...}
osajoukko B, jolle on bijektio b : A — B.

Huomaa, etta (talld kurssilla) numeroituva joukko on siis joko dérellinen tai yhté
mahtava N:n kanssa (so. numeroituvasti ddreton). Joukko A on &érellinen, jos ja
vain jos on olemassa N € N ja bijektio b: A — {1,2,3,..., N}.

Jos joukko A ei ole numeroituva, on se ylinumeroituva. Numeroituvat joukot ovat

yleensé vaarattomia ja "pienid”.

Esimerkiksi, ddrelliset joukot ja Q ovat numeroituvia. Sen sijaan joukot R ja R\ Q
ovat ylinumeroituva.

Nykymatematiikassa ddrettoméankin monen joukon yhdisteet ja leikkaukset ovat
arkipaivad. Olkoon I epityhji joukko ja olkoot* F;, i € I, joukkoja. Niiden yhdiste
ja leikkaus ovat

UEi={x: x € E; jollakin i € I}, yhdiste,
i€l
NE:i={x: 2z € FE, kaikillai € I}, leikkaus.
icl

Téssé médritelméssé ei ole valid, kuinka monta alkiota joukossa I, ts. kuinka monen
joukon yhdisteité ja leikkauksia muodostetaan.

DeMorganin lait on helppo todistaa harjoitustehtavéna:
A\UE; = N(A\ E)
i€l iel
ja

ANNE = U(A\ E).

il el

4Usein sanotaan, ettd I on indeksijoukko ja joukot E; on indeksoitu joukon I avulla. Usein
I1={1,2,3,...}.
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Esimerkki.

N [0,n] ={0} ja U]n—1,n+1[=]0,00[.

neN neN

4.4. Maéaritelmé (kuvajoukko ja alkukuva). Olkoon f : A — B funktio. Olkoot
D C Aja E C B joukkoja. Joukon D kuva kuvauksessa f on joukko

f(D)={f(x):x€ D} C B.

Joukon F alkukuva kuvauksessa f on joukko

fUE)={xc A: f(x) € E}.

4.5. Huomautus. Kuvajoukko f(D) on maalijoukon B se osajoukko, joka koostuu
niistd pisteista y € B, joita kohti on olemassa x € D, jolle f(z) =y.

Al4 sotke alkukuvaa f:n kiddnteiskuvaukseen.

Alkukuva f~!(F) on siis méérittelyjoukon A (mahdollisesti tyhji) osajoukko, jossa
ovat ne, pisteet x, joiden kuvapisteet f(z) kuuluvat joukkoon E.

Seuraavat ominaisuudet on helppo verifioida (HT) funktiolle f: A — B:
i) Kaikille D C A ja E C B pétee

DcC fT(f(D) ja f(fTU(E))CE;

molemmat inkluusiot voivat olla aitoja.

ii) Olkoon E; € B, missd j € I # (). Tilloin

FANE)=0F1E) ja f(UE)=Uf'(E)

jel jel jeI jeI

iii) Kaikille E C B pitee
fTUBN\E) = A\ fH(E).
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4.2. Topologisia peruskisitteita

4.6. Miéritelmé (r-ympéristo). Olkoon xy € R. Pisteen x¢ r-ympdristo (naapu-
rusto, neighborhood) on avoin véli |zg — 7,z + [, kun r > 0. Usein merkitdéan

B(xzg,r) :=|xg — 1,20 + 7]

Esimerkki. Jono z, suppenee kohti pistettd xg, jos ja vain, jos jokaisella » > 0
kaikki jonon x, jasenet, paitsi ehkéa ddrellinen ma#ra niitd, kuuluvat pisteen xg r-
ympéaristoon.

4.7. Masdritelmé (sisépiste, reunapiste, ulkopiste). Olkoon A C R.

Sisédpiste: Piste xy on joukon A sisdpiste, jos on olemassa sellainen pisteen xg
r-ympéristo, joka siséltyy joukkoon A, ts. on olemassa r > 0, jolle

lzg — 7,20 + r[C A.

Ulkopiste: Piste yg on joukon A wulkopiste, jos on olemassa sellainen pisteen g, s-
ympéristo, joka siséltyy joukon A komplementtiin A°, ts. on olemassa s > 0,
jolle

Yo — 5,90 + s[NA = 0.

Reunapiste: Piste zy on joukon A reunapiste, jos jokainen sellainen pisteen zy 0-
ympéristo sisaltda seké joukon A ettéd sen komplementin A€ pisteen, ts. kaikilla
>0

J2o0— 0,20 + [NA# D  ja Jz0— 0,20 +[\A#0.
Merkitédan

int A:={z € R: z on joukon A sisépiste} (joukon A sisus)
ext A:={y € R: yon joukon A ulkopiste} = int(A°)
0A:={z € R: zon joukon A reunapiste} (joukon A reuna).
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4.8. Huomautus. Sisdpisteet ovat reilusti A:n sisélla, ulkopisteet ovat reilusti
A:n ulkopuolella. Sen sijaan reunapisteet voivat joukosta riippuen kuulua tai olla
kuulumatta A:han. Kaikille joukoille A pétee:

intACA ja extAC A°.

Edelleen
mtANextA=0, imtANIA=0 jadANextA=70

seka
intAUext AUOA =R..

Huomaa, ettd int(int A) = int A ja int(ext A) = ext A, ext A = int(A°) ja 0A =
O0(A°).

HT Totea: Jos A C B, niin int A C int B ja ext A D ext B. Kuinka reunajoukoille
voi kayda?
Esimerkki.
) inth =0, ext) =R jad) =0 sekii int R =R, ext R =0 ja OR = 0.
ii) Olkoon I vili, jonka paitepisteet ovat a € R ja b € R, a < b. Télloin
int I =Ja,b[, O0I ={a,b} ja extl=]— oo,alU]b,0.
Erityisesti puoliavoimen vilin reunapisteistd vain toinen kuuluu ko. vélille.
iii) int N =0, extX N =R\ N ja ON = N.

iv) Koska jokainen véli sisdltdé seké rationaali- ettéd irrationaalilukuja, on

ntQ=0, mR\Q)=0, 9Q=R ja dR\Q) =R

4.9. Méiaritelmé (avoin joukko, suljettu joukko).
Avoin joukko: Joukko A C R on awvoin, jos sen kaikki pisteet ovat sisdpisteiti,
ts. jos
intA=A4A.
Suljettu joukko: Joukko A C R on suljettu, jos sen komplementti A°= R\ A on

avoin joukko.
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4.10. Huomautus. Varo: yleensé joukko ei ole avoin eiké suljettu!

Joukon avoimuus tarkoittaa sitd, ettd sen sisélld on hieman tilaa liikkua ilman,
ettd joudutaan joukosta ulos (jos a € A, niin joku a:n siséltava pieni vali siséltyy
edelleen joukkoon A).

Nimitys "suljettu” selvidéd jatkon analyysin seurauksena paremmin: suljetusta
joukosta on vaikeaa pédstéd pois, koska kaikki komplementin pisteet ovat "kauka-
na” A:sta.

Esimerkki. Avoimet vilit, ) ja R ovat avoimia (miksi?).
Suljetut vilit, () ja R ovat suljettuja (miksi?).
Adrelliset pistejoukot {x1,29,...,2,}, n € N ovat suljettuja.

Rationaalilukujen joukko Q ja irrationaalilukujen joukko R\ Q eivit ole suljettuja
eikéd avoimia.

4.11. Lause. Olkoon A C R epétyhja joukko ja A # R. Jos A on avoin, niin A ei
ole suljettu (tai ekvivalentisti jos A on suljettu, niin A ei ole avoin).

TobisTtus: Oletetaan, ettd A on sekd avoin ettd suljettu. Olkoon xg & A. Jos on
olemassa sellainen a € A, jolle a < xy, merkitain

M=sup{z € A: x <x}.

Jos M € A, niin on olemassa r > 0, jolle |a — r,a + r[C A, joten M ei voisi olla
em. supremum. Siis M ¢ A. Koska A on suljettu, on A® avoin ja siten on olemassa
s> 0, jolle |M — s, M + s[NA = 0, joten M ei voisi olla em. supremum. Néin ollen
on valttaméatta

a>xy kaikillaa € A.

Siten A on alhaalta rajoitettu ja siten
m=1inf A € R.

Koska A on avoin, on m ¢ A, koska muutoin A sisaltéisi lukua m pienempié lukuja.
Myo6s vaihtoehto m ¢ A johtaa ristiriitaan, koska myods A€ on avoin, jolloin jokin
véli Jm — e, m + ¢ el sisélld yhtédn A:n pistettd, joten m ei voi olla = inf A.

41



4.12. Lause.

i) Mielivaltaisen (vaikka dédrettomén) monen avoimen joukon yhdiste on avoin.
ii) Adrellisen monen avoimen joukon leikkaus on avoin.
iii) Mielivaltaisen (vaikka dédrettémén) monen suljetun joukon leikkaus on suljettu.

iv) Adrellisen monen suljetun joukon yhdiste on suljettu.

Tobistus: i) Olkoot A;, j € J, avoimia joukkoja. Jos zy € (JA;, niin gy € A;,
jeJ
jollakin jo € J. Koska A;, on avoin, on |zg — r,z¢ + r[C Aj, jollakin r > 0 ja siten

]LEO—T,Z'Q—FT[C Ajo C UAj7
JjeJ

joten yhdiste |J A; on avoin.
jed
ii) Olkoot A;, j = 1,2,...,n, avoimia joukkoja. Jos zo € () A4;, niin zy € A;
j=1
kaikilla j € J. Koska kukin A; on avoin, on olemassa r; > 0 siten, ettd |z —rj, zo +
r;[C Aj;. Olkoon ro = min{ry,ry,...,r,}, jolloin 7o > 0 ja

lxo — 10, w0 + 10[ClTo — )10 +75[C A;  kaikilla j.

Siten

n
]{L‘O — T, Ty + To[C nAJ ,
j=1

n
joten leikkaus (] A; on avoin.

J=1
Kohdat iii) ja iv) seuraavat kohdista i) ja ii) ja DeMorganin kaavojen avulla. (HT)
m

Esimerkki. Lauseen 4.12 kohdissa ii) ja iv) ei voida todistaa enempéé (ts. viitteet
eivit yleisty ddrettomille leikkauksille tai yhdisteille). Esim.
00 1 ' o 1
m]_lvf[z]_lvo] Ja U[_-71] :]071]?
j=1 J j=1J
mitké eivat ole avoimia eikéd suljettuja.

Joukon A sisépisteen ympérilla on kokonainen véli joukon A pisteité. Toista déri-
laitaa joukon pisteitd edustaa erakkopiste, jonka ldhettyvilla ei ole muita joukon A
pisteita:
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4.13. Maédritelmé (eristetty (isoloitu) piste). Piste 2 on joukon A C R eristetty
piste (tai isoloitu piste, erakkopiste), jos rog € A ja on olemassa sellainen pisteen
To r-ympéristo, joka ei sisélld muita joukon A alkioita kuin pisteen g, ts. jos on
olemassa r > 0, jolle

lzg —r, o+ r[NA = {0}

4.14. Huomautus. Joukon A eristetty piste on aina kyseisen joukon reunapis-
te. Joukolla voi olla muitakin reunapisteitd. Esimerkiksi kokonaislukujen joukon Z
jokainen piste on isoloitu. Edelleen, joukon

A =7U]0,1]
eristetyt pisteet muodostavat joukon Z \ {0, 1}, vaikka téssi tapauksessa 0A = Z.

Eristetyn pisteen vastakohta on sellainen piste jonka jokaisessa ympéristossd on
muitakin (ainakin yksi) joukon A pisteitd; ne ovat pisteité, joiden ympérille joukko
A tiivistyy, kasaantuu:

4.15. Méaéaritelma (kasaantumispiste). Piste zp on joukon A C R kasaantumis-
piste, jos jokainen pisteen xy r-ympéristo sisdltdd muita joukon A alkioita kuin
pisteen xg, ts. jos jokaisella r > 0 on olemassa sellainen z € A, jolle © # xzq ja
T €|ryg — 1,30 + 7, tS.

|wg — rymo + r[NAN {xo} # 0.

4.16. Huomautus.

i) Joukon A kasaantumispiste voi kuulua tai olla kuulumatta joukkoon A, esim.
puoliavoimen vélin [0, 1] kasaantumispisteiden joukko on suljettu vali [0, 1].

ii) Asrelliselld pistejoukolla {1, zo,2s,..., 25} ei ole kasaantumispisteitd (eiks
valttaméatta ddarettomallikasn, esim. luonnollisten lukujen joukolla N ei ole ka-
saantumispisteiti).

iii) Jos xy on joukon A kasaantumispiste ja A C B, niin zg on myos joukon B
kasaantumispiste.

iv) Jos x; — g ja x; # xy, kun j # k, niin zo on joukon {xy, zs, 23, ... } kasaantu-
mispiste.

v) Bolzano-Weierstrassin lauseen 3.14 nojalla jokaisella rajoitetulla, darettoméalla
reaalilukujoukolla on aina kasaantumispiste (vrt kohdat iii ja iv).
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vi) Piste xy on joukon A kasaantumispiste, jos ja vain, jos on olemassa jono z,, € A,
jolle x,, # x¢ kaikilla n ja x, — o (todistus HT).

vii) Joukon A sisépiste on aina A:n kasaantumispiste; reunapiste on joko kasaantu-
mispiste tai isoloitu piste. Ole tésséd varovainen: 0A:lla olevat joukon A kasaan-
tumispisteet voivat kuulua A:han tai olla kuulumatta.

viii) Jos xy on joukon A kasaantumispiste, niin jokainen zg:n r-ympéristo sisiltaa
adrettoméan monta joukon A pistettd. Jos nimittédin olisi niin, ettd jokin véli

|zo — 7,z + r| siséltédisikin vain dédrellisen monta A-n pistettd (eri pisteitd kuin
xg), sanotaan pisteet xq,xo, ..., Ty, niin

ro = min{|x; — zol, |22 — o), . .., |2k — 20|} > 0,

jolloin vali Jzg — ro, o + ro[ el sisdlld muita A pisteitd kuin ehké pisteen zg,
joten xq ei olisikaan joukon A kasaantumispiste.

ix) Voidaan osoittaa, ettd on olemassa (suljettu) joukko A, jolle

A=0A

ja jokainen A:n piste on sen kasaantumispiste. (Esimerkiksi ns. Cantorin %—

joukko on téllainen.)

Joukon A kasaantumispisteet voivat siis kuulua joukkoon A tai olla sen reunajou-
kossa 0A. Joukon A pisteet voivat olla paitsi kasaantumispisteitd, myos sen eristet-
tyja pisteitd (jolloin ne kuuluvat reunalle). Seuraavaksi nimetdin joukon A ja sen
reunan dA yhdessd muodostama joukko

4.17. Masritelmé (sulkeuma). Joukon A C R sulkeuma on joukko

A=AUO0A.

4.18. Lause. Joukon A sulkeuma on suljettu joukko. Edelleen, A on suppein’
suljettu joukko, joka siséaltédé joukon A.

5 Suppein tissi yhteydessd tarkoittaa: jos C on toinen suljettu joukko, joka sisiltéis joukon A,
niin A C C.
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TobisTus: Sulkeuma A on suljettu, koska sen komplementti on
(A)° = ext A,

joka on avoin joukko. Olkoon sitten C' suljettu joukko, joka siséltdéd joukon A eli
A C C. Olkoon zy € C°. Koska C° on avoin on r > 0, jolle

lzg — r, o + r[C C°.

Siten xy ¢ DA U A ja , koska C° C A°. Toisin sanoen, C° C (A)° eli A C C. Niin
ollen, A on suppein suljettu joukko, joka sisdltda joukon A. |

4.19. Seuraus. Olkoon A C R. Téll6in seuraavat ovat yhtéapitavia:

i) Joukko A on suljettu.

ii) Joukko A on A:n sulkeuma eli

iii) Joukko A siséltédd reunansa,
0A C A.

iv) Joukko A sisdltda kasaantumispisteensa.

TODISTUS: i) = ii): Jos A on suljettu niin A C A, koska A on suppein A:n sisiltivi
suljettu joukko (Lause 4.18).

i) = iii): Selvii, koska JA C A.

iii) = iv): Jos zp on joukon A kasaantumispiste, niin zg € A tai xq € 0A. Koska
oletuksen mukaan 0A C A, niin molemmissa tapauksissa xy € A.

iv) = 1): Olkoon y ¢ A. Koska y ei oletuksen mukaan ole joukon A kasaantumis-
piste (eikd A:n piste), on olemassa y:n r-ympéristo, joka ei sisilld joukon A pisteitd
lainkaan, ts. |y — r,y + r[C A°. Siten jokainen A®n piste on sen sisépiste, joten A°
on avoin ja siten A on suljettu. O

4.20. Lause. Olkoon A C R. Télloin
i) Joukon A sulkeuman sulkeuma on joukon A sulkeuma,

A=A
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ii) Joukon A sulkeuma on joukon A kosketuspisteiden joukko,

A={zeR:]z—rz+r[NA+#0 kaikilla r > 0}.

iii) Joukon A sulkeuma on joukon A ja sen kasaantumispisteiden yhdiste,

A={r €R: x € A tai v on joukon A kasaantumispiste}
= AU {A:n kasaantumispisteet}.

TobisTus: i): Harjoitustehtava.

ii): Olkoon zy € A = AUDA. Jos zy € A, niin selviisti 29 €]xg—r, vo+7[NA kaikilla
r > 0. Jos taas kg ¢ A, niin xy € A, joten méiritelmén mukaan |zo—r, zo+r[NA # 0
kaikilla r > 0. Siten inkluusio ”C"on todistettu. Toiseen suuntaan selvé (miksi?, HT).

iii): HT (katso edellisen kohdan todistus). o

4.21. Huomautus. Seuraavat ominaisuudet on hyvé tietda (ja helppoja todistaa).
Todistukset jatetddan harjoitustehtéviksi.

i) Joukko A on suljettu, jos ja vain, jos jokaiselle suppenevalle jonolle x, — x,
jolle z,, € A, my0s rajapiste xg € A.

ii) Olkoon zy ¢ int A. Télloin xy € A, jos ja vain, jos on olemassa jono z, € A,
jolle z,, — xy.

iii) supA € 0A jainf A € JA.  (jos sup/inf ovat reaalilukuja)

Suljetut vilit ovat suljettujen joukkojen malliesimerkkejé. Suljettuja joukkoja on
paljon muitakin, esimerkiksi jos z,, — ¢, niin joukko

{3:0,371,332,5172, s }

on suljettu (HT). Seuraava lause ndyttad, ettd reaaliakselin tdydellisyysominaisuu-
det (ks. Lause 3.19) periytyvét suljetuille ja rajoitetuille joukoille:

4.22. Lause. Olkoon F' C R. Télléin seuraavat ominaisuudet ovat yhtédpitavia:

i) ("Kompaktius”) Joukko F' on suljettu ja rajoitettu.

ii) Jokaisella epétyhjélld joukolla A C F on pienin yldraja sup A € F ja suurin
alarajainf A € F .
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iii) (Monotonisen jonon raja-arvo) Jokaisella monotonisella jonolla x,, € F' on raja-

arvo
lim z, € F.
n—oo
iv) (Cantorin leikkausominaisuus). Jos Cy D Cy D C3 D ... on jono sisdkkéisid

suljettuja joukkoja, joille C,, N F' # () kaikilla n, niin on olemassa xy € F, jolle

00
Xo € n Cn .
n=1

v) (Bolzano-Weierstrass -ominaisuus) Jokaisella F':n jonolla on aina suppeneva osa-
jono, jonka rajapiste kuuluu joukkoon F'.

vi) ("Tédydellisyys”) Joukko F on rajoitettu ja jokaisella Cauchy-jonolla x, € F on
raja-arvo
lim z, € F.

n—oo

TopisTus: i) = ii): Koska A on rajoitettu, niin inf A,supA € R. Edelleen,
inf A;jsupA € Aja AC F = F, koska F' on suljettu, niin viite seuraa.

ii) = iii): Koska rajoitettu, monotoninen jono z, suppenee kohti lukua x, missé

S {supn Typ, JOS jJono nouseva
0=

inf,, z,,  jos jono laskeva,,

seuraa viite ehdosta ii).

iii) = iv): Olkoon C7 D Cy D C5 D ... on jono sisikkiisia suljettuja joukkoja,
joille C,, N F' # () kaikilla n. Valitaan kaikilla n luku z, € C,, N F. Koska joukko F
on rajoitettu (miksi?, mieti huolella), on jonolla x, Bolzano-Weierstrassin lauseen
3.14 nojalla suppeneva osajano x,;, jonka rajapiste olkoon xg. Edelleen jonolla z,,
on monotoninen osajono x,, (tillaisen konstruointi jitetdén harjoitustehtéaviksi).
Koska Ty, — Tg, O g € F oletuksen iii) nojalla. Osoitetaan lopuksi, etté

oo
o € n Cn,
n=1

misté vaite seuraa. Olkoon n € N. Koska

Tn;, € C, kaikilla n;, > n,

J

ja C,, sisdltdd suljettuna joukkona kasautumispisteensi (Lause 4.20 ), saamme zq €
C,, joten viite iv) on todistettu.
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iv) = v): Ensiksi havaitaan, ettd joukko F' on rajoitettu: Jos F' ei olisi ylhdalté
rajoitettu, olisi nouseva jono f, € F, f, — 0o, jolloin olisi

fjl[fnv OO[: 0

vastoin kohdan iv) ehtoa. Siis F' on ylhaalta rajoitettu. Samoin ndhdéén, ettd F on
alhaalta rajoitettu.

Olkoon z,, € F' jono. Bolzano-Weierstrassin lauseen 3.14 silld on suppeneva osa-
jano z,. Osoitetaan, ettd osajonon x,, rajapiste ro kuuluu joukkoon F'. Nyt joukot

Cn]' = {:CO} U {mnjaxnj+17$nj+27 xnj+37 cee }

toteuttavat kohdan iv) ehdot ja
n an = {130},
i=1

joten xy € F. Siten ehto v) on todistettu.
v) = vi): (HT vrt Lauseen 3.17 todistus).
vi) = 1): (HT). m

4.23. Huomautus. Lauseen 4.22 kohdan iv) suljetut joukot C,, voidaan korvata
suljetuilla véleilla (HT, sama todistus kuin edelld).

4.3. Funktiot kuvauksina

4.24. Lause. Olkoon F' C R suljettu ja rajoitettu joukko ja f : F — R jatkuva.
Talloin
i) kuvajoukko f(F') on suljettu ja rajoitettu.

ii) f saavuttaa suurimman ja pienimmén arvonsa joukossa F'.
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Tobistus: Kuvajoukko f(F') on suljettu: Olkoon y, € f(F) jono, y, — yo. Kos-
ka joukko on suljettu, mikili se sisdltdd kasaantumispisteensi (Seuraus 4.19), riit-
tdd osoittaa, ettd yo € f(F). Valitaan x, € F siten, ettd f(x,) = y,. Bolzano-
Weierstrass -ominaisuuden (Lause 4.22 v)) nojalla, on olemassa jonon z, osajono
T, joka suppenee kohti jotain pistettd zo € F. Koska f on jatkuva, on

f(xo) = lim f(xy,;) = lim y,, = vo,
j—00 j—00

joten yo € f(F).

Valitsemalla yll4 olevassa argumentissa yo:ksi termit supp f (ja infr f; ndmé ensin
mahdollisesti +00) ndhddan samoin kuin ylli, ettd on olemassa zo € F, jolle

f(%)zyo,

joten supremum ja infimum saavutetaan ja ndmé ovat darellisid. Lause on todistettu
|

4.25. Huomautus. Lauseessa 4.24 on oleellista, ettd ldht6joukko F' on seké suljettu
ettd rajoitettu. Jos F' on suljettu mutta ei rajoitettu ei kuvajoukko ole valttamétta
suljettu tai rajoitettu (esim F' = Nj; jos f(x) = x, ei f(F) ole rajoitettu eiké f saa
suurinta arvoaan; jos g(x) = 1/z ei g(F) ole ole suljettu eikd g saa pieninté arvoaan.

Keksi itse esimerkki, jossa joukko F' on rajoitettu, mutta ei suljettu ja kuvajoukon
ominaisuudet eivét toteudu.

Funktion jatkuvuus voidaan nappérésti lausua alkukuvien ja sisidpisteiden avulla:

4.26. Lause. Olkoon I C R avoin, f : I — R ja xg € I. Talloin f on jatkuva pis-
teessé x, jos ja vain jos jokaiselle E C R, jolla f(xq) € int E, pétee zy € int f~1(F).

Tobistus: Olkoon ensin f jatkuva pisteessd xy. Olkoon F C R sellainen joukko,
jolle f(x) € int E. T&ll6in on olemassa ¢ > 0, jolle

]f(xo) — &, f(flfo) + €[C E.
Koska f on jatkuva, on § > 0, jolle

|f(z) — f(xo)] <e kaikilla x €]zg — J, 20 + I,
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joten
f(zo — 0,0 + 0[) C|f(xo) — &, f(xg) +e[C E.

Siten
]1’0 - 67 Zo + 5[C f_1<E) )

joten o € int f1(E).

Osoitetaan sitten, ettd lauseen ehto takaa, ettd f on jatkuva pisteessd xq. Ol-
koon ¢ > 0 ja sovelletaan ehtoa joukkoon E =|f(x¢) — ¢, f(xo) + ¢[. Télloin
zo € int fH(] f(wo) — €, f(wo) + €]), ja siten on § > 0, jolle

Jxg — 6,20 +6[C [T (1 f(x0) — &, flzo) +€[),

ts.
|f(z) — f(xo)] <e kaikilla x €]zg — J, 29 + I].

Siis f on jatkuva pisteessé xg. O

4.27. Seuraus. Olkoon I C R avoin. Télloin funktio f : I — R on jatkuva valilld
I, jos ja vain jos jokaisen avoimen joukon A C R alkukuva f~'(A) on avoin joukko.

Kayttamalla alkukuvan ominaisuuksia 4.5 saadaan Seurauksesta 4.27:

4.28. Seuraus. Funktio f : R — R on jatkuva, jos ja vain jos jokaisen suljetun
joukon F C R alkukuva f~'(F) on suljettu joukko.

4.29. Huomautus. i) Myos funktion raja-arvon voi helposti karakterisoida avoin-
ten joukkojen avulla (HT: tee se!)

ii) Huomaa, ettéd jatkuvalle funktiolle f : R — R kuvajoukko f(A) ei yleensia
ole avoin eiké suljettu vaikka A olisi avoin tai suljettu. Esimerkiksi, kuvaukselle

flx)=e™*

suljetun ja avoimen joukon R kuvajoukko on

f(R) =]0,1],

mika ei ole avoin eiké suljettu.

50



4.4. Kompaktius ja peitteet

(T&té osiota ei kdytdne luennolla.)

Lauseessa 4.22 mainittin kompaktiuden késite. Seuraavassa mééritelldan se taval-
la, jota kiytetéaédn reaaliakselia yleisemmissé avaruuksissa. Ensin tarvitaan kuitenkin
peitteen késite.

4.30. Mairitelmé (peite). Olkoon F C R. Olkoon U perhe joukkoja® U C R.
Sanotaan, ettd U on joukon F' peite, jos

Fc UU.

veud

Edelleen sanotaan, ettd U on joukon F' avoin peite, jos U on joukon F' peite ja
jokainen joukko U € U on avoin joukko.

4.31. Maaritelmé (kompakti). Olkoon F' C R. Sanotaan, ettd F' on kompakti,
jos jokaiselle joukon F' avoimelle peiteelle 4 on k € N ja joukot Uy, Us, ..., U, € U
siten, etta

k
FcUvu;.
j=1

Ts. jokaisen joukon F' avoimen peitteen U joukoista jo #iirellisen moni rittd4” peit-
tdméan joukon F.

Esimerkki. Joukot |0,1] ja R eiviit ole kompakteja, koska joukot ]%,2[, j €
N, muodostavat joukon |0, 1] avoimen peitteen ja samoin joukot | — j,j[, j € N,
muodostavat joukon R avoimen peitteen, mutta mikadn dérellinen méaara naita ei
riitd peittdmaén ko. joukkoa.

Jokainen dérellinen pistejoukko on kompakti.

4.32. Lause (Heine-Borel). Joukko F' C R on kompakti, jos ja vain jos F on sekéd
suljettu etté rajoitettu.

6Kokoelma U on siis joukko, jonka alkiot ovat R:n osajoukkoja.

"Jos U on joukon F peite ja kokoelma V C U on myds joukon F peite, sanotaan ettid V on
peitteen U alipeite. Siten kompaktiuden mééritelmé voidaan lausua lyhyesti: joukko f on kompakti,
jos sen jokaisella avoimella peitteelld on aérellinen alipeite.
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TobisTus: Osoitetaan ensiksi, ettd kompakti joukko F' on sekéd suljettu etta rajoi-
tettu:

F on rajoitettu: peitetdén F' avoimilla véleilla | —n, n[, n € N. Néista jo dérellisen
monta peittdd F:n. Siten on olemassa N € N, jolle

Fc U] -nnl=] - N,N[,

n=1

joten F' on rajoitettu.

F on suljettu: Olkoon zy ¢ F. Avoimet joukot

1 1
R\[Z)’Jo—ﬁ,l’o—f—ﬁ], nEN,

peittavat joukon F', joten on olemassa N € N, siten, ettd

Fe U (R\ o Lot 1) =R\ leo— —a0+ )
~ X n,% n = X N,OCO N

Siten [z9 — %, %0 + ] C R\ F, ts 2o € int(R \ F). Siten R\ F on avoin ja F on
suljettu.

Oletetaan seuraavaksi, ettd joukko F' on seké suljettu etté rajoitettu ja osoitetaan,
ettd se on kompakti. Todistetaan tdmé epésuorasti: oletetaan, ettd U sellainen jou-
kon F' avoin peite, josta ei voida poimia dérellistd osaperhetté, joka olisi F':n peite.
Néytetddn, ettd tdma johtaa ristiriitaan.

Koska F' on rajoitettu, F' C Iy = [ag, by] € R joillakin ag, by € R. Jaetaan vili I
keskelta kahdeksi suljetuksi viliksi

b
]071 = [ao, CQ] ja 1072 = [Co, bo], miSS;ciJ Co = % —2i_ 0.

Nyt antiteesin nojalla ainakin toista joukoista F'N Iy ja N Iyo ei voida peittdéd
adrelliselld méaralld peitteen U joukkoja. Valitaan se véli I ; ja merkitdédn kyseisté
valid

[1 = [Cll, bl] .

Jatketaan rekursiivisesti. Yleinen askel: Olkoon I, = [ay, by| sellainen suljettu vali,
ettd leikkausta F' N I el voida peittdd ddrellisella méaralla peitteen U joukkoja.
Jaetaan vili [ keskeltd kahdeksi suljetuksi véliksi

b
Iya = lag,ci]  ja  Ipo = [ck, bg], missé ¢ = ak; k)
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Nyt antiteesin nojalla ainakin toista joukoista F'N I ja F'N I 2 ei voida peittdd
ddrelliselld méaralld peitteen U joukkoja. Valitaan se vili I, ; ja merkitdén kyseistd
valia

Iiv1 = [apy1, brya] -
Sadaan jono vihenevéi jono suljettuja, epétyhjia joukkoja I, N E', joten Lauseen 4.22
iv nojalla on olemassa

To € ﬂ]kﬂF
k=1

Koska xy € F on joukko U € U, jolle xy € U. Koska konstruktion nojalla ap — x
ja by — x¢, on olemassa N € N, jolle

I, = [ax, b)) C U kaikilla k > N.

T&amé& on ristiriita, koska joukkoa F'MN I ei voitu peittdd dérellisen monella joukoista
Vel

4.33. Huomautus. Lause 4.24 on helppo muotoilla ja todistaa kompaktiuden
avulla. Olkoon f : I — R jatkuva ja F C I kompakti joukko ja Tdalloin f(F) on
kompakti ja f saavuttaa suurimman ja pienimmdn arvonsa joukossa F'.

Jos U on joukon f(F') avoin peite, niin alkukuvat
{f7(U):Ueu}
muodostavat F:n avoimen peitteen. T&lld on ddrellinen osapeite

{f_l(Uj):j:172a"'7k}7

joten joukot U;, j = 1,2,..., k, muodostavat etsityn f(F'):n dérellisen peitteen. Siten
f(F) on kompakti. Koska f(F") on kompakti, siséltdé se supremuminsa, silld jos ndin
ei olisi, niin joukon f(F) avoimesta peitteestd

1 .
]—oo,supf(F)—j[, j=12...,

ei voitaisi valita ddrellistd osapeitetta.

LISAA (?): - joukkojen vilinen etiisyys -suljetun ja kompaktin joukon vilinen
etaisyys - useampiulotteinen tilanne
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