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Teksti sisaltaa muistiinpanoja vuosina 2001 ja 2003 pidetysta kurssista. Taman
paketin tarkoitus on tukea omien muistiinpanojen tekoa, ei korvata niita. Matema-
tiikkaa oppii parhaiten itse kirjoittaen ja ongelmia ratkoen.

Kun olin lapsi, minad puhuin kuin lapsi, minulla oli lapsen mieli ja lapsen ajatukset. Nyt, kun
olen mies, olen jattanyt sen miké kuuluu lapsuuteen.
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Kurssi on osa yhden reaalimuuttujan analyysin peruskasitteiden esittelya. En-
simmaisessa osassa tutustuttiin funktioihin ja jonoihin, niiden raja-arvoihin seka
jatkuvuuden kasitteeseen. Analyysi 2 sisdltda differentiaali- ja integraalilaskennan
perusteet. Integraalin ja derivaatan kéasitteet luovat perustan modernille matema-
tiikalle ja luonnontieteelle, tekniikan, taloustieteiden ja tilastotieteen sovellutuksista
puhumattakaan.

Talla kurssilla paapaino on peruskasitteiden ymmaéartamisessé, varsinaista lasku-
tekniikkaa on melko vahan — sen kehittaminen jaa paaosin opiskelijan oman harras-
tuksen varaan. Derivaattaa ja integraalia on kasitelty pinnallisesti jo koulukurssilla.
Tamén kurssin tavoitteena on syventda ymmarrysta niin, ettd kyettaisiin opetta-
maan toisille differentiaali- ja integraalilaskennan alkeet sekd ymmartamasn, mika
on integroinnin tai derivaatan merkitys matemaattisissa malleissa, ja tasoittaa tieta
useampiulotteisen differentiaali- ja integraalilaskennan oppimiselle.

Monissa alkeisoppikirjoissa tyydytaan esittelemaan integrointi ainoastaan an-
tiderivaattana. Talla kurssilla painotetaan integraalin perimmaista luonnetta mit-
taamiseen liittyvana kasitteenda. Tama auttanee paremmin ymmartamaan integ-
raalin kayttoa moinissa sovellutuksissa, kuten energian, odotusarvon tai virheen
arvioinnin yhteyksissa, kuin myos integraaleja useampiulotteisissa avaruuksissa.
Ensiksi siis maaritelladn integraali ja esitellddn sen perusominaisuudet. Toisessa
luvussa tarkastellaan derivaattaa ja siihen liittyvia perusilmioita. Derivaattaa pyri-
taan hahmottamaan paitsi kayran tangenttina, myos hetkellisena muutosnopeutena.

Kolmannessa luvussa keskitytaan integroinnin ja derivoinnin keskinaisiin suhtei-
siin ja todistetaan analyysin peruslause, jonka mukaan integrointi ja derivointi ovat
usein toistensa kaanteisoperaatioita.

Neljannessa luvussa kasitelladn derivaatan laskusdantoja seka sen roolia funk-
tioiden kulun analysoinnissa. Seuraavaksi esitellddn perusintegrointitekniikoita,
muuttujanvaihtoa ja osittaisintegrointia seka tutustutaan rationaalifunktioiden in-
tegrointiin. Lopuksi kasitellaan epéoleellisia integraaleja.

Kuten aina matematiikan opiskelussa, maaritelméat on opeteltava huolella. Nii-
den kayttoa ja sisaltod oppii parhaiten todistuksia tarkastelemalla ja harjoitusteh-
tavid (jotka sisltavat esimerkkejé) tekemadlld. Analyysi 1 -kurssin tiedot on syytéa
kerrata huolella, niitd kdytetddn monesti jatkossa.

Mitd vahemmaéan ihminen tietdd ja ymmartis, sitd varmemmin hin luulee tietdvansi, ettei
hanen tarvitsekaan tietda eikd ymmartaa.
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Preliminaareja

Muistellaan Analyysi 1 -kurssin tarkeitd maaritelmia: Funktio f: I — R, I C R,
on jatkuva pisteessd xg € I, jos jokaisella € > 0 on olemassa d > 0 siten, etté

|f(x) = f(zo)| <&, kun |z — 2| <& (2,20 € I).

Edelleen f: I — R on jatkuva vdlilla I, jos f on jatkuva jokaisessa pisteessa xg € 1.
Viela: f: I — R on tasaisesti jatkuva vdlilld I, jos ”e-0 - pari ei riipu tarkastel-
tavasta pisteestd”, ts. jos jos jokaisella € > 0 on olemassa § > 0 siten, etta

|f(x) — f(2)| < e, kaikilla z,z € I, joiilla |x — 2| < 4.

Pétee lause: Suljetulla ja rajoitetulla valilld [a,b] jatkuva funktio on tasaisesti
jatkuva.
Jatkuvuus voidaaan karakterisoida my0s raja-arvojen avulla: muista, etta luku
a € R on funktion f raja-arvo pisteessa xg, merkitaan
lim f(z)=a,

T—T0

jos jokaisella € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, etta
|f(z) —a| < € aina, kun 0 < |z — zo| < §.

Nyt péatee lause: Talloin f on jatkuva pisteessa xg, jos ja vain, jos f:lla on raja-arvo
f(xo) pisteessd xg, ts.

lim f(z) = f(xo).

T—x

Seuraavat lauseet on myos hyva muistaa:

Bolzanon lause: valilld [a,b] jatkuva funktio saa kaikki arvojen f(a) ja f(b) valiset
arvot.

Suljetulla ja rajoitetulla valilld [a, b] jatkuva funktio f on rajoitettu (tson olemassa
M > 0 siten, ettd f(x) < M kaikilla x € [a,b]).

Edelleen, suljetulla ja rajoitetulla vélilla [a, b] jatkuva funktio f saa suurimman ja
pienimmdén arvonsa (tson olemassa x1,x2 € [a,b] siten, ettd f(x1) < f(x) < f(z2)
kaikilla x € [a,b]).

Erés tdrkeimmistd Analyysi 1 -kurssin késitteistd on supremum (ja infimum).
Muista, etta epatyhjéan joukon A C R supremum sup A on joukon A pienin ylaraja.
Ts. sup A on sellainen luku M, jolle patee

i) M on joukon A ylaraja eli a < M kaikilla a € A, ja
ii) M on joukon A ylarajoista pienin eli jos G on jokin joukon A yléraja, niin
G>M.
Vastaavasti, joukon A C R infimum inf A on joukon A suurin alaraja. Ts. inf A on
sellainen luku m, jolle patee

i) m on joukon A alaraja eli a > m kaikilla a € A, ja
ii) m on joukon A alarajoista suurin eli jos g on jokin joukon A alaraja, niin
g < m.
Reaalilukujen taydellisyyden nojalla jokaisella ylhaalta rajoitetulla joukolla A #
) on sup A € R, ts. jos A:1l4 ylipaansi on jokin (reaalinen) yldraja, niin eris niista
ylarajoista on pienin. Samoin alhaalta rajoitetulla joukolla A # () on inf A € R.
Edelleen, sup A € A tasmalleen silloin, kun A:ssa on suurin alkio, jolloin sup A =

max A. Samoin, inf A € A tasmalleen silloin, kun A:ssa on pienin alkio, jolloin
inf A = min A.
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1. Riemann-integraali

Integrointi ja differentiointi (derivointi) ovat kaksi analyysin keskeisinté rajapro-
sessia. Aloitamme integraalin késitteen esittelylld, ja hetken paistd kohtaamme
derivaatan. Erds merkittdvimmista tuloksista (analyysin peruslause) ilmaisee, etta
derivointi ja integrointi ovat toistensa kaanteisprosesseja - vaikka ensi nakemaélta
néilla ei nayttaisi olevan paljoakaan tekemista toistensa kanssa. Monesti differenti-
aali-ja integraalilaskennan alkeisopetuksessa tyydytaan esitteleméan integraali vain
antiderivaattana. Téallainen menettely antaa kuitenkin vain hailakan kuvan integ-
raalin késitteestd, joka on varsin keskeinen analyysissa. Siksi lihdemme liikkeelle
nimenomaan integraalista, jotta sen itsenainen asema korostuisi paremmin.

Lahinna historiallisista syista on tapana esitella ensimmaisena integraalin kasit-
teena ns. Riemann-integraali, vaikka nykyisin kaytetaan lahinna Lebesgue-integraa-
lia, joka onkin tehokkaampi. Toisaalta Riemann-integraali on helpompi maaritella
ilman esivalmisteluja ja mm. jatkuville funktioille tulos on sama.

Pinta-alasta intuition avulla.

Intuitiivisesti tasojokoukon pinta-ala on sen sisaltamien yksikkonelididen lukumaara
(tarkempia lukuja saadaan jakamalla yksikkonelididen sivut esim. 10 yhtdsuureen
osaan, jolloin saadaan sadasosan pinta-aloja, jne.).

)
<
AN

N\ y

~—| /

\ /

Pinta-alalta olisi hyva vaatia seuraavat ominaisuudet:

Pinta-ala on positiivinen luku.

Suorakaiteen pinta-ala on sen sivujen (eri) pituuksien tulo.
Alueen pinta-ala ei saa muuttua aluetta siirrettiessa.
Koko alueen pinta-ala on osa-alojen pinta-alojen summa.
Isommalla joukolla on suurempi pinta-ala.

Pinta-ala (tai integraali) raja arvona (intuitiivisesti).
Pyritdén laskemaan ei-negatiivisen funktion f: [a,b] — R graafin alle jadvén alan
pinta-ala approksimoimalla.

Jaetaan vali [a, b] ddrellisen moneen (n kpl) osavéliin, jakopisteind

a=20<x1 <Tog< - <Tp=2>b
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ja piirretdén graafin alle (mahdollisimman korkeat) suorakaiteet S ;» Joiden pohja
on osavili [z;_1,z;]. Siten S; on karteesinen tulo

[zj—1,25] X [0, 5],

missa
y; = inf{f(x): © € [z;_1,x;]}.

Suorakaiteiden S; pinta-alat osataan laskea, ne ovat yj(x; — xj_1), joten graafin
alle piiretyn monikulmion

M = ﬁj

1

NCs

J
pinta-ala on suorakaiteiden S; pinta-alojen summa
n
> e —wj).

j=1

Huomataan, etta graafin alle jaavan alueen pinta-ala

A=Y yay— w0
j=1

ZI

=

a X X X X b
1 2 3 4 X 11

Seuraavaksi, tehddan samanlainen approksimointi ”ulkopuolelta”: Piirretaan

(mahdollisimman matalat) suorakaiteet S;, joiden pohja on osavili [z;_1,x;] ja
katto z; fm graafin ylipuolella. Ts. S; on karteesinen tulo

[xj—laxj] X [Oa zj] >

missa
zj =sup{f(z): z € [x;_1,2,]}.
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Suorakaiteiden S; pinta-alat ovat z;(z; — z;_1), joten monikulmion

7= )5,

1

s

J

pinta-ala on

3

zj(wj —xj-1).
j=1

Huomataan, ettd graafin alle jdavén alueen pinta-ala
n
A S sz(xj — J’j_l) .
=1

Yhdistamalla ndma arviot saadaan graafin alle jadvan alueen pinta-alalle A
arviot

n n

Z . inf  f(z)(z; —zj_1) <AL Z sup  f(2)(x; —xj-1).

= Tj—1,%;] j=1 z€[xj;_1,24]

Jatkossa naytamme, etta lisiamalla jakovalien maaraa tallainen approksimoin-
tiprosessi usein johtaa halutun pinta-alan (integraalin) saamiseen rajalla. Kui-
tenkaan matematiikka ei pohjaudu intuitioon, vaikka intuitiivinen kasitys ja ku-
vien piirtely ovatkin erittain tarkea osa ongelmanratkaisuprosessia. Siksi pidamme
tehdyt tarkastelut mielessa ja pyrimme kehittaméan teorian, joka on riippumaton

havainnoistamma, mutta selittaa niita.

Porrasfunktiot ja niiden integraalit.

Asken 1dhdimme pinta-alan intuitiivisesta késitteestd ja johdimme sen avulla
integraalin approksimoivana raja-prosessina. Nyt teemme painvastoin: integraalin
tarkassa méadritelméssé ldhdemme approksimoivista (pinta-alojen) summista (jotka
madritelladn puhtaan analyyttisesti) ja my6hemmin osoitamme, ettd ylhaalta ja al-
haalta approksimoivat summat suppenevat kohti samaa lukua (ainakin, kun funk-
tio on sopivan siisti). T&mé yhteinen raja-arvo on integraalin (ja pinta-alan)
tasmallinen madaritelma.

Olkoon I rajoitettu vali, jonka paitepisteet ovat a,b € R, a < b.

Maaritelma. (jako, porrasfunktio)
Vilin I jaon muodostavat luvut (&érellisen monta)

a=Tg<T1 <T2<---<xTp=>=0.
Funktio f: I — R on porrasfunktio, jos on olemassa valin I jako
P = (zg,z1,22,...,2y)
jaluvut a; € R, j =1,2,...,n, joille

f(z) = a; kaikilla x €]z;_1,z;][.
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Huomautus. Porrasfunktion vélijaon voi tehdd monella tapaa. Porrasfunktion
arvoille jakopisteissa x; ei aseteta mitaén ehtoa. Porrasfunktion graafi muodostaa
”portaikon”.

Maaritelma. (porrasfunktion integraali) Porrasfunktio f: [a,b] — R integraali
(yli vélin [a, b]) on

b n
/f =Y al(1),
a Jj=1

misséd P = (zg,x1,x2,...,2T,) on vilin [a, b] jako siten, ettd
f(l‘) = a; kaikilla x € Ij :]LL‘j_l,Ij[
ja
UI) = zj — x5
on osavalin I; =|x;_1, x| pituus.

Huomautuksia. 1. Porrasfunktion integraali on hyvin maaritelty: se ei riipu
valitusta valijaosta (HT).

2. Jos f ja g ovat porrasfunktioita vélilld [a,b] ja A € R, niin f 4 g ja Af ovat
porrasfunktioita ja

b

/(f+g)=/bf+/bg ja/bw):A/bf.

a a

Riemann-integraali ja Riemann-integroituvuus.

Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu (ts. on olemassa M > 0, jolle | f(x)| < M kaikilla
x € [a,b].)
Maééritelladn f:n alaintegraali yli valin [a, ]

b b
ala/f = sup{/g : g porrasfunktio ja g < f vililla [a, b]}
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ja fin yldintegraali yli vélin [a, D]

b b
ylé/f = inf{/h : g porrasfunktio ja h > f vililla [a, b]}.

Huomautus. Ei ole lainkaan selvaa, onko

b b
ala/f:yléi/f,

b b
ala [ £ <y [ 1,

silla (HT) jos g ja h ovat porrasfunktioita ja g < h, niin

b b
/gﬁ/h.

val ei. Kuitenkin

Edelleen porrasfunktiolle g patee

b b

ala/g:yléi/g.

a a

Maaritelma. (Riemann-integraali ja Riemann-integroituvuus) Rajoitettu funktio
f:[a,b] = R on (Riemann-)integroituva, jos

b

ala/f:yléi/bf.

a

T&ll6in f:n (Riemann-)integraali yli valin [a, b] on

b b b b
/f::/f(x)dx ::ala/fzylé/f.

(Tassé dr ilmaisee, ettd integraalia lasketaan integrandin f muuttujan x suhteen).

Huomautus. Porrasfunktiot ovat Riemann-integroituvia.

Hetken péa#stéd osoitamme, etta (tasaisesti) jatkuvat funktiot ovat integroituvia,
mik4 intuitiivisesti on melko selvad. (Pienilld osavileilld tasaisesti jatkuva funktio
ei juurikaan heilahtele, joten yla- ja alapuolisten porrasfunktioiden valiin ei jaa
merkittavasti pinta-alaa.)

Aloitetaan tekemalld yksinkertainen, mutta erittdin hyodyllinen havainto. Sen
jalkeen laskemme maéaritelman avulla esimerkkifunktioiden integraaleja. Myohem-
min kehitamme teoriaa integraalien laskemiseksi.
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1.1. Lause. (Riemannin ehto) Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on Riemann-
integroituva, vdlilld [a,b], jos ja vain jos jokaisella € > 0 on olemassa porrasfunktiot

g ja h siten, ettd
g < f < h vdlilli [a,b]

Ja

Todistus. =: Jos f on integroituva, niin

b b
ylé,/f:ala/f.

Jos € > 0, niin supremumin méaaritelmén nojalla voidaan valita porrasfunktio h

siten, ettd h > f ja
b

b
/h<ylé/f+%.

a

Edelleen, infimumin maaritelméan nojalla voidaan valita porrasfunktio g siten, etta

g<fja
b b
€
1 ——.
/g>aa/f 5
Nyt
b b b b
.. € g
/h—/g<yla/f+§—(ala/f—i)ze,
koska

b b
yléi/f:ala/f.

<: Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen ja h ja g porrasfunktioita siten, etta

g < f < h valilla [a, ]

b b
/h—/g<8.
b b

b b
yléi/fg/h<e+/g§6—|—ala/f,

a a

ja

Talloin
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b b
yléi/fﬁala/f—ks kaikilla ¢ > 0,

O

Huomautus. Riemannin ehdon hyddyllisyys tulee ilmi sina, ettei f:n ala- ja yla-
integraaleja tarvitse osata laskea nahdékseen, etta funktio on integroituva: riittaa
osata arvioida alaporrasfunktion ja ylaporrasfunktion graafien valiin jaavaa pinta-
alaa, silla porrasfunktioille h ja g patee

Esimerkkeji. Seuraavaksi laskemme maaritelman avulla erditd integraaleja.

/bh—/bgz/b(h—g)-

Esimerkki 1. (Lineaarifunktion integraali) Olkoon f(z) = kx, k > 0. Osoitetaan,
etta f on integroituva ja lasketaan

/f(x)dx:/bk:acdx.
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Jaetaan vali [a,b] n yhtdsuureen osaviliin, jakopisteind
a,a+t,a+2t...,a+nt=>b,

missa
b—a
t = .
n

Maaritellaan porrasfunktiot g ja h siten, etta
gx)=k(a+ (j—1t), kunz € [a+ (j — 1)t,a+ jt[,

ja
h(z) = k(a+ jt), kun z € [a + (j — 1)t,a + jt[,
ja g(b) = h(b) = f(b). Télloin g < f < h. Edelleen,

g=tka+tk(a+1t)+---+tk(a+ (n—1)t)

Se—_

=ntka +t°k(0+1+2+ -+ (n—1))
n(n—1)
2

_ RY
b aka+(b a)

= ntka + t°k

kn(n -1)

=N

kun n — oo. Samoin

b
/h:tk(a+t)+tk(a+2t)+---+tk(a+nt)

= ntka + k(1 +2+---+n)
mn+1)

2
b— b—a)? 1
a4 ¢ ;L) prt )
n n 2
(b—a)?> n+1

k
2 n

= ntka + t°k

=N

= (b—a)ka+

— (b—a)ka + b

kun n — oo. Siten f on integroituva ja

bfz bkxdx:(b—a)k;a+( k=
[ z
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Esimerkki 2. Olkoon f(x) = 2. Osoitetaan, etti f on integroituva ja lasketaan
b
/ 2 dx.
a
Symmetriasyistd voimme rajoittua tilanteeseen a > 0. Muodostetaan jako, kuten
edellisessa esimerkissa, jakopisteina

a,a+t,a+2t,...,.a+nt==b,

missé
b—a
t = .
n

Maaritellaan porrasfunktiot g ja h siten, etta
g(x) = fla+ (G —1)t) = (a+ (j —1)t)*, kun z € [a + (j — Dt a + jt[,
ja
h(z) = fla+jt) = (a+jt)%, kun z € [a + (j — D)t,a + jt[,
ja g(b) = h(b) = f(b). Talloin g < f < h ja

b
/g:a2t+(a—|—t)2t+...(a+(n—1))2t

=na’t +2at*(0+ 1+ +(n—1)+t3(0+12+22+--- + (n — 1)?)

—1 —1)n(2n -1
:na2t+2at2n(n )+t3 (n )Tg( n )

(b—a)?’nin—1) (b—a)®(n—1)n(2n—1)
n? 2 * n3 6
(b—a)’
3 b

=a?(b—a) +2a

—a*(b—a)+a(b—a)®+

missa kaytimme kaavaa

Kuten ylla, saadaan

b
/hz(a+t)2t+(a+2t)2t+...(a+n)2t

=na’t +2at*(14+2+---+n) +t3(12 + 22 + ... + n?)

— na?t 4+ 22 n(n+1) L n(n + 1)6(2n +1)
b—a)’n(n+1) (b-a)Pnn+1)(2n+1)
=a’(b— 20!
@’(b—a)+2a n2 2 + n3 6
(b—a)®

—a*(b—a)+ab—a)®+ 3
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Siten f on integroituva (Riemannin ehto) ja

b
/a:2da::a2(b—a)+a(b—a)2+w:

1
- b3_ 3 )
3 307 =)

a

Esimerkki 3. Olkoon f(z) = z¥, k € N. Osoitetaan, etti f on integroituva ja

lasketaan ,

/xkd:v.

a

Jaetaan nyt véli [a, b] tasavélijaon sijasta geometrisessa suhteessa (oletetaan a > 0),
jakopisteina
a7 a/q7 aq27 A 7a/qn )
missa siis
n/b

qa=1\ -
a

merkitdan myos .
zj=aq’, j=0,1,2,...,n.

Huomaa, etta ¢ > 1, joten viimeinen jakovéili on suurin ja ¢ — 1, kun n — oo.
Jakovélin [z;_1, z;] pituus on

Lasketaan porrasfunktion h,
h(x) = f(z;) = (ag))*, kun = €]z; 1, ;]

integraali (jolla arvioidaan f:n yldintegraalia). Nyt kdyttamalld geometrisen sum-
man kaavaa saadaan

b
/h = (aq)k@ + (an)k% 4ot (aqn)kw

1 .
_ ak+1q_ Z(qk+1)3
¢ =

e q—1 k+1 (qk+1)n —1

q ghtt —1
k(g)k—f—l -1
qk+1_1

=a""'(qg—1)q

okl kriy ok 41
= (b a®"")q —qk“—l'

Havaitsemalla geometrisen summan kaavan avulla, etta

qg—1 1
¢t =1 14+qg+q¢*+-+ gt
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Saamime
/ h k+1 k+1 q¢"
/ R
’ prtl _ gkl
k+1 7

kun n — oo, silla talléin ¢ — 1. Siten

k1 _ gkl

b
b
ya/f— k+1

Samalla tavoin ndhdéén (HT), etta
b
bk—i—l k+1
/ k+1
joten f on integroituva ja

b

bk—|—1 akH
k

do = ————
/x T 1

a

Esimerkki 4. Rajoitettu funktio, joka ei ole Riemann-integroituva. Olkoon

[ 1,joszeQ
f@%_{mj%xeR\Q.

Té&lloin f ei ole Riemann-integroituva, silla jos g on porrasfunktio ja g on vakio
valilla I, niin mikali g < f I:1la, on g < 0 siella, silla [ sisaltda irrationaalipisteita.

Siten
b
ala / f<0.

Toisaalta ¢ = 0 on porrasfunktio ja g < f, joten

b
ala/f:O.

Samoin jos g > f @114, on g > 1 siella, silla vali I sisaltda rationaalipisteita. Tasta

saadaan, etta
b

b
yléi/f:1>O:ala/f,

a

joten f ei ole Riemann-integroituva.
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a b

Esimerkki 5/ ovela havainto. Olkoon f: [a,b] — R aidosti kasvava (jatkuva)
funktio ja ¢: [a, 8] — R fn kédnteisfunktio. Ts. f(a) = «, f(b) = Bjap(f(x)) ==
kaikilla x € [a, b]). T&ll6in

/bf(x)dx+7¢(y)dy=bﬁ—aa.

Tamén kaavan havaitsee kuvasta kayttamalla integraalin pinta-alatulkintaa. Tark-
ka todistus jatetaan harjoitustehtavéksi.
Esimerkiksi, jos f(z) = z'/* k € N ja a,b > 0, niin integraali

b

/xl/kda;

a

saadaan helposti lasketuksi yo. kaavalla: ¢(y) = y*, a = a'/*, 3 = b'/*, joten eo.
kaavan ja esimerkin 3 nojalla

B

b
/xl/kdaczbﬁ—aa—/cp(y)dy

(7

ﬁk—l—l . ak—i—l

kE+1

1
_ (b1+1/k _ a1+1/k) (1 _ ]{;——}-1)

— pltl/k _ 41k

pl+1/k _ g1+1/k

1+ 1/k

1.2. Lause. Olkoon f: [a,b] — R jatkuva. Tdlloin f on Riemann-integroituva

Todistus. Muista: suljetulla ja rajoitetulla valilla jatkuva funktio on tasaisesti
jatkuva.
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Olkoon € > 0. Koska f on tasaisesti jatkuva, on olemassa n € N siten, etta

b—a €
: <P B < .
jos 1 < P2 i |f(2) ~ f)] < 5
Otetaan jako P = (g, 1, ...,Z,), jakopisteind
b—
vj=a+j—r, j=01,2...n.
n

Muodostetaan porrasfunktiot g ja h:

g(x) = min{f(2): 2 € [z;1,2;]} = m;
ja
h(z) = max{f(2): z € [zj_1,2;|} = M;
kun z € [zj_1,2;[ ja g(b) = f(b) = h(b). Téllon
gsf<h

ja koska jatkuva funktio saavuttaa suurimman ja pienimméan arvonsa suljetulla
vililld, on pisteet z;,%; € [r;_1,;], joilla

f(z;) =mj ja f(Z;) = M.

Koska
_ b—a
2zl Sy -z = ——,
on _
My —my| = 1f(z; = flz;)] < o=
Siten
b b . .
/h— /g = ZMj(xJ xTj_1) — ij(xj Ti-1)
a a j=1 71=1
= > (M = my)(xj — wj-)
j=1
€ n
<34 > (xj —x5m0)
j=1
€
€
joten f on Riemannin ehdon 1.1 nojalla integroituva. 0

Huomautus. Aéirellisen monta pistetti ei vaikuta sité eikd titd integroituvuuteen
eiké integraalin arvoon (koska ne jétettiin porrasfunktioiden méaérittelyssia huomioi-
matta).
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Maaritelma. Funktio f: [a,b] — R on paloittain jatkuva valilla [a,b], jos vélilla
[a, b] on korkeintaan d&rellisen monta sellaista pistettd, jossa f ei ole jatkuva.
1.3. Seuraus. Paloittain jatkuva funktio Riemann-integroituva.

Riemannin summat.
Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu ja olkoon P = (a = zg,x1,...,2, = b) vilin
la, b] jako. Merkitéén I, = [z;_1, ;] ja

|P| = max{{(Iy) =z —xp_1: k=1,2,...,n},

mika on suurimman osavalin pituus. Valitaan mielivaltainen & € I, ja merkitaan
pi=Sp(f,€) :=>_ f&)(@r —zr1) =Y F(&)Ik)
k=1 k=1

ja kutsutaan tétd f:n (jakoon P liittyvaksi) Riemannin summaksi. Huomaa, etté
Riemannin summa on porrasfunktion g integraali, missé g = f (&) valilla Ij.
"Tihennetaén jako” niin, ettd |P| — 0 ja tutkitaan "raja-arvoa”

|P|—0

ts.
lim SP(f7£) = L:
|P|—0

jos jokaisella e > 0 on olemassa § > 0 siten, ettd kaikilla jaoilla P, joilla |P| < §
patee

’Sp(f,f) _L| <é

valittiinpa pisteet £, miten hyvansa.
Nain saadaan ekvivalentti maaritelma Riemann-integraalille:

1.4. Lause. Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on Riemann-integroituva, jos ja
vain, jos Riemannin summilla on raja-arvo

lim Sp(f,€).

|P|—0

Talloin

|P|—0

b
/f — lim Sp(f.6).

Todistus. =: Olkoon f integroituva ja ¢ > 0. Valitaan Riemannin ehdon 1.1 avulla
porrasfunktiot g ja h siten, etté

g<f<h

b b
[ o

ja

Do ™
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Olkoon Py = (zp,21,---,2m,) valin [a,b] jako siten, etté jaon pisteet ovat seké
h:n ettd g:n porraspisteitd. Tarkastellaan nyt vélin [a, b] jakoa P = (zg, z1,...,2y),
jolle |P| < |Py|. Télléin Riemannin summa Sp(f,§) on erddn porrasfunktion s
integraali. Edelleen

g<s=f(&)<h

kaikilla niilld osavaleilld I, = [zg_1,xk], jotka eivit sisdlld jaon Py pisteitd. Kor-
jataan porrasfunktioita g ja h niilld osavaleilld, jotka sisdltdvat jaon Py pisteité:
olkoon M > 0 siten, ettd |f(x)| < M kaikilla x € [a, b] ja mé&ritelladn

() g(x), josx € lyjaz; &I kaikilla j =0,1,...,mg
€Tr) =
g —M, josz €l jaz; €l jollakin j =0,1,...,mg
ja
; { h(xz), josz €I jaz; & I kaikilla j = 0,1,...,my
M, jos x € I, ja zj € I}, jollakin j = 0,1,...,my.

Talloin g ja h ovat porrasfunktioita ja
g<s<h.

Voidaan olettaa, etta —M < g < h < M, joten h — g < 2M. Siten (koska
porrasfunktioiden arvoa muutettiin korkeintaan mg valilla)

b b b b
/ﬁ—/éé/h—/9+mo|P|2M<%eroyp\zM.

Nain ollen, jos valitaan
€

0 = min(|Fy|, ——
min| P — =)

ja vaaditaan, ettéd |P| < 0, saadaan

b b b b b
[=sel=1 5= [s< [0 [

3 9 3
< 5 —|—m0|P|2M < 5 + mo2M

m02M

=£.

Siis Riemannin summien raja-arvo on olemassa ja

b

[ 1= jm se(.0).

|P|—0
a

«: Olkoon
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kaikilla pisteiden & valinnoilla. Ts. jokaisella € > 0 on olemassa § > 0 siten, etta
kaikilla jaoilla P, joilla |P| < § pétee

1Sp(f,§) — Ll <e

valittiinpa pisteet & miten hyvénsd. Olkoon nyt P = (zg,x1,...,2,) vilin [a, b
jako siten, ettd [P| < 4 ja valitaan pisteet &, , &y, € [zx—1, 2] siten, ettd

ja
fE) > sup f-— bia'

[Tr—1,Tk)

Talloin porrasfunktioille g ja h,
, kun x € [xg_1, Tk

ja

, kun x € [xg_1, xk]

patee g < f < h ja

b b
Ji- |-

3

— n £
=S — X S — XTp_
P(fa§)+];1b_a($k zp—1) — Sp(f,€) + 2 Tk — Th—1)
<|Sp(f,€) = Ll +e+IL—Sp(f.9)]+e
< A4e.
Nain ollen f on Riemannin ehdon 1.1 nojalla integroituva. O

Integraalin ominaisuuksia.

Integraalin ominaisuuksia etsittaessa on pidettava mielessa integraalin maaritte-
ly: ensin porrasfunktioiden integraali ja sitten rajalle (tai supremumin ja infimumin
otto). Téasté seuraa, ettid integraalien ominaisuuksien todistukset on yleensd aina
parasta palauttaa porrasfunktioita koskeviksi vditteiksi (joille ne on useinmiten help-
poja) ja sitten vain todeta, ettei rajankédynti tuota vaikeuksia.

1.5. Lause. (additiivisuus) Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu ja ¢ €la,b]. Tdilldin
f on Riemann-integroituva valilld [a, b], jos ja vain, jos f on Riemann-integroituva

vdleilld [a, c] ja [c,b]. Tdalloin
b c b
Ji=]s+ ]
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Todistus. Viite seuraa siitd, ettd piste ¢ voidaan ottaa porrasfunktioiden (uudeksi)
jakopisteeksi: Jos g on porrasfunktio vélilla [a, b], niin rajoittumat

g|[a,c] =p1 ja g|[c,b] =DP2
ovat porrasfunktioita véleilld [a, ¢] ja [c, b] (vastaavasti). Olkoon
P = (zg,21,...,%p)

tahén liittyva jako, missé ¢ = zy. Talloin (tdssd Z; €]zj_1, x;])

a J=1
k n
= Zg(@)(% —xj1) + Z 9(@;)(x; — w51
j=1 j=k+1
c b
oifs
a C
joten viite tosi porrasfunktioiden integraaleille. Yleinen tapaus seuraa ottamalla
sup ja inf yli sopivien porrasfunktioiden. O
b

T&hén mennessi integraali [ on mééritely vain, kun a < b. Laajennetaan
a
maaritelméaa:

Maaritelma. Olkoon f: [a,b] — R Riemann-integroituva. Mé&éritelldén

/afrz—/bf
b a

ja
a

/9:20,

a

on g mika tahansa pisteessa a maaritelty R-arvoinen funktio.

Huomautus. Integraalien additiivuuslause sailyy voimassa: kaikilla a,b,c € R

befifs

kunhan f on integroituva po. valeilla.
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1.6. Lause. (lineaarisuus) Olkoot f ja g Riemann-integroituvia vdlilld [a,b] ja
A € R. Talloin \f ja f + g ovat Riemann-integroituvia vélilld [a,b] ja

b

;MﬁzA/f

a

ja
b b

/(f+g)=/bf+/g-

a a

Todistus. Joko havaitaan, ettd vaite selva porrasfunktioille, josta Lause seuraa ot-
tamalla sup ja inf, tai Riemannin summien avulla:

SP(f—i_gaf) = SP(fag) +SP<ga€)

joten
b
/(f +9) = lm Se(f+9,¢)
=1l li
dim Sp(f,€) + Jim Sp(g,€)
b b

= /f + /g.

Vakiolla kertominen samaan tapaan. O

Esimerkki. Olkoon
p(z) = anﬂjn + (ln_l.ilfn_l +...a1x+ag.

Talloin p on jatkuvana funktiona integroituva ja lauseen 1.6 avulla saadaan esimer-
kista 3, etta

3

b b
, noo opitl _ gitl
z)dx = a; | 2)dx = a; ———————
o) i | >0t

J=0 j=0
— I g1 gty Gnlgn oy oo, g2 2 _
_n+1<b a""m) + - (" —a") + +2(b a®) +ap(b—a).

Integraalien arviointia.

Integraaleja ei yleensa pystyta laskemaan tarkasti. Usein kuitenkin sopiva arvi-
ointi riittda. Seuraava havainto (muunnelmineen) on erds keskeisimmisté arvioin-
tikeinoista.
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1.7. Lause. Olkoon f Riemann-integroituva ja ei-negatiivinen vdlilld |a,b].
Talloin
b
[1=0.
a
Todistus. Porrasfunktiolle g = 0 patee g < f, joten

b b
Z/gﬁ/f-

O

1.8. Seuraus. Olkoot f ja g integroituvia vdlilld [a,b] siten, ettd f > g. Tdlldin

b b
/fZ/g

Todistus. Lauseen 1.6 nojalla f — g > 0 on integroituva, joten

/f gifjg

O

1.9. Seuraus. Olkoon f jatkuva vdlilli [a,b]. Jos M = max f ja m = min f,

b
m(a —b) S/ M(a—0).

nn
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1.10. Lause. Olkoon f jatkuva ja ei-negatiivinen vdlilld [a,b] (a < b). Jos

niin f = 0 vdlilld [a, b].

Todistus. Jos on zq € |[a,b] siten, ettd f(zp) > 0, niin (voidaan olettaa, ettd zy €
la,b[ ja) on § > 0 siten, etta

fw) =7 (;00) >0 kaikilla @ € [zg — 8,20 + 4],
joten
b zo—6 xo+6 b
/f = / f+ | f+ / f
a a x0—0 )
xo—0 zo+4
>/0+/f(§°)d+/o
a zo—0 2o+6
= 0+25—f(;°) +0
=6f(20) >0,
mika on ristiriita ja vaite tosi. -

Maéiritelma. Olkoon f: A — R. Mairitellaan f:n positiiviosa fT: A — R ja fn
negatiiviosa f~: A — R,

e

ja k
—J\x un f(x) <0
f~(z) = max(—f(z),0) = { of( : kun ?Em; >0

Té&lloin f:n itseisarvo on |f|: A — R,

[fl(@) = f(@)| = [T (=) + [ (2).

Huomautus. Huomaa, ettd f* >0, f~ >0ja|f] >0 ja

f=rter



22 ANALYYSI 2

1.11. Lause. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu. Tdlloin f on Riemann-integroitu-

va, jos ja vain, jos sekd fT ja f~ ovat Riemann-integroituvia. Tdlloin

b b b
fs=]r-]r

ja myés |f| on Riemann-integroituva.

Todistus. <: Seuraa Lauseesta 1.6, koska f = f+ — f~.

=: Jos g ja h ovat porrasfunktioita valilla [a, b] siten, ettd g < f < h ja

b b
/h—/g<5,

niin g7 ja h™ ovat porrasfunktioita ja ¢t < fT < AT seka

ht(x) — gt (z) < h(z) — g(x). (miksi?)
Siten
b b b
6>/h—/g:/(h(x)—g(ac))dx
b b b
> /h+(x) — gt (x)dx = /h+($) dx — /g+(a:) dx ,
joten fT on Riemannin ehdon 1.1 nojalla integroituva. Koska f~ = f* — f, on
my6s [~ integroituva, ja edelleen |f| = f* + f~ on myos. O
1.12. Lause. Olkoon f: [a,b] — R Riemann-integroituva. Tdlloin
b b
/fd:z; g/]f\dx.
Todistus. Koska f < |f|ja —f <|f], on
b b b b b
[r<fur - [s=[en<[in,
mista vaite. O

Huomautuksia. a) Epayhtalo edella voi olla aito. Esimerkiksi,
1

1
/xdx:0<1:/|x|dx.
1

-1

b) Funktion f: [a,b] — R graafin ja z-akselin véliin valilla [a, ] olevan alueen

pinta-ala on
b b b

/Iflz/f++/f‘.

a a a
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1.13. Lause. Olkoot f ja g Riemann-integroituvia. Tdalloin tulo fg on myos

Riemann-integroituva.
b b b
Jua=([ 0]

Todistus. (vrt. tulon jatkuvuuden tai raja-arvon todistus!) 1. Oletetaan ensiksi,
ettd f,g > 0.

Olkoon M > 0 sellainen, etta f,g < M. Olkoon € > 0. Valitaan porrasfunktiot
gr,hy ja gg, hg siten, etta

Varo. Yleensi

gr <f<hg<M jagy<g<hy<M
ja

b b b b
9 9
hy — — ] hy — —.
/f /9f<2MJa g /99<2M

a

Téalloin grgy ja hghy ovat porrasfunktioita ja
9199 < 9 < hyhg
ja (koska hy, < M ja gy < M)

b

b b b
/hfhg - /gfgg = /(hf —g5)hyg +/gf(hg — 99)

b b
< [y =99+ [ (hy ~g0)
<M-S + M-S =¢

2M 2M

joten Riemannin ehdon 1.1 nojalla fg on integroituva.
2. Jos f ja g ovat mitd tahansa integroituvia funktioita, niin koska f = f* — f~
jag=g*t—g~,on
fo=frg"—frg —f g +f9,
joka on kohdan 1. nojalla Riemann-integroituvien funktioiden summana integroi-
tuva (ks. 1.6). a

Huomautus. Riemann-integroituvat funktiot voidaan karakterisoida Lebesguen
ehdon avulla (ei tod.):

Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on Riemann-integroituva, jos ja vain, jos
f: epdjatkuvuuspisteiden joukko on nollamittainen.

Tassa: joukko A C R on nollamittainen tarkoittaa, ettd kaikilla € > 0 on jono
avoimia valeja I, j = 1,2,..., siten, ettd

Ac UL ja ) () <e.
Jj=1 j=1

Esimerkiksi Q on nollamittainen, mutta R\ Q ei ole.
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Integraalit keskiarvoina.

Aérellisen monen pisteen x1, xo, ..., x, aritmeettinen keskiarvo on
r1+ T2+ -+ Ty
- .

Jos halutaan laskea funktion f keskiarvo vélilla [a, b], on luonnollista laskea ensin
fm arvojen keskiarvo darellisen monessa pisteessa,

ka — flz1) + f(@2) + - + f(zn)

ja antaa sitten pisteiden méaran n kasvaa, n — oo. Kun vali [a, b] jaectaan tasavéi-
lein, jakopisteina xg,r1, x2, ..., T, ON

b—a
.CL'j—iljj_lz n
ja
b
. 1 < noee 1
f(x1)+f(:v2)n+ + f(@n) :b_a;f(xj)(%—le) - b—a/f(x)dx’

jos f on Riemann-integroituva (Riemannin summat!). Toisin sanoen, f:n dérellisen
monen pisteen arvojen keskiarvo lahestyy kohti arvoa

b
b J f(z)dx b
p= iy [f@de =t = f@)do,
a f dx ¢

a

jota kutsutaan f:n keskiarvoksi valilla [a, b].
Jatkuva funktio saa keskiarvonsa valilld [a, b]:

1.14. Lause. (Integraalilaskennan véliarvolause (IVAL)/ mean value thm)
Olkoon f jatkuva vdlilld [a,b]. TdllGin on olemassa & € [a,b], jolle

b
(¥ [ t@yds= 100 a).
Todistus. Olkoon m = min f ja M = max f, jolloin

b
m(b—a)S/fdeM(b—a),

joten
b
mgu::][ f<M.
a

Koska f saa arvot m ja M, niin Bolzanon lauseen nojalla f saa myo6s niiden valissa
olevan arvon p, ts. on olemassa £ € [a, b], jolle




ANALYYSI 2 25

Huomautus. IVALin 1.14 kaavassa (*) voi olla my6s b < & < a.
Integraalilaskennan véaliarvolauseesta on myos painotettujen keskiarvojen muoto:

1.15. Lause. Olkoot f ja p Riemann-integroituvia ja p > 0. Tdlloin

b b b
m/pdmﬁ/fpdxﬁM/pdx,

missa m = inf f ja M =sup f, ts. f:n painotettu keskiarvo

b
ffpdx b

= ab (mikdli/p > 0)
[ pdz a

on f:m supremumin ja infimumin valissd.
Todistus. Koska mp < fp < Mp, on

b b b b b
m/pzmeS/fPS/MpzM p.

O
Koska jatkuva funktio saavuttaa suurimman ja pienimméan arvonsa valisetkin
arvot (Bolzanon lause), saadaan

1.16. Lause. (Yleistetty integraalilaskennan véliarvolause)
Olkoon f jatkuva ja p ei-negatiivinen, Riemann-integroituva valilla [a,b]. TéllGin

on olemassa § € [a,b], jolle
b b
/fpdxzf(f)/pdx'

Integraali yliarajansa funktiona.
Maaritelma. (integraalifunktio)

Olkoon f: [a,b] — R Riemann-integroituva. Funktio F': [a,b] — R on f:n (erés)
integraalifunktio,!

jos on olemassa « € [a, b], jolle

F(z) = /f(y) dy kaikilla = € [a,b].

IMythemmin, Lauseen 3.3 jilkeen laajennamme integraalifunktion kisitettd niin, ettd myds
F' 4 vakio on aina integraalifunktio, jos F' on. Ole tarkkana, mitd kukin integraalifunktiolla
tarkoittaal
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Huomautus. Vaihtamalla alarajaa a < & saadaan uusi integraalifunktio.

Huomautus. Méaritty integraali (eli Riemannin integraali) saadaan integraali-
funktiosta: jos F' on f:n integraalifunktio, niin

/bf(y)dy=/af(y)dy+/bf(y)dy
:—/af(y)der/bf(y)dy:—F(a)+F(b)

Huomautus. Kaksi f:n integraalifunktiota eroavat toisistaan vakiolla:

/xf(y)dy—ff(y)dyz/mf(y)der/df(y)dy
:jf(y) dy = vakio kaikilla z € [a,b].

1.17. Lause. Olkoon f: [a,b] — R Riemann-integroituva. Tdlldin f:n integraa-
lifunktio on jatkuva.

Todistus. Kaikilla x,y € [a, b]

@) - )| =| [ sod- [ 5o

= |/f(t)dt+ f(t) dt|

:|7f(t)dt} s/mlf(t)\dt

<sup[fflz -yl <e,

kun

€
r—yl < ———— =
| yl sup |f| +1

(Erityisesti F' on Lipschitz-jatkuva.) a

Huomautus. Ei-negatiivisen integroituvan funktion integraalifunktio on kasvava
(ja ei-positiivisen viheneva).
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Logaritmin maarittely integraalin avulla.

Analyysi 1 -kurssilla méaarittelimme logaritmifunktion eksponenttifunktion kaén-
teisfunktiona — eksponenttifunktio taas maariteltiin rajaprosessin avulla. Nyt nay-
tamme, ettd logaritmi voitaisiin yhtd hyvin mééaritelld integraalin avulla (ja kd&n-
teisfunktiona eksponenttifunktio). Vaihtoehtoisesti, alla olevan voi késittdéd funk-
tion % integraalifunktion méaaraamiseksi.

Olkoon x > 0. Merkitaan %:n integraalifunktiota

1
f(x) = / ;dz.
1
(Koska L on rajoitettu ja jatkuva kaikilla vileilld [a,b], kun a, b > 0, on integraali
hyvin méaritelty. Osoitamme, ettd f(x) = logz.)

Integraalifunktion ominaisuuksien perusteella f: ]0,00[— R on kasvava ja jat-

kuva. Edelleen, f(1) =0, f(z) <0, kun 0 <z < 1ja f(x) >0, kun = > 1.

1.18. Lause. Integraalifunktiolle f: ]0,00[— R,

€T

1
f(ac)z/;dz, x>0,
1
patee

flxy) = f(z) + f(y)
kaikilla x,y > 0.
Todistus. Olkoon ensin x > 1. Tall6in yhteenlaskulause
flay) — fly) = f(z)

on ekvivalentti lausekkeen

wyl ml
/—dz:/—ds
z s

Yy 1

kanssa (missé - selvyyden vuoksi - nimettiin integroimismuuttuja uudelleen). N&i-
den lausekkeiden yhtasuuruus ndhdaan helposti Riemannin summan avulla. Jae-
taan vali [1,x] n (yhtdsuureen) osaviliin, jakopisteind 1 = xg, 1, z2,...,2, = x,
jolloin

x
n

1 1 ~1lz-1
/—ds: lim Z—(%‘—%‘—l): lim -7 :

/ S n—00 = Sj n—o00 = Sj n
missd s; €|zj_1,2;[ on mv. Nyt pisteet y = yxo, yz1,yx2, ..., yr, = yr muodosta-
vat valin [y, yx] jaon ja ys; €lyx;_1,yz;|, joten

Ty n
/ Lz = 1 > L ( )
—dz = lim —(yx; —yx;_
z n—00 4 ij y J y i-1
y =1
L o= lao—1
= lim —
n— 00 S n
j=1"7



28 ANALYYSI 2

Vaite on siten todistettu, jos x > 1.

Josz =1, on f(z) =0, joten f(zy) = f(y) = f(z) + f(y).
Tapaus 0 < x < 1 saadaan hoidelluksi, kun havaitaan, etta silloin % > 1, joten

F(a) + Fly) = () + F(ry)

= @)+ () + fla) = ) + Fay)
= f(1) + f(ay) = f(zy).

Nyt induktiolla nahdaan, etta
f@™)=nf(zr) kaikilaneNjaz>0,
ja edelleen kaikillan € N jaz >0

—n\ __ 1 ny __ 1
fla™) = F(()") =nf()
1

= (fa}) = 1)) = n (D) - Fo)

=—nf(z).
Siten rationaalisilla ¢ = > pétee

1 1 n

q _ — q\ym _ — n = — — .
() Fat) = {0 = ") = 2 ) = af (@)
Seuraavaksi muistamme, etta
1
= lim (14 —)"
e = tim (1+2)"
joten integraalifunktion jatkuvuuden nojalla
1 1 1
fle) = F(lim (14 ") = T f((1+ )" = lim nf(1+ 7).
Edelleen integraalilaskennan valiarvolauseen 1.14 nojalla
1+1
1 1 11
14+ -)= Zds=>Z=
fas = [ sas=z

1
missa 1 << 1+ % Siten

fle) = nlirgonf(l + %) =1.
Nyt kaavan (*) nojalla saamme kaikilla rationaalisilla ¢:
f(e?) =qf(e) =q,
joten, koska f on jatkuva, patee kaikilla y € R:
fle)=y.

Siten f on eksponenttifunktion kadnteisfunktio, eli

r1
logx = f(x) :/gds kaikilla z > 0.

1
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2. Derivaatta

Derivaatan maarittaminen on intuitiivisesti yhta havainnollista kuin integraalin
tulkinta pinta-alana. Tarkastellaan siledéd kdyrad y = f(x) ja maaritetdén sen tan-
gentti pisteessi Py = (z, f(z0)). Geometrisen intuition mukaan tangentti saadaan
kun piirretddn suora Lq (sekantti), joka kulkee pisteiden Py ja P = (x1, f(x1))
kautta ja viedaan z; lahemmaéksi ja lahemmaksi pistetta xg, jolloin piste P; ”liu-
kuu” kohti pistettd Py pitkin kdyrad y = f(x). Lopulta L lahestyy tangenttisuoraa
Ly, joka kulkee pisteen Py kautta.

fx 1) e fomoe”

f(x ) e .

X
) 1

Suoran Lg karakterisoi se kulma «ay, jonka Ly muodostaa positiiviseen x-akseliin
nahden. Analyyttisesti tdméa kulma g voidaan maarittda seuraavasti: Olkoon oy
sekantin Lq ja positiivisen x-akselin valinen kulma, jolloin

f(z1) — f(x0)

r1 — Zo ’

tana =

jolloin rajakulma g (paitsi, jos ap = 5 — ja Lo pystysuora tangentti) saadaan
raja-arvona

lim f(@1) = f(@o) = lim tana; = tanag.
T1—T0 1 — X T1—T0
Tata tangentin kulmakerrointa tan oy kutsutaan f:n derivaataksi pisteessa xg.
Tarkkaavainen lukija tietysti kysyy ylla kuvatun paattelyn patevyytta: ei ole mi-
tenkaan selvaa, etta sekanttien kulmakertoimilla edella on raja-arvoa, kun 1 — xg.
On aarimmaisen tarkeita, ettd annamme derivaatalle tarkan analyyttisen mer-
kityksen, joka selittda geometrista intuitioamme, eika painvastoin.

Maaritelm4a. (derivaatta, derivoituva) Olkoon f: ]a,b[— R ja = €]a, b[ (huomaa:
avoin vélil). Sanotaan, ettd f on derivoituva pisteeessd x, jos raja-arvo

(2.1) i &) = f(@)

h—0 h
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on olemassa (ja reaaliluku!). T&lloin po. raja-arvoa sanotaan f:n derivaataksi pis-
teessd x ja merkitain?

Fe) ot LW ()

h—0 h

Osamaéaraa
fle+h) - f(x)
h b
kutsutaan f:n erotusosamddardksi pisteessa x.
Jos f on derivoituva jokaisessa pisteessi x €]a, b[, niin sanotaan ettd f on de-
rivoituva vdlilld |a, b[; télloin derivaatta f’ méadrittelee funktion f: Ja,b[— R. Jos
/! on lisdksi jatkuva funktio, niin sanotaan, ettd f on jatkuvasti derivoituva vdlilld

|a, bl.

h#0,

Huomaa, etta derivaattaa eli erotusosamaaran raja-arvoa ei voi laskea vain sijoit-
tamalla h = 0 siihen lausekkeeseen, koska se johtaa merkityksettomaan % tulokseen.
Siksi on kaytettava Analyysi 1 -kurssilla opittua teoriaa. Huomaa edelleen, etté
raja-arvossa (2.1) h:n pitdé sallia 1ahestya nollaa miten hyvansd.

Esimerkkeja.
i) (Lineaarisen funktion derivaatta)
Olkoon
f(x)=cx+d.
Talloin

f(x+h)—f(z) clx+h)+d—cx—d ch
h - h “h O

joten f on derivoituva ja

fl(@)=c,

eli lineaarifunktion derivaatta on vakio. Erityisesti, jos f itse on vakiofunktio ts.
kun ¢ =0, on f'(z) = 0, ts. vakiofunktion derivaatta hividd.

ii) (Monomin derivaatta)

Olkoon f(z) = z™, missd n € N. Téll6in

.ot —ap
lim ——% =nap~ !,
T—x0 T — X

koska (induktio) kaikilla = #

" —xp
A T s T R 2 N
r — X

— mg_l + xg_2mo +.. .xomg_z + xg_l

_ n—1
= NI,

2muita kiytossi olevia merkintdjd ovat mm.

f/(x)I%(w):Df(x)
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Siis
f'(z) =naz" 1.

iii) (Sinin derivaatta)

Ensiksi )
iy SIBE _ .
z—0 X

koska melkein suoraan sinin maarittelysta seuraa, etta

sinx 1
cosz < <

x cosz’

kun 0 < [z| < § ja
lim cosx = cos0 =1;

xr—
(muista suppiloperiaate).
Edelleen,
—1
lim <=~ ),
z—0 €T
koska
cosx —1 cos’z — 1
x ~ z(cosz +1)
sin’ z sinx 1 .
= — =— sinx
z(cosx + 1) x cosx+ 1
1 L 0=0
— —1=-0=0.
2

Naista seuraa, etta

sin(x + h) —sinz  sinzcosh + coszsinh —sinx

h N h
sin h . cosh—1
= COST + sin :UT
— cosx, kun h — 0.
Siis
d .
—sinx = cos .
dx
Muistamalla, ettd cosz = —sin(z — ) saadaaan helposti (HT), etta
d .
—cosx = —sinz.
dx

Luvun alussa lahdimme naiivista geometrisesta tangentin mielikuvasta, mika
ohjasi meita maarittelemaan derivaatan kasitteen tarkasti. Nyt maaritellaan, mita
kayrian tangentilla tarkkaan ottaen tarkoitetaan — maaritelma vastaa geometrista
mielikuvaamme.
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Maaritelma. (kdyrdn tangentti) Olkoon f derivoituva pisteessd xo. Kayran y =
f(x) tangentti pisteessd (xo, f(xg)) on se pisteen (zg, f(xp)) kautta kulkeva suora
L, jonka kulmakerroin on f’(xz¢), ts. tangenttisuoran L yhtalé on

y = f(zo) + f'(zo)(x — x0) .

Vaikka tangentti ja derivaatta on maéariteltdva analyyttisen tasmaéllisesti, jotta
niita todella voitaisiin kayttaa matematiikassa, niiden visuaalinen tulkinta &arim-
maisen tarkea apukeino. Esimerkiksi, intuitiivisesti vaittama

Funktio f on kasvava (f(x) < f(y), kun x < y), kun f’ > 0 ja vdhenevé
(f(x) > f(y), kun x < y), kun f' <O0.

on ilmeinen, koska mikali derivaatta f’(x) > 0, osoittaa kdyrén tangentti ylaviis-
toon (ja jos f'(z) < 0, osoittaa kayrén tangentti alaviistoon). Analyyttisen tarkasti
tama todistetaan myohemmin (ks. 2.10).

Esimerkki. (Derivaatta nopeutena)

Tarve korvata intuitiivinen kéasitys nopeudesta tai vauhdista johtaa myos samaan
derivaatan késitteeseen. Tarkastellaan suoralla liikkuvaa kappaletta (pistettd) (y-
koordinaatti mitatkoon etéisyyttd suunnan huomioiden). Pisteen liike saadaan ajan
funktiona lausekkeesta y = f(t). Jos tdméa on lineaarinen funktio, f(t) = ¢t + b, on
litke tasaista, nopeudella c. Talloin nopeus on

f(t1) — f(2)
t1 —t

Y

kunhan ¢; # t. Jos taas liike ei ole tasaista, niin erotusosaméaara

f(t) — f(1)
t1 —t

ilmaiseekin vain keskimadraisen nopeuden t:n ja ti:n valilla.

Hetkellinen nopeus ajanhetkelld t saadaan keskimaaraisen nopeuden raja-arvona,
kun t; — t, eli se on f:n derivaatta (mikéli olemassa) t:n suhteen pisteessé ¢:

f/(t) — lim f(tl) B f(t) )

t1—t t1—1

Esimerkiksi vapaasti putoavan kappaleen putoamismatka y ajan ¢t funktiona on
(kokemusperiisesti) verrannnollinen putoamisajan neliéon,

y = f(t) = at*,
a vakio, josta hetkellinen nopeus on
f(t) =2at .

Siis: putoamisnopeus on verrannolinen putoamisaikaan.
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2.2. Lause. (Derivoinnin lineaarisuus) Olkoot f ja g derivoituvia pisteessi x €
la,b] ja c € R. Tdlloin f + g ja cf ovat derivoituvia ja

(f+9) () =f'(z) +¢'(z)

ja
(cf)(z) =cf'(x).

Todistus. Vaite seuraa, koska

(f+9)@+h) - (f+9)x) flat+h)—fl=) gl@+h)—gx)

h - h + h — f'(x) +9'(z)
ja
@+ h) = (@) _ Je+h) = f@) | o
h h |

2.3. Seuraus. n. asteen polynomsi
p(z) = apx™ + an_12" M+ . arz +ag
on (jatkuwvasti) derivoituva ja sen derivaatta on (n —1). asteen polynomi

P (2) = napz" ' 4+ (n — Dap_o2™ ' 4 ... 2092 + a; .

Derivoituvuus ja jatkuvuus. Derivoituvuus on vahvempi ominaisuus kuin jat-
kuvuus:

2.4. Lause. Jos f on derivoituva pisteessd x, niin f on jatkuva pisteessa x.

Todistus. Koska

1t h) — ) = [P o= o,

kun A — 0, on

ja f on siten jatkuva pisteessa x. O

Lauseen 2.4 kainteinen vaite ei ole tosi: on olemassa jatkuvia funktioita, jotka
eivat ole derivoituvia. Weierstrass jopa konstruoi funktion, joka on kaikkialla
jatkuva, mutta ei ole missaan pisteessa derivoituva. Seuraavassa pari helppoa esi-
merkkia.
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Esimerkkeja.

[xI

i) (Kulmapiste)
Jos funktion graafissa on terava kulma tai karki, ei funktio ole vastaavassa pis-
teessa derivoituva. Esim.

f(z) = |z

on kaikkialla jatkuva. Silla ei ole derivaattaa pisteessd x = 0, silla

FO+R) —fO) |h (1, josh>0
h h_{

h -1, josh<O,

joten toispuoleiset raja-arvot, kun h — 0+ ja h — 0— eivat ole samat, eikd raja-
arvoa nain ole olemassa. Intuitiivisesti funktion sileys vastaa sen derivoituvuutta.

iﬁ

ii) (Pystysuora tangentti)
Olkoon

flx)=a5 = V.

Talloin f on maaritelty kaikilla z € R ja

FO+m)—£0) _ VR, s
h h

kun h — 0. Siten f ei ole derivoituva origossa. Geometrisesti tdma tarkoittaa
tangentin olevan pystysuora origossa.
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Korkeammat derivaatat. Jos f on derivoituva vélilld ]a, b[, niin sen derivaatta
[/ méaérittelee my6s funktion f’: Ja, b[— R, jolloin voidaan kysyé, onko derivaatta-
funktio f’ derivoituva. Jos se on, niin sanotaan, ettd derivaatan derivaatta on f:n
toinen derivaatta,

f(@) = (f)(x),
ts.
f”(&?) — lim f (33 + h) — f (x)

h—0 h ’

jos ko. raja-arvo on (reaalilukuna) olemassa.

Edelleen voidaan kysyé, onko toinen derivaattafunktio f” derivoituva (mikali se
on jollain avoimella vililld olemassa), tdmén derivaatta, mikéli olemassa on f:n
kolmas derivaatta " = f®) jne. Rekursiivisesti, olkoon fm n. derivaatta f(™
olemassa valilld |a, b[. Funktion f (n+ 1). derivaatta pisteessi x on luku

a1y g Sz +h) = ()
fr() = Jin h

b

mikili ko. raja-arvo on (reaalilukuna) olemassa®.

Huomautus. Usein sanotaan, ettd funktio f itse on 0. derivaatta, f = f(0).
Edelleen

fO=r, o=y

Jos kappaleen liiketta tulkitaan fysikaalisesti, kuten aiemmin, on toinen deri-
vaatta nopeuden muutoksen mittari eli kappaleen kithtyvyys. Vapaasti putoavan
kappalen esimerkkitapauksessa, putoamismatka oli hetkella ¢

y = f(t) = at?,

jolloin nopeus oli f/(t) = 2at ja kiihtyvyys

() = 2a,

toisin sanoen putoamiskiihtyvyys on vakio (gravitaatio).
Negatiivinen toinen derivaatta tarkoittaa siten nopeuden hiipumista, positiivinen
nopeuden kasvua.

Derivaatan ominaisuuksia.

Analyysi 1 -kurssilta muistamme, ettd suljetulla valilld [a,b] jatkuva funktio
saavuttaa talla valilld suurimman ja pienimmén arvonsa. Derivoituvalle funkti-
olle naméa maksimi- ja minimipisteet ovat joko derivaatan nollakohdissa tai vilin
paatepisteissa:

SKaytetdan myos merkintojd

f(n):dif:an.

dx™
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2.5. Lause. Olkoon f derivoituva pisteessd xo. Jos on olemassa sellainen xg:n
sisaltdvd avoin vali I, jolla

f(zo) = f()
kaikilla x € I, niin f'(z¢) = 0.

Todistus. Jos x € I, x < xq, niin

o< LI iy,

kun z — xo—, joten f’(xg) > 0. Edelleen, kun z € I, z > xg, niin

0> LI gy,

kun z — zo+, joten f'(z¢) < 0. Siis f/(z¢) = 0. 0

Derivaatta ilmaisee hetkellisen muutoksen suunnan:

2.6. Lause. Olkoon f derivoituva pisteessa xq.

i) Jos f'(z¢) > 0, niin on olemassa 6 > 0 siten, ettd

f(z) < f(zo) < f(t) kaikilla xg — 6 < x < xog <t <z0+9.
ii) Jos f'(zg) < 0, niin on olemassa § > 0 siten, ettd

f(x) > f(xo) > f(t) kaikilla xo — 6 < x <mog <t <x0+9.

Todistus. Koska i) = ii) selvésti, niin todistamme vain kohdan ). Valitaan lukua

€= @ vastaava d > 0 siten, etta

f' (o)
2

f(zo +h) — flxo)
h

— f(wo)| < e =

aina, kun 0 < |h| < §. Siten kaikilla h, joilla |h| €]0, d]

f(.’l?o—i-hf)L_f(xO) Zf/($0)_€:@>o'

Erityisesti, jos zg —d <z < zg <t < o+, Oon

flzo+x —x0) — f(20)

f(z) = f(@o) = (z — z0) - <0,
koska ©x — xp < 0, ja
£(8) = flao) = (¢ — ag) L2 ZIE0)

koska t — xy > 0. O
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Huomautus.
Ehdosta f'(xg) > 0 ei voi paatella, etta f olisi kasvava xo:n missdén ympéaristossa.
Tutki esimerkiksi funktiota
2 i 1 x
xesin-+ %, kunxz#0
ra =g

0, kun z =0,

mik4 ei ole kasvava missaén origon ymparistossa, vaikka f/(0) = 5 > 0.
Seuraavaksi tarkastellaan erotusosaméaraa
f(b) — f(a)
b—a
ja oletetaan, ettd f on derivoituva valilla [a, b], joten funktion graafilla on tangentti

koko vélilld. Yo. erotusosamééra on pisteiden (a, f(a)) ja (b, f(b)) kautta kulkevan
sekantin L kulmakerroin.

Jos tarkastellaan taméan sekantin L kanssa yhdensuuntaisia suoria, niin ainakin
yksi niistd néyttéisi olevan graafin tangentti vélilla [a, b], ts. on piste £ €]a, b], jolle

f(b) = f(a)

2 = 19,
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Tama4 ilmio todistetaan valiarvolauseessa, joka on alkeisdifferentiaalilaskennan ehké
tarkein ja hyodyllisin lause.

2.7. Lause. (Valiarvolause, VAL) Olkoon f: [a,b] — R jatkuva suljetulla valilld
[a, b] ja derivoituva avoimella vdlilli |a,b[. Tdlldin on olemassa & €|a,b| siten, ettd

F) = fa)

& =5

Jos derivaatta ei ole olemassa jokaisessa vélin ]a, b| pisteessé, ei VALin véite endé
pade, esim. f(x) = |z| (HT).

Yleensa valiarvolauseen todistus on tapana palauttaa eraaseen sen erikoistapauk-
seen, jonka todistamme ensiksi.

2.8. Lause. (Rolle) Olkoon f: |a,b] — R jatkuva vdlilli [a,b] ja derivoituva
avoimella valilld |a, b] ja olkoon lisdksi

fla) =0=f(b).

Tdlloin on olemassa & €la, b| siten, etta f'(&) = 0.

Todistus.
Jatkuvana funktiona f saavuttaa suurimman arvonsa M ja pienimman arvonsa
m valilla [a,b]. Koska f(a) =0 = f(b),on m <0< M. Jos m =0 ja M =0, niin
f=0ja f'(x) = 0 kaikilla z €]a, b[, jolloin mika hyvénsé & €|a, b| kelpaa.
Oletetaan sitten, ettd ainakin toinen luvuista m ja M on nollasta poikkeava.
Silloin joko minimi tai maksimi saavutetaan jossakin pisteessa & avoimella valilla
la,b]. Lauseen 2.5 nojalla f'(£) = 0, ja lause on todistettu. O

Esimerkki. Olkoon P(x) = 2% + 7x. Talléin * = 0 on P:n ainoa reaalinen nol-
lakohta, koska jos olisi ¢ € R, jolle P(zg) = 0, niin Rollen lauseen nojalla jollakin
x 0:n ja zg:n valilla, z # 0,

0=P(z)=32>>0, kun 2 # 0,

mika on absurdia.



ANALYYSI 2 39

Valiarvolauseen 2.7 todistus. Tutkitaan apufunktiota

f(b) — f(a)

o) = f(z) — fla) - 2=

(r—a), x€]a,b],

mika geometrisesti tarkoittaa graafin pisteen (x, f(x)) pystysuoraa etédisyytté sekan-
tista. Koska ¢ on lineaarifunktion ja f:n summa on se derivoituva ja

o) = () - TO T
Koska lisiksi ¢(a) = 0 = ¢(b), seuraa Rollen lauseesta, ettd on olemassa & €]a, b|,
jolle
b) —
0=g/(e) = s'te) - =)

x.f@)+ f(bb)ﬂ (x-2))
—a

Valiarvolauseen sovellutuksia.
Kirjataan muutamia valiarvolauseen lukuisista sovellutuksista.

Esimerkki. Kuinka suuri virhe tehdéan, kun V2:1le kaytetaan likiarvoa 1.47
Olkoon f(x) = /x, jolloin

1
2\/x

Huomataan, etta f’ on vaheneva. Koska

f(x) = , kun z > 0. (HT)

1.42 =1.96 < 2,
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on 1.4 < /2. Viliarvolauseen nojalla on ¢ €]1.4,/2[, jolle

0<V2—14=f(2)— f(1.96) = f'(£)(2 — 1.96)
0.04

< f/(1.96)(2 ~ 1.96) =

1
= — ~ (0.0142857
70

2.9. Lause. Olkoon f derivoituva avoimella vdlilld |a,b[. Jos (jollain M € R)
|f'(z)| < M kaikilla x €]a,b],
nimn
(@) — )| < Mz — y| kaikilla 2,y €la,b],
eli f on Lipschitz-jatkuva.

Todistus. Valiarvolauseen nojalla on & z:n ja y:n valissa siten, etta
1f(@) = fW)] =1z —y)| < M|z —y|.
O

Seuraava sovellus on havainnon mukaan ilmeinen, mutta sen todistaminen kayt-
tamatta valiarvolausetta olisi hieman tuskallista.

2.10. Lause. Olkoon f: |a,b] — R jatkuva suljetulla vdlilli [a,b] ja derivoituva
avoimella valilld |a, b].

i) Jos f'(x) > 0 kaikilla x €]a,b], on f kasvava vdlilld [a, b].
ii) Jos f'(x) > 0 kaikilla x €]a, b| ja jos f' # 0 jokaisella osavdlilld |c,d[Cla, b],
on [ aidosti kasvava.
iii) Jos f'(z) <0 kaikilla © €]a,b], on f vihenevd vdlilld [a,b].
iv) Jos f'(z) <0 kaikilla x €]a,b| ja jos f' # 0 jokaisella osavdlilli |c,d][C]a, b],
on f aidosti vihenevd.

Todistus. Olkoot x1,x9 € [a,b], T1 < xo. Tall6in on £ €|xy, x3], jolle

f(x2) = f(x1) = f/(€)(x2 — 21),

joten f(xo) — f(x1):114 ja f/(£):114 on sama merkki. Kohdat i) ja iii) seuraavat.
Kohdat ii) ja iv). YII& osoitetun nojalla f on monotoninen. Siten, jos f(z2) =
f(z1), on f(x) = f(x1) kaikilla x €]zq, zo|. Siispa

f(z) = 0 kaikilla x €]zq, 2],
mika on ristiriidassa oletuksen kanssa. O

2.11. Seuraus. Olkoon f derivoituva valilld I. Jos f'(x) = 0 kaikilla x € I, on
f wvakio.

Todistus. Lauseen 2.10 nojalla f on seka kasvava ettd vaheneva, siis vakio. O
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2.12. Seuraus. Valilld I derivoituville funktioille f ja g pdtee
f(z) =g'(z) kaikilla z € T
tasmdalleen silloin, kun on olemassa vakio c € R, jolle

f(z) = g(x) + ¢ kaikilla x € I

Todistus. Sovella Seurausta 2.11 funktioon f —g. O

2.13. Lause. (Yleistetty véliarvolause) Olkoon f ja g jatkuvia suljetulla valilld
[a,b] ja derivoituvia avoimella vililld |a,b[. Jos

g'(z) # 0 kaikilla x €]a, b,

niin on olemassa & €la,b| siten, ettd

Todistus. Havaitaan ensin, ettd valiarvolauseen nojalla on xo €]a, b| siten, etta

g(b) — g(a) = g'(z0)(b—a) #0,

joten funktio

on jatkuva vélilla [a, b] ja derivoituva valilla |a,b[ (vertaa VALin todistus). Sovel-
letaan Rollen lausetta tahéan: koska F'(a) =0 ja

f(b) — f(a)
g9(b) —g(a)

niin Rollen lauseen 2.8 nojalla on £ €la, b[ siten, etta

F(b) = f(b) = f(a) - (9(b) —g(a)) =0,

0=F'(©) = f(§) - L=
joka onkin haluttu tulos. O

Yleistettya valiarvolausetta kaytetaan todistettaessa seuraava, varsin nappara
keino raja-arvojen laskemiseksi, I’Hospitalin saanto.

2.14. Lause. (I'Hospitalin sdéntd) Olkoot f ja g derivoituvia avoimella valilld
la, b siten, ettd
g'(z) # 0 kaikilla x €]a, b|.

Jos
lim f(x) =0 ja lim+ g(x) =0

T—a+
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ja jos
fla)

z—a+ g'(z)

nin osamaardlla % on raja-arvo ja
lim M =1L

r—a+ (g 1‘)
Todistus. Maarittelemalla

fla) =0=g(a)

saadaan f ja g jatkuviksi suljetulla valilla [a, x|, on = €]a,b[ mikd hyvénsé. Siten
yleistettya véliarvolausetta 2.13 voidaan soveltaa vélilla [a, z]. (Samalla havaitaan,
ettd g(z) # 0 kaikilla = € [a,b[.) Olkoon £ > 0 ja valitaan § > 0 siten, ettd

f'(x)
g'(z)

—Li<e, kuna<z<a+d.

Jos z €]a, a + J[, niin yleistetyn valiarvolauseen nojalla on &, €la, z|, jolle

S @ @) e

e B e R B (o R
koska f(a) =0 = g(a). a
Esimerkki. ’'Hospitalin sddnnon avulla
2 —1 4023 40

I s T m 30 T 39

Huomautuksia. 1. Vastaava tulos patee tietysti myos vasemmanpuoleisille raja-
arvoille, ja siten myos varsinaisille raja-arvoille. Muista aina tarkistaa, etta kaikki
I’Hospitalin lauseen oletukset ovat voimassa!

2. Olkoon f ja g derivoituvia ja

lim f(z) =0ja lim g(z)=0.

r— X0 T—X0o

Jos raja-arvot
lim f(z)=Fja lim ¢'(z) =G #0
T—XQo

T—XQ

ovat olemassa, niin

/
lim F@) = E ,
a—wo g'(z) G
joten I'Hospitalin lauseen mukaan
i 1) _F
a—zo g(x) G
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3. I"Hospitalin lausetta vastaava tulos patee myos raja-arvoille + — oo ja x —
—oo (muotoilu ja tod. HT).

4. ’Hospitalin lausetta vastaava tulos patee myos
arvoille (HT):

Olkoot f ja g derivoituvia avoimella valilli |a, b[ siten, ettd

7 2X” muotoa oleville raja-

g'(z) # 0 kaikilla x €]a, b|.

Jos
Jm f(z) = oo ja lim g(z) = oo
ja jos
/
@) _ ;e R,
z—a+t g'(x)
niin osamaaralla % on raja-arvo ja
lim _f(a:)
z—a+t g(z)
Esimerkki. Mika on raja-arvo
14+ax—¢"

lim
z—0 212

val onko sitd?
Maaritellaan
flx) =142z — e ja g(z) = 222,

jolloin f ja g derivoituvia seka

lim f(z) =0 = lim g(x)

z—0 z—0
ja
g (z) =4z #0, kun x # 0.

Siten I’'Hospitalin s&é&nnoén oletukset ovat voimassa ja saamme (f'(z) =1 — e%)

. l+ax—e” . fl(x) . 1—¢”
lim —~ % _ fim — lim ,
z—0 222 z—0 ¢'(x) =—0 4z

mikali oikeanpuoleiset raja-arvot ovat olemassa. Koska derivaattojenkin osamaaran

raja-arvo on muotoa %, sovellamme ’Hospitalin sddntoa derivaattafunktioihin f’ ja

g’ (oletukset ovat voimassal). Saamme

lim ') = lim C)) lim —< =

=0 g'(x)  e=0g"(x)  =—0 4

A

Siis
. 14+x—¢" _ 1
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Funktion approksimointi lineaarifunktioilla. Differentiaalit.
Olkoon f derivoituva pisteessa x, ts. f:n erotusosmaaralla pisteessa x on ole-

massa raja-arvo
h) —

Jos (kiintedlla h) merkitsemme

flath) = @),
=S )

ndemme, ettd derivaatan maéaritteleva raja-arvoehto takaa, etta

%12%6(]1) =0.

e(h) =

Kaantaen, jos funktion f muutos tai lisays pisteessa x voidaan kirjoittaa muotoon
f(x+h) — f(x) = Lh + he(h) pienilld h

(tdssd, tarkkaan ottaen, sekd L ettd e(h) riippuvat myos pisteestd x) ja mikali
"virhetermille” he(h) patee

%12%6(]1) =0,

on f:n erotusosamadrilld pisteessa x raja-arvo = L, ts. f on derivoituva pisteessa
x ja f'(x) = L. Olemme siis saaneet lauseen:

2.15. Lause. (differentioituvuus) Funktio f: |a,b[— R on derivoituva pisteessi
xo €la,bl, jos ja vain jos, on olemassa luku L € R ja funktio € siten, ettd

f(xzo+h) — f(xo) = Lh + he(h), kun x + h €]a,b[,

ja

}ILILI%) e(h)=0.
Talloin

f’(fﬂo) = L .

O

Lauseessa 2.15 funktion ¢ pitda olla maaritelty 0:n ymparistossa; se voidaan
kuitenkin aina méaritelld valilla |a — zq,b — x¢[ lauseen kaavalla.

Lauseessa 2.15 olevan ehdon toteutumista sanotaan usein f:n differentioituvuu-
deksi pisteessd xg. Edelleen, lisdyksen lineaarista osaa kutsutaan f:n differenti-
aaliksi pisteessa xg ja sita merkitaan

df(()j'o, h) = f’(l‘o)h .

Siten f:n muutos voidaan kirjoittaa muodossa*

Ay = f(xo + h) — f(xo) = df (xo, h) + he(h).

4Monissa yhteyksissi kiytetain merkintoja (kirjoitetaan h = di)

dy = df (zo,dz) = f'(zo)dx,

jolloin muutos saa muodon
Ay = dy + edzx .
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Kirjoitetaan seuraavaksi differentiaalin ja muutoksen suhde muodossa
f(xo +h) = f(zo) + f(xo)h + e(h)h,
mistd ndhddén, ettd f(zo + h) on sama kuin (muutujan h suhteen) lineaarisen

funktion f(xg) + f'(xo)h arvo virheella he(h). Differentioituvuusehto takaa sen,
etta pienilla h tadméa approksimointivirhe on darimmaéisen pieni.

y=f(x d+L(x—x0)

I ‘ ‘ I
) x0+h

Arvoidaan seuraavassa tarkemmin taté virhettd: Jos f on derivoituva pisteen xg
ymparistossa, on valiarvolauseen nojalla

f(zo+h) = f(xo) = f'(§)h
jollakin & pisteiden x¢ ja xg + h valissa, joten

f(zo +h) — flxo)

e(h) = 3 — f(xz0) = f'(&) — f'(w0) -

Jos my6s f’ on derivoituva (eli f kahdesti derivoituva), voimme soveltaa véliarvo-
lausetta uudelleen (funktioon f’) ja saamme

F1(€) = f(wo) = £ (n)(§ — xo)

jollakin n pisteiden xq ja & valissa, erityisesti n on pisteiden zg ja g + h valissa.
Siten
()] = [f"(n)(§ — zo)| = [f"(M)]|§ — 20| < Mh,

misséa

M = sup{f”"(t): [t — xo| < |h[}.
Siten lineaariapproksimoinnin virheelle
e(h)h = f(zo + h) = (f(zo) + f'(2z0)h))

patee
le(h)h| < Mh?,
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miké on kovin pieni, kun h on ldhelld nollaa. Siis, kun f” on rajoitettu |f”| < M,
niin

| f(zo + h) — (f(zo) + f'(zo)h)| < MR,
Funktion approksimointi lineaarisella funktiolla on darimmaéisen hyodyllistd monis-
sa sovellutuksissa.

Huomautus. Joskus myds toispuoleisista derivaatoista voi olla iloa (esimerkiksi

vélin padtepisteissi). Ne madritellddn erotusosaméaérin toispuoleisina raja-arvoina

D+f($0) = hl_i)r(r):_ f(zo + hf)L — f(wo)

(oikeanpuoleinen derivaatta)

ja

D~ f(zo) = lim &0 Fh) = f(@o)

) (vasemmanpuoleinen derivaatta)
h—0— h

mikali ko. raja-arvo on olemassa. Tassa f:n ei tarvitse olla maaritelty kuin kyseisella
puolella pistetta xg.

Patee: f on derivoituva pisteessa xg, jos ja vain, jos f:lla on toispuoleiset
derivaatat D% f(xg) ja D™ f(xq) sekéd

D™ f(zo) = D™ f(zo) ,

mikéa on talloin myos derivaatan arvo.
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3. Derivaatta ja integraali - analyysin peruslause
Tutkitaanpa derivoinnin ja integroinnin valista yhteytta:

Integraalin derivaatta.
Muistetaan, etta integroituvan funktion f integraalifunktio on muotoa

Flz) = /f(t) dt

oleva funktio.

3.1. Lause. (Analyysin peruslause (osa 1)) Olkoon f: [a,b] — R Riemann-
integroituva. Jos f on jatkuva pisteessd xo €la,b[, niin f:n integraalifunktio F,

F(z) = / f(t)dt,

on derivoituva pisteessd xo ja F'(xg) = f(z0).

Todistus. Seuraa integraalilaskennan véaliarvolauseen 1.14 todistuksesta: Jokaisella
h > 0 saadaan arviot

ro+h
B < hsup{f(z): = € [xo, 0 + h]}
F($0+h)—F(.TO)— / f(t)dt{ > hmf{f(l‘) T € [l‘o,x()_’_h]}?

joten

F(zo+h) — F(a:o){ < sup{f(x): = € [xo, 0 + ]} — f(w0)
h > inf{f(z): xz € [xo,z0 + h|} — f(x0),

kun h — 0, koska f on jatkuvuva pisteessa xg. Samoin negatiivisille A < 0. Siis F
on derivoituva pisteessa x( ja

F'(z0) = f(zo).
0

Huomautus. Peruslauseen 3.1 mukaan siis derivointi palauttaa jatkuvan funk-
tion integraalin takaisin alkuperaiseksi funktioksi, mika voidaan kirjoittaa muotoon:
jatkuvalle funktiolle f

- / F(tydt = f(z).

Esimerkkeja. Peruslauseen 3.1 nojalla voidaan laskea erdiden funktioiden deri-

vaattoja. Koska
X

1
1 = [ =dt
ogx /t ,

1
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on logaritmi derivoituva ja
dlogz 1

dx x

Edelleen, koska a-kantaiselle logaritmille “log x patee

seuraa derivoinnin lineaarisuudesta (Lause 2.2), etta

d®logz 1
de  xzloga’
Lopuksi, koska
x
e’ = / etdt+1,
0
on eksponenttifunktio derivoituva ja peruslauseen nojalla
de*  d [, d
= — dt —1 — z .
dx dx e at+ dx c
0

Primitiivi (antiderivaatta) ja integraali.
Analyysin peruslauseen 3.1 ensimmaéinen muoto takaa, ettéd jatkuvalle funktiolle
f integraalifunktio on aina ratkaisu ongelmalle:

Olkoon f annettu. Maaraa sellainen funktio F', jolle

F'(x) = f(z) kaikilla x .

Tasséd halutaan siis kaantaa derivointiprosessi.

Maaritelma. (primitiivi, antiderivaatta) Funktion f: |a,b[— R primitiivi tai an-
tiderivaatta on sellainen funktio F': |a,b[— R, jolle

F'(z) = f(x) kaikilla x €]a, b].

Huomautus/Varoitus. Primitiivi (antiderivaatta) on méaritelman mukaan de-
rivoituva. Primitiivi ei ole yksikasitteinen. Usein kirjallisuudessa kutsutaan mita
hyvansa primitiivifunktiota f:n integraalifunktioksi. Meilla integraalifunktio-nimi-
tys on (toistaiseksi) varattu niille funktiolle, jotka saadaan f:std eksplisiittisesti
integroimalla. Mychemmin, Lauseen 3.3 jilkeen laajennamme integraalifunktion
kasitetta niin, ettd myos F' 4 vakio on aina integraalifunktio, jos F' on.
Analyysin peruslauseen 3.1 nojalla siis:
Jatkuvan funktion f jokainen integraalifunktio on f:n primitiivi.
Néin ei saada kuitenkaan kaikkia primitiiveja.
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Esimerkki. Koska - (sinz+7) = cosz, on F(z) = sinz + 7 funktion cosz primi-
tiivi. Tata ei kuitenkaan saada cos z:sta integroimalla, koska

b
|/cosa:da;\§7r<7:F(0).

Seurauksen 2.12 nojalla kaksi f:n primitiivifunktiota eroavat toisistaan vakiolla:

3.2. Lause. (Analyysin peruslause (osa 2)) Jos Fy ja Fy ovat saman funktion f
primitiiveja, nitn on olemassa vakio c, jolle

Fi(z) = Fy(x) + ¢ kaikilla x .
Kdaantaen, jos Fy on eras f:n primitiivi, nitn jokainen muotoa
F(z) = Fi(x) + c,

missa ¢ on vakio on myds f:n primitiivi.

Yhdistamalla peruslauseen molemmat osat saamme:

3.3. Lause. (Analyysin peruslause) Olkoon f: I — R jatkuva, missi I C R on
avoin vali. Talloin jokainen f:n primititvi ' on muotoa

(%) F(x):c—}—/f(t)dt,

missa ¢ € R ja a € I ovat vakioita.
Kddntden, mikd hyvdnsd muotoa (*) oleva funktio F' on f:n primitiivi.

Esimerkki. Oletus f:n jatkuvuudesta oleellinen: Olkoon F' funktion f,

f(x) {1, kun z > 0
= 0, kunx<0,

integraalifunktio

0, kunxz<0,

F(ﬂf):/mf(t)dt:{x’ kun 2 > 0

joten F' ei ole primitiivi, silla se ei ole derivoituva pisteessa x = 0.

Huomautus. Nyt voimme huoletta kutsua mita hyvansa jatkuvan funktion f:n
primitiivia integraalifunktioksi, ts. tasta lahtien funktion f integraalifunktio
on mika hyvansa muotoa

F(z) = c+/f(t) dt
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oleva funktio. Siten jatkuvan funktion f tapauksessa samat funktiot sekd primitii-
veja ettd integraalifunktioita.
Usein kéytetaan (hieman sekavaa) merkintad

F(o) = [ f(a)da,

jolla tarkoitetaan, ettd F' on f:n primitiivi, eli F'(z) = f(z) tai etta

F(z) = c+/f(t) dt

sopivilla vakioilla a ja c¢. Jatkuvan funktion f tapauksessa molemmat tulkinnat
johtavat samaan. Nain ei kay kaikille funktioille.

Analyysin peruslauseen avulla maarattyja integraaleja voidaan laskea primiti-
ivien avulla.

3.4. Lause. Olkoon F jatkuvan funktion f: |a,b] — R primitiivi. Tdlloin
b
b
/j@mx:/puy:mm_me

a
a

Todistus. Koska F'(z) = f(z), on analyysin peruslauseen nojalla

a

F'(z) dx—(c+/F’(m)dx)

a

o
=
|
o
&
I
o
+
S _

O

Huomautus. Jos integrandi f on paloittain jatkuva, voidaan Lausetta 3.4 sovel-
taa, jakamalla integrointivali osavéaleihin, joissa f on jatkuva. Esim. jos

f(:t):{l’ kun z >0

-1, kunz <0,

on
1

/f(a:)da::/_?(—:l:)—l—/ola::—1+1:0.

-1

3.5. Huomautus. Monesti Lausetta 3.4 kdytetadn muodossa: jos f on jatkuvasti
derioituva, nin

ﬂ@:f@d+/fﬁwt
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Esimerkkeja. Monesti funktioita on helpompi derivoida kuin laskea integraaleja
osasummien avulla. Esimerkiksi, on aivan helppoa nahda, etta

" — xl _ _ _ _
0 gl g 2x0+...x:1:'8 2—|—a:g 1
Tr — X
—>nx6“17
kun x — xg, joten

d _

_xn:nxn 1

dx

Integroimalla saadaan

b

b
/nw”_ldx:/ " =b"—a",
a

a

tal merkitsemalla m =n — 1

b
/mm dr = 1 (bm—H _ am—|—l)
m+1 ’
a
kun m € N.
My6s derivointikaavat

dsinzx d cosz

=cosT ja = —sinx
dx dx

oli helppo johtaa (niissé tarvittiin vain trigonometristen funktioiden yhteenlasku-

kaavoja ja tietoa, etta
sin h
lim =1).
h—0 h )

Naista saadaan integrointikaavat
b
b
cosx dx = / sinx =sinb — sina
a
a

ja
b
b
/sinxdm:/ (—cosz) = cosa — cosb.
a

a

Lisaa talla tavalla saatavia integrointikaavoja on taulukossa 5.1.
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4. Differentiaalilaskentaa
Derivointisaantoja.

4.1. Lause. (summan, tulon ja osamadrin derivaatat) Olkoot f ja g derivoituvia
pisteessd x €|a, b[ Tdlldin

i) summafunktio f + g on derivoituva pisteessd x €|a,b[ ja
(f+9) () = f'(2)+4'(2).
ii) tulofunktio fg on derivoituva pisteessi x €]a,b| ja

(f9)'(z) = f'(z)g(x) + f(2)g (x).

iii) jos lisdksi g(z) # 0, on osamddrdfunktio 5 derivoituva pisteessd x €)a, b| ja

Todistus. i) Todistettiin jo lauseessa 2.2.
i1) Lasketaan erotusosamaérin raja-arvo

(f9)(x+h) — (fo)(x) _ flz+h)glz+h) - fz)g(x)

h h
= fa+m @90 )
— f(z)g'(z) + f'(z)g(z), kun h — 0.

flz+h) - fz)
h

ii1) Havaitaan ensiksi, ettd koska g on derivoituva pisteessd x, on se jatkuva
pisteessd z. Siten ehdosta g(x) # 0 seuraa, ettd g(z) # 0, kun z on lahelld pistetta
x. Erityisesti osamaara % on hyvin maaritelty lahella pistetta x. Lasketaan sen
erotusosamaaran raja-arvo

f f fath) _ i)
g@Hh) — 5@  Serm 9@

h h
T — f(x z+h)—g(x
g(m)f( +h]2 f(x) f(x)g(—&-]i g(zx)

g(w)g(z + h)

silld g:n jatkuvuuden pisteessd x nojalla g(x + h) — g(z). O

Esimerkkeja. Muistetaan, etta

d
— 2" =nz" !, kunn € N,
dx
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mika seuraa induktiolla tulon derivointisaannostakin, kunhan tietaa, etta %x =1.
Kayttamalla summan ja osamadran derivointikaavoja minka hyvansa rationaali-
funktion (so. kahden polynomin osamaéérén) derivaatta voidaan laskea. Erityisesti,

jos n on negatiivinen kokonaisluku, niin merkitain n = —m, jolloin
—1
ixn _ ii _ 0z™ — 1max™ _ _mxm—l—Qm
dz dx x™ (zm)?
= na" !
Siten
d

— 2" =nz" !, kaikillan € Z.
dx

Edelleen, derivointikaavoista

dsinz . dcosx
= cosz ja
dx dx

= —sinx

saadaan kaavat mm. tangentin ja kotangentin derivaatoille:

dtanx d sinx  cosxcosx — sinx(—sinx)
dx dx cosx (cosx)?
1 2
= I 1+ tan® x,
cos?

koska 1 = sin’ z + cos? z, ja

d cotx d cosx —sinzsinx — cosx cosx
dz dz sinx (sinz)?
1
=—— =—(1+cot’z).
sin“ x

Nama voidaan kirjoittaa myos integrointikaavoina
[sinzdez = —cosxz, [coszdr=sinx,

dr = —cotx.

2

[ =5-dz =tanz, [

cos? x sin? x

Muista varoa, ettet integroi naita viimeksimainittuja yli nimittdjan nollakohtien!

4.2. Lause. (kédénteisfunktion derivaatta) Olkoon f derivoituva avoimella vélilli
la, b ja olkoon f'(x) > 0 kaikilla x €]a,b[. Tdlloin f:n kddanteisfunktio f~1 on myés
derivoituva pisteessi y = f(x) ja

Ay
dyf )= f(x)

Huomautus. Koska f/ > 0, on f aidosti kasvava (Lause 2.10), joten f:114 on ole-
massa kddnteisfunktio f~!, joka on méaaritelty vililla f(]a, b[). Se on myds jatkuva,
koska f on (Analyysi 1).

Lause on tosi tietysti myds jos f'(z) < 0 kaikilla x.
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Yot N 1T

ovo

X0 x0+h

Kaanteiskuvauksen graafi saadaan peilaamalla f:n graafi suoran y = x suhteen:
silloin tangenttisuoran peilisuoran kulmakerroin muuttuu tietysti kaanteisluvukseen.
Kaanteisfunktion ja funktion derivaattojen yhteys voidaan kirjoittaa muodossa

dy 1
==
dzx ﬁ

Todistus. Kirjoitetaan derivaatta erotusosamaaran raja-arvona

' — lim f(z) = f(=0) — lim f(z) = f(xo)
S = e = () = 71 (o))
— lim Y — Yo

v=vo f71(y) — f~H(yo)

missid y = f(z) ja yo = f(x9). Koska f ja f~! ovat jatkuvia, ovat rajankiynnit
xr — xp ja y — yo yhtapitavia. Siten viimeinen raja-arvo on olemassa ja koska se
on # 0, on

lim y— % = ! = ! .
v=vo f~1(y) =7 (yo)  lim,_,, W i wo)

O

Huomautus. Aidosti kasvavalla, derivoituvalla funktiolla f voi derivaatta havita
jossain pisteessa, f'(zg) = 0. Talloin kddnteisfunktio ei kuitenkaan ole derivoituva

pisteessi yo = f(xo). Esim. jos f(z) = 23 on f/(0) = 0 ja kiidinteiskuvaus g(y) = ys
ei ole derivoituva pisteessa yo = 0 (silld on pystysuora tangentti siind).

Esimerkkeja. 1. n. juuri. Funktio f:]0,00[— R
f(.r):x%, neN,

on funktion g: |0, co[— R,
9(y) =y
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kéanteiskuvaus. Siten f on derivoituva ja kun y = f(z), on

1 1 1 1 1-n
f/(fl?) — - - — T — _xlT ,
g(y) ny" n(x=)""1 n
eli
dx n

2. Trigonometristen funktioiden kadnteisfunktiot eli arcusfunktiot. Muistetaan

Analyysi 1 -kurssilta, ettd tigonometristen funktioiden kéanteisfunktiot eli arcus-
funktiot ovat

arcsinz = sin~ ! z: [—1,1] — [_Z, E]

2
arccosx = cos ' x: [—~1,1] — [0, 7]

(aidosti kasvava),

(aidosti vahenevi),
arctanz = tan ' z: R —] — g g[ (aidosti kasvava),

)
arccot x = cot ' z: R —]0, 7| (aidosti véhenevé).

Nama ovat (maarittelyjoukkojensa sisdpisteissi) derivoituvia Lauseen 4.2 avulla ja
derivaatat saadaan katevésti lasketuksi: (siny = z)

11 1

— arcsinz =
d

1
x d

4y Siny ~cosy ++/1 —sin%y RV

missd +-merkki valitaan koska y €] — 7, Z[, jolloin cosy > 0. Siten

d 1
% arcsinx = \/1—_71.2 .
Samanlaisella laskulla ndemme
1 1 (tiissi )
— arccosr = = assa T = cos
dx —siny V1—2x2’ y
1 1 .
e arctan r = Tty =172 (tdssd r = tany)
; 1 1 (tiissi ty)
—arccotr = ————5— = — ) assd r = co
dz 1+ cot?y 14 22 Y

Niista saadaan vastaavat integraalikaavat:

dx . . dx
——— —arcsinz ja — = —arccosz
/\/1—x2 /\/1—352

/ dz ) / dz
= arctanx ja = —arccotx.
1422 14 a2

Huomaa, ettd samoille integrandeille on kaksi eri integraalifunktiota; selitys télle
on se, etta integraalifunktiot eroavat vakiolla. T&ssa

. . s
arcsin T + arccos r = 5 ja arctanx + arccotr = —,
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onhan sinilld ja kosinilla 7:n vaihe-ero.
Erityisesti tasta saadaan etta
b

dx b
—_— = / arctanx = arctanb — arctana,
1 —|— 5132 a

a

josta mm.
1

/ dx tan 1 T
=arctanl = —
14+ 22 4

0
Namai integraalikaavat voitaisiin ottaa trigonometristen funktioiden méaarittelyn
lahtokohdaksi, jolloin trigonometriset funktiot voitaisiin maaritella puhtaan ana-
lyyttisesti ilman mitaan viittausta ympyrankaariin tms. Esim. kulman y ja sen
tangentin x = tany valinen relaatio tulee taysin julistetuksi kaavalla

x

_/ dt
y_ 1+t27

0
ainakin, kun —3 <y < 3.
Yhdistetty funktio. Muista, ettd jos f:]a,b|— R ja g: I — R on mééritelty
(véhintdén) f:n kuvajoukossa, ts. f(]a,b[) C I, on yhdistetty funktio gof: la,b|— R
ja
go flz) =g(f(x)).
4.3. Lause. (ketjusdéanto eli yhdistetyn funktion derivointi)

Olkoon f derivoituva pisteessd xq ja g derivoituva pisteessd f(xo). Tdalloin yhdis-
tetty funktio g o f on derivoituva pisteessd xqg ja

(g0 f) (wo) = g (f(w0)) ' (wo) -

Huomautus. Jos merkitdén y = f(x) ja h = go f, voidaan ketjusdéntd kirjoittaa

katevasti Leibnizin notaation avulla:
dh dh dy

dr  dydx’
Todistus. Merkitaan
Af = f(xo+h)— f(zo) ja
Ago f=go f(zo+h)—go f(zo),
jolloin
Ago f=g(f(zo+h))—g(f(z0))
= g(f(xo) + Af) — g(f(20))
=g (f(x0))Af + Afe(Af),

missé Lauseen 2.15 nojalla €(s) — 0 =: ¢(0), kun s — 0. Siten
Ago A A
7o =g'<f<xo>>7f N
f (o) f(zo+h) — f(z0)

- o) Hoo 2 W 2T 4 (g + 1)~ f(a)

g'(f(x0)) f'(x0) + €(0)f'(w0) = g' (f(w0)) f' (x0) ,
(

kun h — 0, koska f(zo + h) — f(z¢) — 0 fn jatkuvuuden nojalla. O

h
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Huomaa, ettd kadnteisfunktion derivaatan kaava saadaan myos ketjusadnnosta,

mutta derivoituvuus pitaa osoittaa ensin.
Esimerkkeja. 1. Olkoon a € R ja x > 0. Téllin f(x) = x® on derivoituva ja

fl(z) = ax* ",

Taméa nahdaan ketjusadnnon avulla:

a _ alogx

joten merkitsemalla
g9(z) = alogw ja h(y) =€’

on f = ho g, joten ketjusadnnon nojalla f on derivoituva ja

f'(@) = M (gla))g () = e = = 2= = a1,
x x
Sama integraalikaavana
xa—i—l
/xadxz , kun o #£ —1.
a+1
2. Olkoon f(z) = log |z|. T&ll6in
log x, kun x > 0
)=
log(—z), kunxz <0,
joten
@) % , kun z > 0
fz) = —}I-l:%, kun x <0,

ts.
1
f(x)==, kun x #0.
x

Sama integraalikaavana
— =log|z|, kun 0 ei ole integrointivalilla.
x
3. Olkoon a > 0 ja f(z) = a®. Talléin f(z) = e(°29)% joten

f(x) = %((log a)z)el*t DT = (loga)a® .
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1
1
1
1
1
1
v cothx
A Y
A Y
L Y
\~.
1 ..---..
tanh x
-1 -0.5 0.5 1
— -1
..~
A 3
-
_0_5, \‘
\ Y
sinh x “
cothx
1
_l, '
1

Hyperboliset funktiot.
Eksponenttifunktio tulee vastaan monenkaltaisissa sovellutuksissa. Usein ne esi-
intyvat kombinaatioina

1
5(6”3 +e ") tai —(e —e 7).

Naita kutsutaan hyperboliseksi kosiniksi ja siniksi

) et —e ", e* +e "
sinh x := — 2 coshz := —

ja edelleen hyperboliset tangentti ja kotangentti

x —X

sinh z et —e . cosh z et 4 e %
tanh x := = ja cothx := — = .
cosh z er e~ ® sinh z er — e %

Huomautus. coshz = 1(e” + ™) > cosh0 = 1 kaikilla z ja

cosh?t — sinh? t = 1 kaikilla ¢.
Kirjoitetaan tama kaava uudelleen merkitsemalla x = cosht ja y = sinh ¢, jolloin
ot —y? =1,

ts. t:n liikkkuessa piste (x,y) liikkkuu pitkin hyperbelida (tosin ei piirrd siitd kuin
oikeanpuoleisen palasen, koska = = cosht > 1).
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Hyperbolisille funktioille pateee yhteeenlaskukaavat (HT)

sinh(z + y) = sinh x coshy + cosh x sinh y ja
cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh z sinh y .

Edelleen, derivointikaavat on helppo johtaa:

d
—sinhx = coshx, — coshz =sinhx,
dx dx

tanh 1 d th 1
—tanhz = ———, —cothz = —— )
dx cosh? z dx sinh?

Hyperbolinen sini ja tangentti ovat aidosti kasvavia bijektioita
sinh: R — R ja tanh: R —] — 1, 1],
hyperbolinen kotangentti on myos bijektio
coth: R\ {0} = {y e R : |y| > 1}

ja aidosti vahenevé vileilld | — 0o, 0] ja 0, 00| erikseen. Sen sijaan hyperbolinen
kosini on parillinen funktio, joka maarittelee bijektiot

cosh: [0, 00[— [1, 00| (aidosti kasvava)
ja
cosh: | — 00, 0] — [1, 00 (aidosti vahenevé).

Siten néilla on kéénteisfunktiot (cosh:1la kaksi kdénteisfunktion haaraa), ns. area-
funktiot:
arsinh , ar cosh ,ar tanh ja arcoth .

Naiden kaavat voidaan helposti esittaa logaritmin avulla, esimerkiksi merkitaan

u = e kaavoissa
et + et . et —et
r= ————- Ja y = ——
2 2 ’

joista ratkaisemalla u:n suhteen saadut toisen asteen yhtalot saadaan

u=zEtvVr2-ljau=y+\Vy?+1

— jalkimmaisestd hylataan — -merkki, koska u = e > 0. Ensimmaiseen tulee

+, koska cosh ei ole injektio ja siten sen k#anteisfunktiollekin tulee kaksi haaraa.
Edelleen,

t =log(x + \/ﬁ) = +log(z + \/ﬁ) =:arcoshz ja
t =log(y + vy + 1) =: arsinhy,
missa
log(x + Va2 —1): [1,00[— [0,00] ja
—log(z + Va2 —1): [1,00[—] — o0, 0] .
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Samaan tapaan

1 1
artanhx = 510g1+$, kun —1<x<1
ja
1 1
arcothz = —log +$, kun || > 1.
2 r—1
Naista saadaan derivointikaavat
1 d 1
—arsinhr = ——, —arcosher = +—,
dx 2 +1 dx 2 — 1
1 d 1
%artanhle_—xz, %arcoth:ﬂ: 1—();'2‘

Huomaa, ettd artanhz on méairitely vain, kun |z| < 1 ja arcothz, kun |z| > 1.
Nama tulee erityisesti pitaa mielesséa, kun derivointikaavoista johdettuja integroin-
tikaavoja kaytetaan.

Funktioiden aariarvot.

Maaritelma. (dariarvot) Funktiolla f: I — R on pisteessd x¢g € I suurin arvo
(eli (globaali) maksimiarvo) valilla I, jos

f(xo) > f(x) kaikilla x € I .

Merkitaan,

f(xo) = max f

ja sanotaan, ettd xo on f:n maksimikohta.
Edelleen funktiolla f on pisteessd xg lokaali maksimi, jos f(xp) on f:n maksimi
jossain xg:n ymparistossa, ts. on olemassa o > 0 siten, etta

f(xo) > f(x) kaikilla x €]z — §, zo + 0[N .

Vastaavasti maaritellddn f:n pienin arvo eli (globaali) minimi, lokaali minimi ja
minimikohta. Silloin z¢ on f:n (lokaali) minimi, jos ja vain, jos xg on — f:n (lokaali)
maksimi.

Yhteisnimitys (lokaaleilla) minimi- ja maksimiarvoilla on: (lokaalit) ddriarvot,
vastaavat pisteet ovat (lokaaleja) dariarvokohtia. Edelleen sanotaan, ettéa kyseessi
on aito maksimsi tai aito minimi, jos epayhtalot ylla ovat aitoja, ts. esimerkiksi,
f:11a on aito minimi pisteessa xq, jos

f(z) > f(xo) kaikilla z € I, x # x¢ .

Yleensa funktiolla ei ole dariarvokohtia. Analyysi 1 -kurssilla osoitettiin, etté
jatkuva funktio saa suljetulla ja rajoitetulla valilla suurimman ja pienimmén ar-
vonsa. Derivaatan avulla voidaan yrittaa loytaa naita aariarvoja. Lauseen 2.5 no-
jalla kriittisia pisteita ovat ne kohdat, joissa derivaatta haviaa. Seuraavassa Lause
2.5 uudelleen muotoiltuna:
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4.4. Lause. (f’-testi lokaalille dariarvolle) Jos f on derivoituva avoimen vdlin
lokaalissa ddriarvokohdassa xq, niin f'(xg) = 0. O

Derivaatan nollakohta ei kuitenkaan aina ole lokaali dariarvokohta, esim. funk-
tiolla f(z) = 2°, f'(0) = 0, vaikka f on aidosti kasvava eiki silli ole lokaaleja
aariarvoja (kuin vélien padtepisteisad). Jos derivaatta vaihtaa merkkinsd kriittisessa
pisteessa on tama lokaali dariarvokohta:

4.5. Lause. (derivaatan merkkitesti) Olkoon f jatkuva vdlilla I ja derivoituva
paitsi ehkd pisteessa xg € 1. Jos kaikilla z < x¢g < t patee

f'(z) 20 ja f'(t) <0,

on f:lla maksimi pisteessa xq.
Vastaavasti f:lld on minimi pisteessd xq, jos

f(z) <0ja f'(t) >0,

kaikilla z < x¢ < t.
Vastaava aito dariarvo, jos epdayhtalot edella ovat aitoja.

Todistus. Lauseen 2.10 nojalla f on (aidosti) kasvava vélilla IN]— o0, 2] ja (aidosti)
vaheneva valilla I N [zg, oo[, joten xp on (aito) maksimikohta. a

Esimerkki. Olkoon f(z) = z(z — 1)3. Mitki ovat fm lokaalit diriarvokohdat?
Koska f on derivoituva, niin tutkitaan derivaattaa:

flx)=(x—-12+23x—-1)*=(z—1)*(x—1+32) = (z —1)*4z — 1),

joten
z =1 tai
f/(x):0<:>{x:l
4

Havaitaan, etta koska

on (mieti huolella tamal)

1
f'(:v)<0<:>4a:—1<0<:>a:<1.

Siten Lauseen 4.5 nojalla piste z = § on (aito) lokaali minimikohta, mutta f on
(aidosti) kasvava vililla [, oof, joten z = 1 ei ole dériarvokohta.

Toinen derivaatta kuvaa derivaatan muutosta. Jos siis f:n toinen derivaatta
f" on positiivinen, kasvaa f:n derivaatta ja siten f:n itsenséd kasvunopeus kiihtyy;
téalloin f:n graafi kaartuu tangentista ylospain (sanotaan, ettd f on kupera eli kon-
veksi). Vastaavasti, jos f” < 0, kaartuu f:n graafi alaspéin, jolloin f on konkaavi
eli kovera. Tama antaa oivan keinon tunnistaa aariarvon tyyppia.
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4.6. Lause. (f”-testilokaalille dériarvolle) Olkoon f derivoituva avoimella vélillé
I, xy € I. Oletetaan, etta f:lld on toinen derivaatta f"(xqg) pisteessd xo ja, ettd
f'(zo) = 0.

i) Jos f"(xg) >0, on xg f:n aito lokaali minimikohta.

ii) Jos f"(xg) <0, on xg f:n aito lokaali maksimikohta.

Todistus. Jos f"(xp) > 0, on Lauseen 2.6 nojalla § > 0 siten, etta
f(x) < fl(o) =0 < f/(t) kaikilla zg —d < o < wog <t < a0+,

joten derivaatan merkkitestin (Lause 4.5) nojalla kyseessé on aito lokaali minikohta.
O

Huomautus. Jos f”(xg) = 0 kriittisessd pisteessé xq, ei voida tietdd, onko ky-
seessa aariarvo vai ei ilman lisatutkintaa.

Esimerkki. Olkoot pisteet A ja B samalla puolella suoraa L. Halutaan 16ytaa
piste P suoralta L, jonka etdisyyksien (pisteistd A ja B) summa on mahdollisim-
man pieni. Voidaan olettaa, ettd L on suora y = 0, A = (0,h) ja B(a,h;), missi
a,h,hy > 0. Té&ll6in suoran L pisteen (0,x) etdisyyksien (pisteistd A ja B) sum-
mafunktio on

flx)=Va2+h2+\/(x—a)?+h2.

L
X a
Derivoimalla
F(@) = e 4
Va2 + h? (x —a)? + h?
ja edelleen
2 2
f(z) = h + i >0
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Siten minimi on kriittisessa pisteessd f'(xg) = 0 eli kun
x a—x

N e Ve —a)2+h2’

miké tarkoittaa, ettd janan A, (0,xg) ja x-akselin viliselle kulmalle o ja janan
B, (0,x) ja x-akselin véliselle kulmalle 3 pétee

cos o = cos 3

ja siis @ = (. Yo. tarkastelulla on sovellutus optiikassa: Valo etenee Fermat'n
periaatteen mukaisesti suorinta tieta pitkin, joten jos L on peilipinta, niin valon
tulokulma ja heijastuskulma peilista ovat yhtasuuret.

Huomautus. Jatkuva funktio f vélilla [a, b] saavuttaa maksiminsa ja miniminsa.
Edellisen nojalla dariarvokohta on
i) valin padtepiste a tai b,
ii) piste z, jossa f ei ole derivoituva, tai
iii) derivaatan nollakohta zq (jossa f’(zg) = 0).

Kaikki pisteet on tutkittava erikseen. Derivaatan merkin vaihtuminen paljastaa
lokaalin aariarvokodan tyypin, samoin toisen derivaatan merkki.

Funktioiden kasvuvauhdeista.

IIlmiociden kvalitatiivisessa analyysissa on usein tarkeaa tietaa, kuinka nopeasti tai
hitaasti funktiot lahestyvat raja-arvojaan. Erityisen tarkead on kyetd vertaamaan
nopeuksia toisten funktioiden vastaaviin. Siksi kdytetaankin merkint6ja

f(z) = o(g(x)), kun z — o,

mika tarkoittaa, etta
tim £ g,
v—a0 g(z)
ja
f(z) =0(g(x)), kun z — zo,

miké tarkoittaa, ettd on olemassa vakio C' > 0 siten, etté

f(z)] < Clg(2)|,

kunhan = on tarpeeksi lahella pistetta xp. Ylla on usein xy = 4o0.
Esimerkki. Esimerkiksi

1 1
VI+dz2 2z

1
+o(=), kun z — oo,
x

koska
—t L / 32—/ % +4
V1+4z2 2z 20 — 1+ 4z - x?
% 2\/1+4.132 2 /%_}_4

— 0.
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64
Edelleen,
1 1 Fo(L) K
——=—+40 un xr — 00
V1+422 2z x2”’ ’
koska

\/ﬁ_ﬁ B 222 — xv/1 + 422
& 2v/1 + 422
20 — /1 + 4x2

2/ 2z +4

422 — (1 + 42?)

(22 4+ V1+422)2\/ 5 +4

— 0.

4.7. Lause. Pdtee:
i) Jos a < b, niin

% =o(z%), kunx — o0 ja

2 = o(z%), kunz — 0.

ii) Kaikilla a >0
logx = o(z%), kunx — 00 ja

log|z| = o(|z|™), kunx — 0.
ili) Kaikilla a > 0
e P=o0(x", kunz — o0 ja

e x =o(z?), kunx — 0+ .

Todistus. 1)

a
a—b 0, kun x — oo
—
oo, kunz — 0.

ii) 'Hospitalin saannolla

1
. logx . = .
lim gL _ lim L __ = lim =0
z—oo 9 z—o0 qre—1 z—oo qr¥
ja
1
. log x . = . 1
lim g% _ lim z = lim —-z*=0.
z—0+ 7%  z—0+ar~? 1 2-0+a
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ja siten
e " [ a
—log(—) =2+ (—a)logz = /(1 - ;)dt + a(2 — log 2a)
€T a
2a
[1 1
> §dt+a(2—log2a) = §(x—2a)+a(2—log2a)
2a
— 00, kun z — o0,
joten
lim = =0.
z—0+ @

Lopuksi, kun > 0, niin merkitaan y = %, jolloin

edellisen nojalla, silla, kun z — 0, niin y — oo. O

Tarkempaa tietoa kasvuvauhdeista saadaan analysoimalla derivaattaa. Lausees-
sa 2.15 todettiin, ettéd differentiaalin ja funktion lisdyksen riippuvuus voidaan kir-
joittaa muotoon

f(x+h)— f(x)=hf(x)+o(h), kun h — 0.

Edelleen, jos f on kahdesti derivoituva ja jos toinen derivaatta f” on rajoitettu,
niin (kuten Lauseen 2.15 jalkeen totesimme), saadaan véliarvolauseen avulla:

f(z4h) — f(z) = hf'(x) + O(h?) kaikilla h.

Esimerkkein4,
e —1=uxze’ +o(z) =0(x), kun . — 0
ja
cosz =1 —xsin0+ O(2?) = 1 + O(2?) kaikilla z.

Esimerkki. Olkoon

1
e =22, kunzxz#0
€T) =
/(@) {0, kun £ =0.

Talloin f:11a on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat ja
F™(0) = 0 kaikilla n € N ;

derivoituvuus, kun = # 0, on selvéda ketjusdénnon avulla. Pisteessd z = 0:
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Lauseen 4.7 nojalla. Siis

Jatkamalla ndhdéaan, ettd f:n n. derivaatta on aina muotoa

1
p(=)e =%, kunz #0,
xXr

missa p on polynomi. Siten erotusosamaaréin raja-arvo, kun x = 0, on Lauseen 4.7
nojalla nolla.
Analyysissd tamé funktio osoittautuu (myohemmin) darimmaéisen hyodylliseksi:

maarittelemalla .
e (-1=D? = kun |z| <1
g(z) =
0, kun |z| > 1,

on ¢g:11a on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat. Téllaista funktiota g tarvi-
taan approksimoitaessa funktioita sileilld funktioilla.
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5. Integrointitekniikkaa

Monet funktiot saadaan alkeisfunktioista (so. polynomit ja rationaalifunktiot,
trigonometriset funktiot, potenssifunktiot, eksponenttifunktiot ja naiden kdanteis-
funktiot) toistamalla rationaalioperaatioita (yhteen-, kerto- ja jakolasku), funk-
tioiden yhdistelyja ja kaanteisfunktioiden muodostamisia. Tallaisten funktioiden
sanotaan olevan eksplisiittisia tai suljetussa muodossa. Differentiaalilaskennasta
opitun avulla toteamme helposti, etté suljettua muotoa olevien funktiot ovat (maéa-
rittelyjoukoissaan) derivoituvia ja niiden derivaatatkin ovat suljettua muotoa. In-
tegrointi on kuitenkin yleensé tédrkeAmpéé (ja valitettavasti vaikeampaakin) kuin
derivointi. Analyysin peruslauseen avulla voidaan hoidella lukuisa joukko integroin-
tiongelmia: jokaista derivointikaavaa

missa f on jatkuva, vastaa ekvivalentisti kaava f:n primitiiveille tai integraalifunk-

tioille
[r=F@

/f(t) dt = F(x) + vakio.

tal tarkemmin

Nain saadaan taulukoiduksi eksplisiittisten funktioiden integraalifunktioista sulje-
tussa muodoissa (ks. taulukko 5.1). Kuitenkin, on olemasa vaarattoman nékdoisia
funktioita, joita ei voida integroida suljetussa muodossa. Voidaan todistaa, etta
esimerkiksi integraalifunktioita

er . dx
/?d“a /¢(1—m2)(1—k2x2)’k7&0’

ei voida esittdd alkeisfunktioiden avulla.

Onneksi on olemassa tekniikoita, joilla monet integrointiongelmat voidaan pa-
lauttaa jonkun taulukoidun alkeisfunktion integroinniksi. Tassa luvussa tarkas-
telemme naita tekniikoita. Periaatteessa tekniikoita on kaksi todellista: sijoitus-
menetelma eli muuttujanvaihto ja osittaisintegrointi. Muut ovat lahinna yksittais-
tapauksiin sopivia temppuja. On syyta vield korostaa, ettd jatkuvalla funktiolla
on aina olemassa integraalifunktio (Lause 1.2), vaikka sité ei voitaisiinkaan esittaa
suljetussa muodossa.
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5.1. Taulukko: Derivointikaavoista saatuja integrointikaavoja.

f(x) = F'(x) F(x)+C vali
a+1
x¢ T (a # —1)
1 log |x| ] — 00, 0] tai |0, 00|
e” e’
a® % (a>0,a#1)
sin x —CcoszT
CoS T sin x
tan — log | cos z| | =5 +nm, 5+ (n+ )7
cot log | sin x| |nm,n+ 1x]
1
— —cotx Inm, (n+ 1)7|
sin® z
1 s T
. tan x | =5 +nm, 5+ (n+ 1)n]
sinh x cosh x
cosh x sinh z
1 arcsin &
—F { ] -1, 1[
v1—22 — arccos x
1 arctanx
1+ 22 — arccot x

1
\/ﬁ ar Sinhx = log(af + V 1 + $2)
T

1
oY ar coshx = log(z £ Va2 — 1) | — 00, —1] tai |1, 00|
'CC —
1 1 14z
T3 artanhz = § log 122 ] —1,1]
1
arcothz = log 12 ] — oo, —1[ tai ]1, 00|
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Sijoitusmenetelma eli muuttujanvaihto.
Sijoitusmenetelmé pohjautuu yhdistetyn funktion derivoinnin ketjusaantoon:
Jos G = F oy jajos F seka ¢ ovat jatkuvasti derivoituvia, niin

—G(t) = —Foop(t) = F'(e(t)¢'(t).

Nyt siis derivaatta G’(t) on jatkuva, joten analyysin peruslauseen 3.3 nojalla saa-
daan integroimalla eo. kaava «a:sta (:an

B
G(B) — G(a) = F(p(8)) — F(pl(a)) = / F/(o(t)(t) dt.

Jos merkitdan
a=@(a)jab=q(F),

Saamine
b

F(p(8)) - F(p(a)) = F(b) - Fla) = / F(z)da

a

Sijoittamalla tdhén f(x) = F'(x) saamme perussijoituskaavan

8
51 [1@ar= [ s war,

mik4 kirjoitettuna differentiaalin dp = ¢'(t) dt avulla on

[ t@do= [ rorde.

Huomaa, ettd kaavassa (5.1) funktio ¢ saa olla mikd hyvanséd valilla J (jonka
paatepisteet ovat « ja ) jatkuvasti derivoituva funktio, jolle p(a) = a, () =
b. Edelleen funktion f tulee olla jatkuva valilla I, joka siséltdd kuvajoukon ¢(J)
(edelleen F saa olla mikd tahansa f:n primitiivi).

Esimerkkeji. Sovelletaan muuttujanvaihtokaavaa (5.1) integrandiin f(z) = 1 ja

oletetaan, ettd sijoitus x = ¢(t) # 0 kaikilla ¢ ko. vélilla. Talloin

AU d—x—o x| =1lo
[ Sit= [ 5 = tomlal = logle(t).

Soveltamalla tdta kaavaa funktioihin ¢(z) = logz, ¢(z) = sinx ja ¢(x) = cosz,

saadaan
dx
— log|log .
xlogx

/cota:dx:log\sina:\, /tanxdx:—log|cosa:|,
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mitka voidaan tietty derivoimalla tarkistaa. Muista, etta oletettiin, etta ko. valilla
integrandin nimittdja ei havial

Lisda esimerkkeja saadaan sijoittamalla eri funktioita x = ¢(t) seuraavaan kaavaan
(neZ,n+#-1)

Jorewa= [ -
missé valitsemalla ¢(t) = logt ja ¢(t) = sint saadaan

/(logt)” g — dog)™ !

"t (o)
n+1  n+1

Y

t n+1
ja
oon+1
t
/sin” tcostdt = Sl
n+1

Monissa sovellutuksissa maarattava integraali on muotoa

/h(go(t)) dt,

missé integrandista ”puuttuu” termi ¢’(¢). T&lloin pyrimme kirjoittamaan inte-
grandin muotoon

h(p(t)) = fe(t)¢'(t).
Tamé onnistuu aina, jos tiedamme, ettd derivaatta ¢’ ei havia, koska talléin ku-
vaus x = ¢(t) on aidosti monotoninen, jolloin silld on my6s jatkuvasti derivoituva
kadnteiskuvaus t = () ja
dt 1
i

Nyt jos maaritellaan

Saamine

h(e(t)) = m = f(e(t) &' (1),

joten sijoituskaava saa muodon

[newyae= [ 100)0® = [ fa)da
:/h(a:)w’(a:) dx:/h(x)j—i dz

missé on muistettava oletus: ¢’(t) # 0, joka takaa sen, etté ¢ on derivoituva.
Muistisddnnonomaisesti sijoituskaava/muuttujanvaihtokaava (5.1) voidaan siis
kirjoittaa (kun muuttujanvaihto u(z) on aidosti monotoninen):

b

/ﬂM@sziﬂmmumma

a

du
= =u(b) jadu = —4d
o =u(a), = ulb) ja du = 5" do
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Esimerkkeja. Tehdaan muuttujanvaihto t = 2x integraalissa

/Sin 2z dx .

Saadaan (dt = 2dx)

1 1 1
sin2xdr = - | sintdt = —=cost = —— cos 2x,
2 2 2
ja maaratty integraali
; 1 21 1
/sin?xdm:—/smtdt 2—cost:—.
2 2 2
0 0

Tarkastellaan funktion sin% integraalia muuttujanvaihdon ¢t = % avulla:
dt = —x~2dx tai do = —t~2dt, joten

/sm—d:t— /Lntd—/SI—ntdt

§
minké lopullinen integrointi tuottaa (ainakin vield) tuskaa.

Todistetaan seuraavaksi muuttujanvaihtokaavan hyodyllisin erikoistapaus suo-
raan Riemannin summien avulla kayttamatta ketjusaantoa — todistus toimii Rie-
mann-integroituville funktioille.

5.2. Lause. (muuttujanvaihto/sijoitus) Olkoon f : [a,b] — R Riemann-integ-
roituva ja x: [a, f] — [a,b] jatkuvasti derivoituva siten, ettd x'(t) # 0 kaikilla t.
Talloin

z(3) B
/ f(x) dx:/f(:z;(t) x'(t) dt
z(a) o

Todistus. Oletetaan, ettd z’(t) > 0 kaikilla ¢, jolloin x on aidosti kasvava. Voidaan
my0s olettaa ettd z(a) = a ja x(8) = b Jaetaan vili [«, (], jakopisteind

a=to,t1,t2,...th =,
jolloin kuvat
a=x9=x(ty),r1 = x(t1), 22 = x(t2),..., Ty = x(t,) = b

muodostavat vélin [a, b] jaon, ja kddntéden.
Talloin vasemalla oleva integraali on Riemannin summan

> ) (@, — zp-n)
k=1
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X 4
X 3
X 2

X1
aX o

Ll i | L | i
1T 1 | [ 1 [ |

a=TgT]1 T2 T3 T T51¢g 17 B=t 8

raja-arvo, missia luku vy € [xg_1,xx] on mielivaltaisesti valittu. Kirjoitetaan tama

summa muodossa
n

— Tl—
Zf Vk 1(tk _tk—l)-
tk —tp_1

Nyt véliarvolauseen nojalla on & €]tr_1,tx[, jolle

T — Tk—1

=2’ (&) -

tp — tr—1

Siten

3

fve)(Tr — xp—1) Zf V) (&) (te — te—1)

k=1

josta valitsemalla v, = x(&)) saadaan

3

D Fw) @k —zr1) = Y F@(€))r (€6) (tk — te1)
k=1

k=1

mista raja-arvoina saadaan halutut integraalit eli

/b f(z)de = /ﬁ F(z(t) 2! (t) dt

Esimerkkeja. Integrointikaavoja.
1. Maarataan integraali

dx
—7 a' 07
/\/a2—x2 7
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sijoituksen x = x(t) = at avulla, jolloin dt = %x ja siten (jos a > 0)

/ dz _/ adt _/ dt
Vva? — x? Vva? — (at)? V1—t2
— arcsint = arcsin , kun |z] < |al,
a

mikd on voimassa my6s, kun a < 0 (huomaa negatiivisella a sijoitus on vaheneva,
jolloin integraalifunktion rajat vaihtuvat, josta siihen tulee yksi yliméarainen —
-merkki). Samalla sijoituksella saadaan samaan tapaan

/ dz _/ adt _1/ dt
a2+z2 ) a?+(at)?  a ) 1412

1 1 T
= —arctant = — arctan — ,
a a a

..
= arsinh — |

/ dx
Va? + x2 a

= arcoshf, kun |z| > |a|,
a

/ dx
Ve—a

/ dx _{%artanh%, kun |z| < |a],

a? —x2 LarcothZ, kun |z|> |a|.

ja

2. Sijoituksella ¢t = 1 + 22, josta dt = 2z dx, saadaan

d Lat
f_ij: 2\/7_5 = Vt=+/1+ 22
ja

xdx sdt 1 1 9
[ = [ B = ot = s log(1 +4%),

ja samoin sijoituksella t = 1 — 22

d

Ja

rdz 1 5
/m:—ilog“—w”

3. Sijoituksella t = az + b, josta dt = adx, kun a # 0, saadaan (o # —1)
dx Lar 1 1

1 1 1
b)*de =~ [ t°dt = ———t"" = —— b)**
/(ax—l—) z = oot D) a(a+1)(a:c+) :

ja

1 1
/sin(ax—l—b)dx:/—sintdt: ——cos(ax +b).
a

a



74 ANALYYSI 2

4. Edelleen sijoituksella t = cos x, josta dt = — sinx dz, saadaan
/tanxdm = —log | cos z|

ja sijoituksella t = sinx
/cotx dzx = log | sin x|

/ dx
sinz

) . X x T o
sinx = 2sin — cos — = 2tan — cos” —
2 2 2 2

5. Etsitdan integraalifunktio

Ensiksi kirjoitetaan

jolloin sijoituksella

Pt T it 1 dx
= tan —, = —
2 2 cos? 5
saadaan
/ dx dt log 1] = log | t x|
— — =10 = 10 an —| .
sin x t & & 2
Osittaisintegrointi.

Jos f ja g ovat jatkuvasti derivoituvia, niin tulon derivointikaava

(f9) =fg+fd

voidaan myos kirjoittaa integrointikaavana

f(@)g(x) = / £ (@)g(x) dz + / f(2)g (x) da

tai

/ f(@)g (@) dz = f(2)g(z) - / f(@)g(x) de,

/fdngg—/gdf,

mita kutsutaan osittaisintegrointikaavaksi.

tai lyhyesti

5.3. Lause. (osittaisintegrointi)

i) Olkoot f ja g jatkuvasti derivoituvia. TéllGin

[td=15- [ 19

ii) Olkoot f ja g deriwvoituvia ja f' ja g’ Riemann-integroituvia valilld [a,b].

Talloin ,
[1d = [ 1wt - [ gan.
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Todistus. Kohta i) todistettiin ylla. Kohta ii) seuraa samaan tapaan tulon derivoin-
tikaavasta, silla derivaatta

(f9) =flg+fd

on Riemann-integroituva, jolloin (ks. demot)

/abf(fv)g(w) Z/b(fg)’z/bf’g+/fg’-

a

Esimerkkeja. Ensiksi

1
/logmdm = /1 -logxdx = xlogx — /x—dx =zxlogr — x,
x
mika on helppo tarkistaa derivoimalla.
Edelleen
/:I;ewd:v:xem —/1exd:1::em(x— 1).

Samoin osittaisintegroimalla

/x sinxdr = —xcosx +sinz
ja

/x cosxdr = xsinz + cosx .

Joskus osittaisintegroinnilla paadytaan palautuskaavaan:

1
/eaw sin bx dx = —Ee‘“‘ cos bz + % /eam cosbx dx

2
a . a .
= — Ee‘“‘ cos bx + 02 e sinbr — — [ e**sinbrdx,

b2
joten
b2
a? + b2 ( )
1 axr
CL2 + b2 € (

/e‘w sin bx dx =

a .
e** cosbx + b—ze‘”C sin bx)

asinbx — bcos b:z;) .

Esimerkki. Téssé esimerkissd johdamme lausekkeen summalle f(b) + f(a), kun
peruslauseen kaavassa on lauseke erotukselle f(b) — f(a). Jos f on jatkuvasti de-
rivoituva, niin osittaisintegroimalla

b b
[ 1@ e+ [ r@@-mde = | @) —m) = 66— m) - f)a—m).

missa m mv. vakio. Valitsemalla vakioksi keskiarvon m = C‘TH’ saamme

b b
b a ab_b—a

[ @t [ f@)@-mds = )G - 5) - @G- 5) =5

(f(a)+ f(b)) -

a a
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Palautuskaavoja (rekursio). Toistuva osittaisintegrointi® johtaa usein palautus-
kaavoihin. Esimerkiksi integraalit

/ cos" xdx , /sinm rdzx ja / sin™ x cos™ x dx

ovat tallaisia. Osittaisintegroimalla

/cosn rdr =cos" 'rsinz + (n—1) /cos"_2 zsin? z dx
=cos" lasinz + (n—1) /COSn_Zl'dCL' —(n—-1) /Cos”xdx,

joka antaa palautuskaavan

1 B . n—1 _
/cos”xdx:—cos” Lysing + cos" 2 xdr.
n n

Talla kaavalla voidaan integrandin potenssia pudottaa askel askeleelta kunnes paa-

dytaan integraaleihin
/cosmdm = sinx tai / dr = x.

1 1 1
/coszcdx: §coswsinx+§/ dr = E(ac—f—cosxsinm).

Esimerkiksi, kun n = 2

Vastaavalla tavalla saadaan palautuskaava

1 _ n—1 _
/sm”mdm:——sm” Lycosx + sin" 2 zdz.
n n

Tasta jalkimmaisesta palautuskaavasta saadaan hauska yhteys kokonaislukujen
ja m:m valille: Havaitaan, etta kaikilla n > 1

3 b
: n—1 [
sin" zdr = sin" 2z dx,
n
0 0

joten kaikilla m > 1

g
2m — 1 2m — 1
/sinzmxdac: m m=3 E/dx
0 0

[VE]

om 2m —2°

jus

2m  2m — 2 2
in®*"* g de = .= [ sinzd
sin x dx o+ 12m =1 3/8111.77 T,

—e
O\w\a [

0

5Uudemman kerran osittaisintegroidessa on varottava, ettei “vaihda” f:n ja g:n rooleja:

/bf’gz/abfg—/bfg’:/abfg—(/abfg—/bf’g)=/bf’g,

mika ei juuri mieltd ylenna.
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mista
2m —12m — 1
sin?™ x dx = m m 3...—E
2m  2m — 2 22
0
ja

2 2m — 2 2
sin?™ !z dx = m_zm =
2m+12m —1 3

Jakamalla nama saadaan

%

[ sin®
™ 2-24-46-6 2m - 2m 0
2 1-33-55-7 (2m—1)-(2m+1)

fES 2m+1 dx
0

Oikealla oleva integraalien suhde lahestyy lukua 1, kun m — oo, silla koska 0 <

sinz < 1 valilld |0, 5[, on

josta
Z Z
f sin®™ z dx f sin?” lxd
1< -0 <0 2m1l
- -3 2m ’

5
J sin®™ ! ¢ da S sin?™*! z dx
0

o

missa viimeinen yhtdsuuruus seuraa palautuskaavasta. Lopputuloksena saamme

224466 2m 2m

T % 133557  2m—12m+1’

T
2

jota kutsutaan Wallisin kaavaksi.

Rationaalifunktioiden integrointi.
Muistetaan, ettd rationaalifunktiot ovat muotoa

_rl@)

missa p ja q ovat polynomeja, olevia funktiota. Patee tulos:
5.4. Lause. Rationaalifunktiot voidaan integroida alkeisfunktioita kayttden.

Emme todista tata tulosta, mutta esittelemme karkeasti sen ideaa, mika antaa
kaytannon vinkkeja, kuinka integroida rationaalifunktioita. Karkeasti menetelma

on seuraava:
(1) Muokataan rationaalifunktiota niin, ettd sen nimittdjan asteluku on suu-
rempi kuin osoittajan (ellei se jo ole sitd muotoa tai polynomi).
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(2) Jaetaan nimittdja (mahdollisimman matalaa astetta oleviin) reaalikertoimi-

Q(x) = CL(JJ — Oé1)k1 (x — a2)k2 e

(@ — )k (@ 201+ ) (22 + 2oz + c2)72 - (2 + 202 4 )P

missa «;:t ovat ¢:n reaalijuuret kertalukua k; ja

a® +2bz + ¢ = (z — B;)(x — B;),

missé 3; ja (8; ovat ¢:n kompleksikonjugaattijuuret kertalukua j;.
(3) Tehd&én osamurtokehitelmd: rationaalifunktio

_ p(z)
Rl=) = q(x)

(jonka nimittédjén aste on suurempi kuin osoittajan) voidaan esittéé dérel-
lisend summana termeisté, jotka ovat muotoa

Ay A Ay
x—a+(x—a)2+“'(x—a)e

ja

B+ Ciz By 4+ Cox B; + Cjx

(22 +2bz+c)  (22+2bx+¢)? (224 2bz+c)’

missd, o on ¢:n kertalukua ¢ oleva reaalijuuri ja 22 + 2bx + c:n juuret ovat
q:n kertalukua j olevat kompleksiset konjugaattijuuret.
(4) Integroidaan osamurtokehitelmét.

Seuraavaksi katsellaan hieman tarkemmin em. kohtia. Ensiksi havaitaan, etta
mikéali

ja p:n aste on n on vahintaan ¢:n aste m, niin jakamalla loydetaan jaannospolynomi
r, jonka aste on pienempi kuin m ja polynomi g siten, etta

p(x) = g(x)q(x) +r(z).
Té&lloin rationaalifunktion R integrointi redusoituu polynomin g(z) ja rationaali-
funktion
r(x)
q(x)

missé osoittajan aste on pienempi kuin nimittéjéan, integroinniksi (kohta (1) edelld).
Seuraavaksi ndytamme, kuinka osamurtokehitelmé integroidaan: Lauseke

Y

I
(ax + b))’

voidaan integroida sijoituksella t = ax + b:

1 1 1
/—dx:— —dz.
(ax + b)" a ) t
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Edelleen, koska

1 d?
ax® + 2bx + ¢ = = (axz + b)> + — , missi d> = ac — b*,d > 0,
a

a
saadaan sijoituksella ¢ = %t
/ 1+ Cz 5 / 1+ F't
(az? + 2bx + ¢ t241)n
Siten riittda keskittya ns. perustyypplen
1 1 ) x

Ja

(224 1) (22 +1)"

integroimiseen. Néistd ensimmainen on helppo

/ 1 log |z|, josn=1
o —ﬁxl_” josn>1.

Kolmatta tyyppié olevat integraalit ratkeavat sijoituksella ¢ = 22 + 1, jolloin

/ " _1/1_ %log(wz—kl), josn=1
(x2+1)m 2 ) t» _2(n—1)(;2+1)n—1 josn>1.

Lopuksi haemme integraalin

1
I,=[| —d
/(x2_|_1)n x

rekursion avulla: Jos n =1, on

1
11:/ 5 dxr = arctan z .
e+ 1

Jos taas n > 1, niin havaitaan, etta

/;d —/;d _/x—Qd
(z2 + 1)» = (22 4 1)n—1 r (x2 4 1) z5

jonka osittaisintegroimme. Kun f(z) =z ja

missi edellisen avulla

ja siten

x? x 1 dx
| e et ) e

Nain ollen

I x n 2n — 3 / dx
"2 -1 (x2+ 1)t 2(n—1) ) (22 + 1)t

B x n 2n — 3
T 2n—1D)(z2+ 1)t T 2(n—1) "
Prosessia voidaan jatkaa samalla tavalla, jos n —1 > 1. Josn—1 = 1, on

I,_1 = arctanx. Siis: integraalifunktio I,, voidaan esittaa rationaalifunktioiden
ja arctan x:n summana.
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Esimerkkeja osamurtokehitelmista. Emme todista téssa, ettd rationaalifunk-
tiolle voidaan aina tehdi osamurtokehitelmi.® Sen sijaan tarkastelemme tilannetta
esimerkkien valossa. Olkoon

() = (x - )z —an) - (r —an), a; #ai,

ts. ¢:lla on n reaalista, yksinkertaista nollakohtaa. Olkoon p polynomi, jonka aste
on < n. Silloin osamurtokehitelma on muotoa

x a a a
g(x) z—a1 xT—a T — ap

mistd kertoimet a; ovat ratkaistavissa (kerrotaan molemmat puolet tekijélla (z —
«;), supistetaan ja evaluoidaan tulos, kun z = «;). Esimerkiksi

plaz)
(1 —ag)(a1 —az) -+ (a1 — ap)

ap =

Tulon derivoimissaannosta ndemme, etta
¢ (1) = (1 —az)(aq —az) -~ (1 — ) .

Tekemalld sama muille nollakohdille saamme

pla;
- )
q'(a;)

ja siten

p(x) _  ploa) () (o)

o + / +o Tt / ’
q(z)  d(a)(@—o) ¢ (e2)(z - a2) q'(on)(x — o)
6Karkeasti osamurtokehitelmé perustuu seuraavaan: Jos q(z) = (z — «)¥r(x), missi r on
sellainen polynomi, jolle r(a) # 0, niin yhtalon
p(x) ple) 1 pE)r(e) = pla)r(z)

g(z) (z—a)kr(a)  r(@) (z-a)kr(z)
oikean puolen osoittaja haviaa, kun x = «. Siten se on muotoa
r(a)(z — )" p1(z),

missd p1(z) on polynomi ja pi(a) # 0 ja m € N. Merkitsemélla

_ p(o)
P @
saadaan tasta
plz) B pi(z)

g(z)  (z—a)k  (z—a)kmmr(x)

Nain jatkamalla saadaan nimittajéssa oleva (z — a):n potenssi pudotettua nollaan. Sitten jaljelle
jadneelle osaméiralle tehdddn sama prosessi, missd o korvataan g(x):n toisella nollakohdalla ja
kdydaan vuorotellen kaikki nollakohdat lapi.
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Esimerkiksi siis

:L'2-|—1_ 2 +1
-2 z(z—1)(z+1)
N 0+1 1+1 1+1
 2(0-1)(0+1) * Iz —1)(1+1) * ~1(=1=1)(z+1)
-1 1 1
=—+ +

x r—1 z+1°

Tarkastellaanpa sitten esimerkkia, jossa nimittajalla on korkeamman kertaluvun
nollakohta. Koska

m2(x—1):x—1+

1 a b
x
yritetddin ratkaista vakiot a, b, c. Kerrotaan yht#ls tulolla z2(z — 1), josta

l=az? +b(x— Dz +clx—1)=(a+b)z*+(c—bx—c kaikilla z.

Sitena+b=0=c—bja—c=1eli

josta

dx 1
— =1 —1] -1 —.
[ s = sl = 1~ o +

Seuraavassa kompleksiset juuret astuvat esiin:

1 a bx+ec

x(x? +1) x+x2—|—1’
josta kertoimille

1=a(x®+1)+z(br+c)=2*(a+b) +xc+1,

mista
a=1, b=-1 jac=0,
eli
1 B x
r(x2+1) = 22+1
Siis
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Trigonometristen funktioiden integrointi.

Trigonometrisia funktioita sisaltavien lausekkeiden integroimiseksi ei ole yleista
keinoa. Usein kannattaa katsella trigonometrisia muunnoskaavoja, joiden awvulla
integroitava saattaa luiskahtaa helpommin integroitavaan muotoon. Osittaisinteg-
rointia palautuskaavoineen ei myoskaan sovi vaheksya.

Edelleen havaitaan, etta sijoittamalla

t = tan =
= tan —
2
saadaan
1 9 T t? . 9T
=cos” — ja = sin” —
1+ 2 2 1y 2
joista edelleen
) 0 T T 2t 9 T e
sinx = 2cos” —tan — = ja cosx = cos” — —sin® — = .
2 2 1+t 2 2 1+t

Siten cos ja sinz voidaan esittdd muuttujan ¢ = tan 5 rationaalifunktioina. Edel-
leen derivoimalla

a1 14
dr 2cos? § 2
josta
de. 2
dt 1+27
eli myos derlvaatta on t:n rationaalifunktio.
Saamme:

Funktion R(sinz,cosz) integrointi. Téssd R(sinx,cosx) tarkoittaa, ettd ky-
seessa on rationaalilauseke funktioista sinx ja cosx. Sijoitus
t = tan =
= tan

muuttaa tdman rationaalifunktion integroinniksi:

2t 1—-t* 2
/R(sina:,cosx) dr = /R( )

14+t27 14271412 at,
jossa integroitava on t:n rationaalifunktio. Joskus osittaisintegrointi tuottaa hel-
pommin tuloksen.
Samoin lausekkeen R(tanz) integrointi muuttuu rationaalifunktion integroin-
niksi sijoituksella ¢t = tan x.

Esimerkki. Integraali

/ dx
- dx
1+sinxz —cosx

muuttuu siis sijoituksella ¢ = tan § integraaliksi

/ _dv dx:/ ”7 S dt = /—dt
1+sinx — cosz 1+ - L= t(1+1)

14-752 14—752
_/ﬁ
]t 1+t 1+t
tan =
=log | ——2—
0g‘1+tan%
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Eraiden muiden funktioiden integroinnista.

Funktioden R(sinhz,coshz) ja R(x,vz? — 1) integrointi. Samaan tapaan kuin
trigonometristen funktioiden tapauksessa sijoitus

x
t = tanh —
anh o

antaa 2
. A 1+¢ 2
/R(smhx,coshx)dxz/R(l_t27 1—t2)1—t2 dt.

Sijoitus ¢ = e® on my0s usein hyddyllinen. Edelleen funktion R(z,vz? —1) in-
tegrointi palautuu tahan sijoituksella x = cosht. sen voi hoidella myos suoraan
sijoituksella ¢ = tanh 3.

Funktion R(z,vz? + 1) integrointi. Sijoitus x = sinht¢ palauttaa tdméan funk-
tioiden sinh x ja cosh x rationaaliseksi lausekkeeksi. Rationaalifunktion integroin-
niksi palaudutaan suoraan esimerkiksi sijoituksella

1+ V221
bm V2211 tair = T VEAL
X

Funktion R(x, Vaz? + 2bx + ¢) integrointi. Téllaiset palautuvat aiempiin: Aina
voimme olettaa, etta a > 0. Koska
ac —b?

1
ax® +2bx +c = ~(ax + b)* + ,
a a

niin tapauksessa ac — b? = 0 saamme

b
Var? +2bx +c= a(x + —),
a
jolloin intergrandi onkin rationaalinen.

Jos taas ac — b? > 0, sijoitamme

axr +b

vac — b2

t=

on

2
\/am2+2bx—|—c:\/ac Vi2+1,
a

mika palautuu edelliseen.
Lopuksi, jos ac — b? < 0, sijoitus

axr +b

= ——
b2 — ac

palauttaa ongelman rationaalifunktion R(¢,+/t? — 1) integroinniksi.

Funktioden R(z,var +b,v/az + () ja R(z, ,"/%ig) integrointi. Kahden eri

lineaarifunktion neligjuuria sisaltavien rationaalifunktioiden lausekkeiden

R(z,Vax + b,\/az + ()
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integrointi palautuu edellisiin sijoituksella

t=+vaxr+0,

josta

ja siis

/R(x’\/axM’ \/ax+ﬁ)dx:/R(t2;ﬁ,\/é(at2—aﬁ+ab),t)%dt,

joka on edella kasiteltya tyyppia.
Edelleen sijoitus

lax+b
ar+ 8’

jolloin
_ —Bt" +b ia dx _ a3 — b i1
at™ —a dt  (at™ —a)? ’

ja jalkimmainen integraali muuttuu muotoon

nt"Ldt,

ax—H) —Bt”+b af — ba
o= [ REE=20

at™ — a)?

joka on rationaalifunktion integraali.

Huomautus. Edelliset esimerkit toimivat teoriassa hyvin. Kaytdnnossa ne usein
johtavat kuitenkin turhan monimutkaisiin laskutoimituksiin ja onkin syyta aina
miettia, johtaisiko erikoistapauksessa jokin muu menetelma nopeammin tulokseen.
Esimerkiksi integraali

/ dx
a2sin® z + b2 cos? x

palautuu sijoituksella ¢t = tan x rationaalifunktion

1
a2t? + b2

integroinniksi, silla

1 1 1+ tan®z

a?sin?z 4+ b2cos?z  cos?z(a?tan?z + b2)  a?tan®x + 02

Teorian mukainen sijoitus 7 = tan § johtaa taas integraaliin

/ 2+ 271 d
T.
b2 + 72(4a? — 2b2) + 274
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6. Epaoleelliset integraalit

Integraalin maaritelméassa olemme vaatineet, etté integrandi f on rajoitettu funk-
tio suljetulla ja rajoitetulla valilla [a,b]. Nyt laajennamme integraalin késitetta
niin, etta voimme tutkia integraaleja, joissa joko integrandi tai integrointivali ovat
rajoitettuja. Téllaisia integraaleja sanotaan epéoleellisiksi (engl. improper). Epé-
oleellisia integraaleja on siis (pééosin) kahdenlaisia:

b
[tar.

missé f ei ole rajoitettu vélilla [a, b], mutta kuitenkin f on Riemann-integ-
roituva jokaisella valilla [c, d| Cla, b.

ii) Integraalit
b ¢ 00
/fd:l;, /fd:c ja /fdx,

missa f on rajoitettu ja Riemann-integroituva jokaisella rajoitetulla osava-
lill&.
Tarkastellaan ensin tapausta i), jossa f on Riemann-integroituva jokaisella vélin
|a, b] suljetulla osavalilld [c, d] Cla, b[. Siis integraali

d
/ f(z)dx

on hyvin maaritelty kaikille a < ¢ < d < b. Tutkitaan raja-arvoa

i) Integraali

c—a+

d
lim / F(z)dz.

Mikali se on olemassa (ja reaaliluku!), sanotaan, ettd epdoleellinen integraali

/ f(x)dx

a

suppenee (konvergoi) ja merkitdan

c—a+

/df(:p)dx: = lim /df(:c)da:.

(Tamén integraalin epéoleellisuus on siis integraalin alarajalla.)
Samoin, jos raja-arvo

d—b—

d
lim / F)dz.
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on olemassa (ja reaaliluku!), sanotaan, etté epdoleellinen integraali

[ f@ys

C
suppenee (konvergoi) ja merkitdan

d

/bf(:v)dx: :dl_igl_/f(ac)dx.

C

(Tamén integraalin epéoleellisuus on siis integraalin ylarajalla.)

Ellei epéoleellinen integraali suppene, niin se hajaantuu (divergoi).

Tama yleistetddn seuraavan periaatteen mukaisesti: jos véli [a, b] voidaan jakaa
ddrellisen moneen suljettuun osavéliin [c;_1, ¢;], missi

a=cp<cp<cp<---<c,=>,

suppenevat kaikilla 7 = 1,2,...,n, niin sanotaan, etta epaoleellinen integraali

[ f@yo

a

ja epaoleelliset integraalit

suppenee (konvergoi) ja merkitdén

/bf(fv)dx: :il / f(z)dz.

Erityisesti siis, jos f on Riemann-integroituva jokaisella vélin |a,b[ suljetulla
osavalilla [c, d| Cla, b[, niin epéoleellinen integraali

b
[ H@ys

suppenee, jos ja vain, jos on olemassa ¢ €|a, b| siten, ettd epdoleelliset integraalit

/C fde o [ f@)ds

C
suppenevat; talloin asetetaan
b b

/f(ﬂﬁ)d$:/cf(x)dx+/f(x)dm.

a C
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Esimerkkeja. Olkoon

d
I:/—x, missi o > 0.
xoc

0
Talloin kaikilla € > 0
/ L ey, kma+#1
—€ un o
/_-z 1_a ) s
log % , kun a =1.
Siten
1
) dx , kin0<a<l,
lim — =1 1l-«a
e—0+ | x¢

0, kun a > 1,

1
dx
I
0
suppenee, kun o < 1 ja hajaantuu, kun o > 1.
Toisena esimerkkina: epaoleellinen integraali

5

joten epaoleellinen integraali

[

suppenee, koska

1—e¢

dx 1—e ™
/ i = /o arcsin x = arcsin(l —¢) — 3

0

Vertailemalla integrandeja tunnetusti suppenevien tai hajaantuvien integraalien
integrandeihin, voidaan usein saada selville halutun integraalin suppeneminen.

6.1. Lause. (vertailu/majoranttiperiaate) Olkoon f ei-negatiivinen ja Riemann-
integroituva vélilla [a, c| kaikilla ¢ €]a, b|.

i) Jos on olemassa funktio h, jolle
0 < f(z) < h(zr) kaikillaz € [a,b]

ja epaoleellinen integraali
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suppenee, niin epaoleellinen integraali

b
/ f(z) de
suppenee.

ii) Jos on olemassa funktio g, jolle
0<g(z) < f(x) kaikilla x € [a,b]
ja epaoleellinen integraali
/ g(x)dx

a

hajaantuu, niin epéaoleellinen integraali

b
[ f@ys

hajaantuu.

Todistus. Koska \
I(t):/f(a:)da:

on kasvava (silld f > 0), suppenee integraali

b
[ f@yds.

lim 1 .
) <o

jos ja vain, jos

Kohdassa 1)

h(z)dx < oo,

~
=
IN

—

=
=
IS
8
IN

S —

joten

suppenee. Kohdassa i)

I(t)z/tg(x)dwﬂfbg(w)d:v:oo,

joten I(t) — oo ja siten

hajaantuu.
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Esimerkki. Integraali
%
/ dx
Valogx
0
suppenee, koska

1
0<

2
- <« =2
— Vazxlogxz T

kaikilla 0 < z < %

ja integraali

O\I\D\H
[\
SIE

suppenee edellisen esimerkin nojalla.
Toisaalta integraali

1
/ dx
Vrlogx
%
hajaantuu, koska

1 1
_ > _
Vrzlogx = logx

ja véaliarvolaseen nojalla on kaikilla % <z < 1 (olemassa % < € < 1, jolle)

kaikilla % <z<l

1
log.s| = [ — x| <21~ 2],

joten

Edelleen integraali

hajaantuu, koska

-

1—¢ 2

/ da :/%Hoo,kune—%)—k.

l1—2z

= g
2

Huomautus. Edellisessa esimerkissa verrattiin integrandia tyyppia =< oleviin
integrandeihin. Téllainen toimii usein ja on hyva muistaa, ettd jos f on ei-negatii-

vinen, integroituva véleilla [a, c|, kun ¢ €]a, b[, niin integraali

b

[ fas

a
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suppenee, jos

1
f(z) = O(ﬁ) kun  — b — jollain 0 < a < 1
—x (0%
ja hajaantuu jos

1

(b—x)° = O(f(x)) kun  — b — jollain a > 1.

Toinen ryhma epaoleellisia integraaleja koostuu sellaisista, joissa integroitava
vali on rajoittamaton ja integrandi on rajoitettu ja Riemann-integroituva jokaisella
suljetulla ja rajoitetulla osavalilla. Tarkastellaan siis muotoa

/bfdx, 7fdx ja 7fdx,

olevia integraaleja. Maarittely tapahtuu hyvin samaan tapaan kuin edellakin:
tarkastellaan (esimerkiksi) raja-arvoa:

lim [ f(x)dx.

CcC— 00
a

Jos ko. raja-arvo on olemassa, niin sanotaan etta epdoleellinen integraali

7fd:z:

suppenee (konvergoi) ja merkitdén

/fdw = lim [ f(x)dx.

Edelleen, epdoleelliset integraalit

/bfdx ja 7fdx

suppenevat (konvergoivat) ja

b

/fda: = dggloo/bf(x)dx
d

— 00
C

b
/fda; = lim /f(x)dx+cli)120 f(z)dz.
d

d——o0
— 00 b
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jos eo. raja-arvot ovat olemassa (ja darellisid). Huomaa, ettd jalkimméisessd ta-
pauksessa molempien raja-arvojen taytyy olla erikseen olemassa ja darellisia. Siis

7fdac

suppenee, jos ja vain jos molemmat integraalit

/afdx ja 7fdx

suppenevat jollain (kaikilla) a € R.

Esimerkki. Olkoon

[ do

1= , missa a>0.
xa

1
Talloin kaikilla ¢ > 1

c 1
/dx_ 1_a(cl_a—1), kun o # 1,

Y log c, kuin o =1.

Siten
c 1
) dx , kuna>1,
lim — = a—1
c—00 xre

1 o0, kuin 0 < <1,

joten epaoleellinen integraali
oo
dx

T
1

suppenee, kun o > 1 ja hajaantuu, kun a < 1. Vertaa saman epaoleellisen integ-
raalin suppeneminen 0:ssa.

Edelld oleva esimerkki on erittédin hyddyllinen, koska kuten aiemmin (Lause 6.1)
patee seuraava vertailulause.

6.2. Lause. (vertailu/majoranttiperiaate) Olkoon f ei-negatiivinen ja Riemann-
integroituva valilld [a, ¢| kaikilla ¢ > a.

i) Jos on olemassa funktio h, jolle
0< f(x) <h(x) kaikilla z € [a, 0]

ja epéoleellinen integraali

[e.e]

/ h(z) da

a
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suppenee, niin epaoleellinen integraali

/ f(x) dx
suppenee.

ii) Jos on olemassa funktio g, jolle
0<g(x) < f(x) kaikilla z € [a, 0]

ja epéoleellinen integraali

oo

/g(x) dz

a

hajaantuu, niin epéaoleellinen integraali

7]”(:1:) dz

hajaantuu.

Lauseen 6.2 todistus on samanlainen kuin Lauseen 6.1, joten se jatetaan harjoi-
tustehtavaksi.

6.3. Seuraus. Olkoon f ei-negatiivinen ja Riemann-integroituva vdlilld [a, c|
kaikilla ¢ > a. Jos
1
flx)=0(—), kun z — o

xa

7f(:1:) dz

gollain o > 1, muin integraali

suppenee. Jos taas

nin integraali

hajaantuu.
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Esimerkki. Koska

oL

332)’ kun x — oo,

1+ 22

suppenevat integraalit

o0

/ dx
14227

0

Tama on helppo todeta suoraankin:

0 o)

dx . / dx
a .
1422 9 1+ a2

—0 —0

—

c

dx T
= arctan ¢ — arctan 0 = arctanc — — ,
14+ 22 2
0
joten
o) 0 [e%s)
/ dx T / dx T . / dx
1+22 27 1+22 2 1+ 22
0 — 00 — 00

Edella kayteltiin jo seuraavaa yksinkertaista periaatetta pariinkin otteeseen.

6.4. Lause. Olkoon b € R tai b = co Olkoon f ei-negatitvinen ja Riemann-
integroituva valilld [a, c] kaikilla ¢ € [a,b]. Tdlldin integraali

/ﬂ@m

a

suppenee, jos ja vain, jos on olemassa M € R siten, ettd

/f(x) dx < M kaikilla ¢ € [a,b].

Todistus. Seuraa siita, etta kasvavalla funktiolla

ﬂ@:jﬂ@m

on aina raja-arvo L, kun ¢ — b— ja

/f(x) dx < L kaikilla ¢ € [a, b].
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Lauseen 6.4 nojalla on perusteltua kayttaa ilmaisua

b
/fd:c<oo

tarkoittamaan, ettd ei-negatiivisen funktion f epaoleellinen integraali suppenee.
Vertailutestit 6.1 ja 6.2 antavat helposti seuraavan ”osamédrétestin” (todistus
harjoitustehtavé).

6.5. Lause. Olkoon b € R tai b = co Olkoot f ja g ei-negatiivisia ja Riemann-
integroituvia valilla |a, c] kaikilla ¢ € [a,b] siten, ettd

lim M:AG[O,OQ].

z—b— g()

i) Jos 0 < A < o0, niin

b b
/f(x) dx  suppenee, jos ja vain, jos /g(:c) dx  suppenee.
a a

ii) Jos A=0 ja
b
/g(az) dx  suppenee,
nimn
b
/f(x) dx  suppenee.
iii) Jos A = o0 ja
b
/g(m) dr  hajaantuu,

nin

b
/f(x) dr  hajaantuu.

Ei-negatiivisten funktioiden integraalien suppeneminen on (periaatteessa) helppo
tarkistaa, koska riittad vain tietaa, etta integraalit pysyvat rajoitettuina. Jos inte-
grandi vaihtaa merkkiaan, voi integraaleissa tapahtua kumoutumisilmioita, esimer-

kiksi
%
/sin:cdzr;:— sinzdx =0.
0

sinzdr, joten

\O
\w\:

[SE]

[SIE]
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Maaritelma. Sanotaan, ettd epaoleellinen integraali

/ () da

a
suppenee itseisesti, jos integraali

b

[176@)do

a
suppenee.

Koska |f| = fT+f~ (asiten 0 < fT < fja0 < f~ < f), tarkoittaa integraalin

b
/ f(z) dx

itseinen suppeneminen samaa kuin, ettda molemmat integraalit
b b
[rwi s[5 @
a a

suppenevat. Koska f = f* — f~, saadaan tasta:

6.6. Lause. Jos epaoleellinen integraali

/ F(z) da

a

suppenee itseisesti, nin se suppenee.

(x .
sin z
dx
T
0

suppenee, mutta ei itseisesti, ts. integraali
o0
0

hajaantuu. Jalkimmainen on helppo nahda: Ensiksi,

Esimerkki. Integraali

sinx

dx

Xz

3
|sinz| > > jos x +nm € [%, Zﬁ] jollain n € Z, .

N | —

Sl
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Edelleen kaikillan € N, n > 1,

T +nm %+2n7r
dx S 1 dx
x 2 x
T+nm T+nm
joten
%—i—nw’ ’ T+km | ’ T’T +(k— 1)71" |
sin x sinzx sin x
[ty >y /
z k=lz | (k—1)n =1z (k—1)r
34 (k—1)m T +km
1 dx 1 dx
> - = > - =
=3 [ T [ 5
=1 24 (k—1)r =1z (k—1)n
%—Fnﬂ'
1 dx
4 x

kun n — oo. Siis

sinx
dr = c0.

T

/

Naytetaan, etta kumoutumisilmio saa integraalin
o0
/ mx
0

. sinz
lim =1,
x—0 X

suppenemaan. (Koska

ei suppeneminen 0:ssa ole ongelma.) Osittaisintegroidaan: kun 0 < a < b < oo,
niin

b b
/sinxdx _ /bl—cosx+/1—czosxdx
T a T T
a a
Koska 1
lim _Cosa:sin():O
a—0 a
ja
. 1—cosb
lim —— =0, (koska 0 <1 —cosb < 2)
b—oo b
saadaan

€T a—0b—oo
a

[e@) [e@)
sinx . . sm :L‘ 1-— 1 —cosxz J:
dxr = lim lim = x,
0 0
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miké suppenee O:ssa edelld koska sinz/x — 1, kun z — 0 ja oco:ssé, koska

Huomautus. Osittaisintegrointi ja muuttujanvaihto toimivat suppeneville epé-
oleellisille integraaleillekin.

Esimerkki. (Gammafunktio)
Gammafunktio maaritellaan

[(n):= /e_x:lc"_l dr, n>0.
0

Integraali suppenee, koska valilla |0, 1]
1
0<e 2" 1< — kuna=1-n<1,
ajOé

ja valilla |1, oo[ integraali suppenee myos Lauseen 6.5 nojalla, koska

) e—mxn—l
lim —) =0.
xr— 00 -

8

Osittaisintegroimalla saadaan
/e_mx"_l dr = —e “z" 1+ (n—1) /e_wa:”_2 dx,
joten, kun n > 1, on
() = /O°° e (n— Dl (n—1) = (n— Dl(n —1).
Jatkamalla tata rekursiivisesti saadaan: jos k on kokonaisluku ja 0 < k£ < n, niin
'n)=n—-1)n-2)---(n—k)'(n—k).

Erityisesti, josn e Nyn>1,jak=n—1,

F(n):(n—l)(n—?)--~3-2~1oF(1):(n—l)!/e_xdx.

Koska -
/exdx:—/ e =1,
0
0
niin
I'(n)=(n—-1)!,
tal

oo

n!:/e_f”a:”dx7 kun n € N.
0



