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Johdanto

Matematiikka on paljon enemman kuin vain kokoelma teorioita, lauseita, maa-
ritelmid, ongelmia ja tekniikoita. Matematiikka on tapa ajatella. Sama pétee
tietenkin myos matematiikan eri haaroihin, kuten (matemaattiseen) analyysiin.
Analyysiéd voidaan pitda yhteisnimekkeena kaikelle matematiikalle, jossa kaytetaan
rajaprosesseja. Rajaprosessien ymmartaminen ja hallitseminen on ensiarvoisen
tarkeaa mm. sovellettaessa matematiikkaa luonnontieteissa. Nain pyritaan ymmar-
tamaan, miksi ja milloin mittaamalla voidaan saada suhteellisen luotettavaa tietoa
ilmioista. Koulusta tuttuja analyysiin kuuluvia aiheita ovat mm. raja-arvot, jatku-
vuus, derivaatat ja integraalit; naita kasitellaan perusteellisesti kursseilla Analyysi
1 ja 2. Tavoitteena on oppia ymmartamaan teorian perusteet melko hyvin lukuvuo-
den aikana. Namé& muistiinpanot sisdltavat karuja merkint6ja lukuvuosina 2000—01
ja 2002 — 03 pidetyista kursseista. Ne eivat millaan kykene korvaamaan luentojen
seuraamista eikd kunnollisen kirjan lukemista. Oppikirjaksi suosittelen teosta:

R. Courant & F. John: Introduction to Calculus and Analysis I.

Matematiikan oppiminen on usein vaikeaa, jopa epétoivoiselta tuntuvaa. Oival-
taminen saattaa kuitenkin olla lahempana kuin milta tuntuu: usein kannattaa
kysya opettajilta tai muilta opiskelijoilta — jo kysymyksen huolellinen muotoilu saat-
taa selvittda ongelmasi. Lisdaksi on syyta pitad mielessa, ettd matematiikan opiskelu
vaatii vililla koviakin ponnisteluja, pohtimista ja harjoittelua. Aiemmin opittu tu-
kee uuden oppimista. Luovuttamiseen ei ole mitaan syyta, vaikka valilla eteen
tulisikin asioita, joita ei tunnu ymmartavan. Vaikeisiin kohtiin voi ja tulee palata
myOhemmin, jolloin vaikeudet usein selvidvat. Analyysin kursseilla 1 ja 2 ei ole
"yliméaaraisia” asioita, vaan kaikki tulisi oppia. Niilla tutustutaan matemaattiseen
kielenkayttoon ja muutamiin perusajattelutapoihin, jotka tulevat eri muodoissaan
vastaan matematiikan opintojen mychiasemmissa vaiheissa. Ajattelutapojen sisais-
taminen vie yleensa melko lailla aikaa eika pida hammastyéa, vaikka aluksi ei oikein
nakisikdan metsad puilta. Oppimiseen kannattaa kuitenkin panostaa, silla se avaa
kokonaisen uuden maailman ja auttaa huomattavasti jatko-opinnoissa.

Matematiikan ymmartdminen on monimutkainen prosessi. Se kasittaa yksityis-
kohtaisen paattelyn seuraamisen ja todentamisen lisaksi myos suurempien strate-
gioiden hallinan; kuinka paattely rakentuu, miten yksittaiset oletukset tulevat kayt-
toon ja kuinka kokonainen teoria muodostuu osista, lauseista ja maaritelmista.

Kenties tarkeimpia palasia néilla kursseilla ovat madritelmdt. Maaritelman tar-
koituksena on antaa nimi jollekin ilmiolle tai objektille. Esimerkiksi virke: ” Kahden
kokonaisluvun osamaaraa kutsutaan murtoluvuksi.” on murtoluvun maaritelma.
Matematiikassa madritelméat ovat tarkkoja: (periaatteessa) aina voidaan ratkaista,
toteuttaako joku objekti maaritelman ehdon vai ei. Maaritelméan tekstissa jokaisella
sanalla on tédrked roolinsa. Ne on osattava ulkomuistista! Téarkedd on myo0s saada
mielikuva siitd, mita maaritelma tarkoittaa. Taman oppimiseksi on yleensa luotava
esimerkkeja ja vastaesimerkkeja — kuvien piirtamistd ei myoskadn sovi unohtaal
Pida kuitenkin huoli, ettet sekoita mielikuvia ja tarkkaa maéaritelmaa keskenaan.
Esimerkiksi reaalilukua r sanotaan rationaaliluvuksi tai rationaaliseksi, jos on ole-

massa murtoluku Z, jolle

q?

P
r==.
q
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Huomaatko rationaaliluvun ja murtoluvun késitteiden eron?

Maaritelmien avulla muodostetaan vaittamia, joita kutsutaan yleensa lauseiksi
tms. Lause sisédltda yleensa oletuksia ja vditteen. Karkeasti matemaattiset vaitta-
mét (lauseet) ovat muotoa: ”Jos oletukset plad pldd ovat voimassa, niin véite jakdti
jakati on tosi”. Esimerkki:

Lause. Padattyva desimaaliluku on rationaalinen.

Tasta lauseesta oletukset ja vaite eristetaan seuraavasti:

Oletus: Luku z on paittyva desimaaliluku.
Viite: x on rationaaliluku.

Tarkkaan ottaen vaittama ei ole lause, ellei sita ole todistettu. Mika sitten on
todistus? Todistus on loogisesti pitdva perustelu sille, ettd véite on tosi tehtyjen
oletusten vallitessa. Kaytannossa todistus on usein pienin askelin eteneva kertomus
tai selitys, miksi viite on totta. Todistuksen tulee edetéd niin pienin askelin, etta
mahdollinen lukija pystyy helposti vakuuttautumaan paattelyketjun pitavyydesta,
rivi rivilta ja sana sanalta.

Kuinka sitten keksii todistuksen? Enta kirjoittaa sellaisen? Usein ensimmainen
tehtava on lauseen purkaminen vaitteeksi ja oletuksiksi. Sitten on mietittava, mita
oletukset ja vaite oikein tarkoittavat ja koitettava muistella, tunteeko samantapaisia
tilanteita. Esimerkkeja kannattaa myos tarkastella, jotta nakisi yleisen idean tai
mallin.

Eo. lauseen tilanteessa oletus = on paattyva desimaaliluku tarkoittaa, etta

xr =a,bcdefg...t,

missé kirjaimet ovat kokonaislukuja ja niitd on vain &érellinen maara (esimerkkilu-
kuja 1, 2,7, —3,12346577778 jne.).
Vaite x on rationaaliluku taas tarkoittaa sita, ettd on olemassa murtoluku %,

jolle

D
xr = —.
q

Siis olisi loydettava kokonaisluvut p ja g, joille

a,bedefg...t = g )

Esimerkkitapauksissa 1 = %, mika oli helppoa,

97 312346577778
9 7=2L 4 319234 _
1= 1 8 312346577778 = 000000000

mista havaitaankin, etta laventamalla luvulla jossa on yhta monta nollaa kuin de-
simaaleja naytettaisiin paastavan toivottuun tulokseen. Nyt olemmekin valmiita
kirjoittamaan varsinaisen todistuksen.

FEsimerkkitodistus em. lauseelle. Olkoon n luvun
xr =a,bcdefg...t,

desimaalien lukumaara. Talloin

x-10"  abcdefg...t
xr = g

10m 10m

ja
x - 10"
10m
on murtoluku, joten x on rationaalinen. O
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Lauseiden ja vaittamien todistukset ovat olennaisinta osaa kurssista. Todistuk-
silla on ainakin kolme tehtavaa:

- Vakuuttaa, etta vaite on tosi.
- Auttaa ymmartamain lauseen ja méaaritelmien sisaltoad ja merkitysta.
- Toimia malleina ja esimerkkeina.

Mita tarkoittaa todistusten ja lauseiden ymmartdminen? Ymmartamisessa on
monta eri tasoa. Ensimmaiselld tasolla lukijan tulee lukea todistus huolellisesti ja
vakuuttua siita, etta sen kaikki yksityiskohdat ovat oikein. Todistus ei ole ”uskot-
telua”, vaan tarkistaessasi todistusta on se kaytava lapi rivi rivilta ja sana sanalta
ja tarkastettava kaikki vaiheet, jotka esitetdén (kuin myos tdydennettéva ne yksi-
tyiskohdat, jotka on jétetty mainitsematta). Lukiessasi, kysele: ”"Miksi?”! Merkitse
kohdat, joita et ymmarra ja palaa niihin mychemmin. Kysele!

Seuraavalla ymmarryksen tasolla pitdisi hahmottaa todistuksen rakenne. Mitka
ovat paatulokset, joita kaytetdan, padvaikeudet ja kuinka ne voitetaan, kontsruk-
tiot yms? Talla tasolla pitéisi pystya muodostamaan karkea todistuksen runko, joka
sisaltaa viela vihjeita, kuinka yksityiskohdat saadaan taytetyiksi. Taman avulla si-
nun tulisi kyeta kirjoittamaan todistus myohemmin itse — opettelematta todistusta
ulkoa.

Kolmannella tasolla pitaisi pystya analysoimaan yksittéaisten oletusten kaytto:
missa ja miten mitakin oletusta kdytetaan ja tarvitaanko oletusta koko voimallaan,
vai voisiko niita kenties heikentaa. Tamaéan tason saavuttaminen edellyttaa, etta
todistus puretaan osiin ja kasataan uudelleen, jotta nahdéan selvemmin, kuinka
palaset sopivat yhteen.

Naiden tasojen jalkeen tulee viela pyrkia nakemaan todistukset, lauseet ja maa-
ritelmat laajemmissa yhteyksissa: kuinka lauseita kaytetaan ja voidaanko niita
yleistaa jne.

Usein lauseet ja todistukset esitetaan hyvin yleisessd muodossa, mika tekee
ne tehokkaammiksi, mutta samalla vaikeuttaa ymmartamistda. Siksi hyva keino
helpottaa lauseiden ja todistusten ymmaéartamista on kirjoittaa ne esimerkkitapauk-
sissa; talloin ideat usein pelkistyvéat (mutta toisaalta konkreettiset esimerkit tuovat
usein mukanaan suuriakin teknisid vaikeuksia). Huomaa kuitenkin, etté esimerkit
parhaimmillaankin vain auttavat ymmartamaan teoriaa: esimerkit eivat vahvista
teoriaa, vaan teoria selittaa esimerkit.

Mita edella sanottiin todistuksen ymmartamisesta patee myos matemaattisten
teorioiden, esimerkiksi Analyysi 1 ja 2 -kurssien ymmértamiseen, ja laajemmin koko
matematiikan ymmartamiseen. FErityisesti on huomattava, ettd ymmaéartaaksesi
todistuksen tai teorian myohempié vaiheita my6s alkuosa téytyy olla hallinnassa (ja
sithen on uudelleen ja uudelleen palattava), silld matematiikassa tieto kumuloituu.

Matematiikassa mitaan ei voi unohtaa. Ulkoaopeteltavaa ei myoskaan ole paljoa:
ainoastaan madritelmét ja padlauseiden viitteet (ja muutamat kaavat) tulee muis-
taa ulkoa.

Lopuksi haluan viela muistuttaa siitd, ettd matematiikka on taitolaji. Siksi
harjoittelu on ainoa keino oppia. Kurssiin liittyvien lukuisten harjoitustehtavien
tarkoituksena on auttaa sinua ymmartaméan teoriaa paremmin. Niissd on myos
paljon esimerkkejé, jotka auttavat teorian omaksumista. Vain itse tekemalla — yksin
tai ryhmaéssa — oppii.
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Analyysi.

Mita on analyysi? Karkeasti maariteltyna analyysid ovat ne matematiikan alat,
joissa on rajaprosesseja. Analyysin kursseilla perehdytéaan erilaisiin rajaprosessei-
hin. Esimerkkeina

1. Raja-arvo: Raja-arvo on matemaattinen késite, jolla kuvataan funktioiden
yms. kulun tendenssia, kun muuttuja lahestyy tiettya arvoa. Raja-arvot ja
funktion jatkuvuus ovat laheisesséd yhteydessa toisiinsa. Ne ovat Analyysi 1
-kurssin paaaiheita.

2. Derivaatta: Derivaatta maaritellaan raja-arvona ja sen avulla saadan muu-
tosnopeuksia ja kayrien tangentteja. Derivaattoja kasittelevaa aineistoa
kutsutaan differentiaalilaskennaksi - sithen tartumme Analyysi 2 -kurssilla.
Differentiaalilaskennan sovelluksina tutkitaan mm. funktion kulkua ja &éari-
arvoja (maksimit ja minimit).

3. Integraali: Integraali saadaan maaritellyksi erityisella rajankaynnilla. In-
tegraaleja kéasittelevaa aineistoa kutsutaan integraalilaskennaksi, mika on
jalleen Analyysi 2 -kurssin aiheita. Pinta-alat, tilavuudet ja kayrien pi-
tuudet ovat integraalilaskennan sovellutuksia; sovellutuksia on paljon myos
stokastiikassa ja fysiikassa. Osoittautuu, ettd hammastyttavasti integrointi
ja derivointi ovat toisilleen tavallaan kaanteisia operaatioita.
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1. Reaaliluvut ja epayhtalot
Merkintoja.

N ={1,2,3,...} luonnollisten lukujen joukko (0 mukana, jos tarvitaan)
Z =1{0,+1,42,...} kokonaislukujen joukko

Q= {2 :n,m € Z,m # 0} rationaalilukujen joukko
m

R = reaalilukujen joukko
R\ Q = irrationaalilukujen joukko ={x € R:x ¢ Q}.

Jarjestys.
Lukujen a ja b jarjestysrelaatiota merkitdén a < b (luetaan a pienempi tai yhtdsuuri
kuin b). Jarjestykselld on ominaisuudet:
i) a < a kaikilla a € R. (refleksiivisyys)
ii) Jos a < bjab<a,niin a =b. (antisymmetrisyys)
iii) Jos a <bjab <c, niin a < ¢. (transitiivisuus)
Reaalilukujen jarjestys on lisaksi taydellinen: kaikilla a,b € R on voimassa a < b
tai b < a.
Vilia merkitddn usein kirjaimella I. Vali I on aina epétyhja , I # ), ja I C R.
Vali on joku seuraavista:

[a,b] :={zx € R:a<x<b} (suljettu vili),

[a,b): ={r € R:a <z <b} (puoliavoin vili),

la,bl :={x€eR:a<x<b} (
(

Ja,b; ={xr e R:a <z <b}

puoliavoin véli),

avoin véli)

tai

| =00, :={xeR:2<b}, ]—oo,bi={xeR:z<b},
la,0o={x€eR:x>a}, [a,00={zceR:x>a} tai

| —o0,0[: =R.

Luvun z € R itseisarvo on

x, josx >0
|| = :
—z, josx <0,

lukujen a:n ja bin vdlinen etdisyys on |a — b|, jos a,b € R. Erityisesti siis luvun x
itseisarvo on sen etaisyys origosta eli luvusta 0.

Huomautus. Rationaaliluvut ovat tihedssa: Olkoon z,y € R ja x < y. Talloin
on olemassa rationaaliluku ¢ € Q siten, ettd = < ¢ < y (itse asiassa on ddrettomén
monta monta téllaista lukua ¢ € Q): Koska y — x > 0, niin on olemassa n € N
siten, ettd y —x > 107" (silla 10™ > y_% jollain n).
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Talloin luvun 10™" joku monikerta on etsitty rationaaliluku, silla muutoin loydetaan
k € Z siten, etta
z,y € [(k—1)10"", k107 "],
jolloin
y—z<kl07"—(k-110""=10"" <y — =z,

miké on ristiriitaista. (Soveltamalla tété tulosta toistuvasti 16ydetdan &érettoméan
monta vaitteen toteuttavaa rationaalilukua: korvaamalla y ¢:lla 16ydetaan ¢o € Q
siten, etta © < g2 < ¢ ja jatkamalla samaan tapaan q3 € Q siten, ettd z < g3 <
g2 < q¢ < y ja niin edelleen.)

Siispd mita hyvansa reaalilukua voidaan approksimoida halutulla tarkkuudella
rationaaliluvuilla.

Vaikka rationaaliluvut ovat tiheéssa, se ei ole riittavan laaja lukujoukko hyvan
teorian muodostukseen.

Esimerkki. Yksikkonelion halkaisija on Pythagoraan mukaan /2, joka on irra-
tionaaliluku.

Todistus. Jos v/2 on rationaalinen, niin kvV2 e N jollain luvulla & € N. Olkoon kg
pienin mahdollinen luku ko € N, jolle k9v/2 € N. Olkoon

ki = kov2 — ko,
jolloin 0 < ky < kg, koska
ki =ko(V2—1)jav2—1¢€][0,1].

Edelleen
klzko\/i—k()EN,

koska kov2 € N ja ko € N. Lopuksi,

kl\/§: <k0\/_— kg) V2
= ko2 — kovV2 € N.

T&amé on ristiriidassa sen kanssa, ettd kg oli pienin tallainen luku. Siispé antiteesi
on vaarin ja vaite todistettu. O

Huomautus. Irrationaalilukuja on oleellisesti enemman kuin rationaalilukuja. Myos
ne ovat tiheéissé: kun x < y, on olemassa z € R\ Q siten, ettd x < z < y. (Todistus
on samanlainen kuin rationaalilukujen tapauksessa: koska

p
% €R\Q kaikille k € Z,k # 0

16ytyy haluttu luku z jonkin téllaisen luvun monikertojen joukosta.)
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Rationaaliluku g voidaan visualisoida jakamalla (harpilla ja viivaimella) yksikon
pituinen jana ¢ yhtdsuureen osaan (¢ € N) ja ottamalla niitd p kappaletta.

Enta irrationaaliluvut?
Olkoon x € R. Valitaan rationaaliluvut a; ja by siten, ettd a; < x < by;. Toisin
sanoen

T e [al,bl] =1.

Koska rationaaliluvut ovat tiheassa, on olemassa as, by € Q siten, etta a1 < as < x
ja x < by < by, toisin sanoen

T e [CLQ,bQ] = I.

Jatketaan samaan malliin: kun vali I = [ag, bg] on valittu, valitaan seuraava vali
Tip1 = [akt1, b41] siten, ettd apr1,bp1 € Q.

a1<ak<ak+1<x<bk+1<bk<bl.
Saadaan sisakkainen jono suljettuja valeja
L DILbD>DI3D>---DIpD...

ja

oo
T e ﬂjk;
k=1

toisin sanoen x € I kaikilla k € N. Jos vilit I valitaan niin, ettd niiden pituus

k— o0

[ k| = bk, —ar "= 0,
niin
oo
e} = N L.
k=1
Nain voidaan mika tahansa reaaliluku z maaritella yksikasitteisella tavalla.

Aksiooma (aksiomi). (Sisdkkdisten vilien periaate)!
Jos I1 D I, D I3 D ... on jono sisakkaisia suljettuja valeja I C R, niin

AL £0.
k=1

Toisin sanoen, on olemassa x € R siten, ettd x € I, kaikilla k € N.
Tama on erds formulointi aksioomasta, joka takaa, etta reaaliakselilla ei ole reikia.

ISisakkiisten vilien periaatetta voisi kutsua my6s jatkuvuusaksioomaksi tai taydellisyysak-
sioomaksi. Aksioomassa riittdisi tarkastella véleji, joiden padtepisteet ovat rationaalisia ja todis-
taa sen avulla sama kaikenlaisille valeille.
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Desimaalikehitelma

Seuraavassa esitetdan geometrisesti havainnollinen tapa tehda luvulle desimaa-
likehitelmé. (Geometrisen sarjan kéytto tarjoaisi toisen helpon ldhestymistavan.)
Jaetaan lukusuora R kokonaisluvuilla ykkosen pituisiksi osiksi. Siis on (ainakin
yksi) ko € Z siten, ettd
ko <z <ko+1

(toisin sanoen x € Iy = [ko, ko+1]). Jaetaan sitten véli Iy kymmeneen yhté suureen
osaan, jakopisteina siis

1 2 9
— —, ... — 1.
k07k0+ 107k0+ 10’ 7k0+ 107k0+
Koska x kuuluu jollekin néista osavéleistd, on luku k1 € {0,1,2,3,...,9} siten, ettd

1 11 1
— << — = = 1)—.
k0+k110_x_k;0+k:110+10 ko + (k1 + )10

! ! 107 ! 10 ’

joka sisaltaa pisteen x ja Iy C Ip. Jaetaan tdma uusi vali I; kymmeneen yhta

suureen osaan (koska viilin I; pituus on -= ovat osien pituudet -i-): jakopisteini

10 100

ovat nyt

1 1 1 1 2 1 9 1
kot+ki—,kot+ki—+—,kot+ki—+—,...,ko+ki—+-—,k ki+1)—.
o kigg kot kiggtqgg kot Rigg + ggge e kot kg g kot (it
Koska z kuuluu vilille I7, se kuuluu myo6s ainakin yhteen naisté osavaleista, toisin
sanoen on olemassa luku ks € {0,1,2,...,9}.

1 1 1 1 1 1 1
ko+ki—+thko— <ax<ky+tki—+k—+-—=k% ki— k 1)—
0+ kigg Hhaqag S @ S kot kg kg + g5 = kot kg & (k2 + DG,

joten merkitsemalla tata suljettua valia

1 1 1 1
I, = |k ki— + ko—— . k k1— k 1)—
2 0 kg +keqage ko Rigg T (R + Dys 1
patee
zelya,Cl Cly.
I1 10 X suurennos I2
o [
} Il l);l Il Il Il Il Il Il { } Il Il Il Il Il l);l Il Il {
K kol ko™ 15 kot (K +1) 55
L | L |




ANALYYSI 1 9

Jatketaan néin loputtomiin: n. vaiheessa loydetaan suljettu vali I,, C I,,_1, jonka
pituus on 107" ja

1 1 1 1 1 1
In= kot kit kot ot ko ko + k1 4y 4ot (ki + 1)
0t kiqg Theqgg T g Rt Rigg Fheggg e (R L
ja x € I, (tassi ko, k1, ko, ..., ky, € {0,1,2,3,...,9}). Sisdkkéisten vélien periaat-
teen nojalla

() = ﬁofn.

Koska luvut ko, k1, ko, . . ., k, madraavat vélin I,, (yksikésitteisesti), vastaa lukua
x ”desimaalikehitelma”

ko, kikoks -+ = ko + 0, k1kaks--- =z,

jos x > 0; missd ko € {0,1,2,...} ja k; € {0,1,2,3,...,9}, kun j = 1,2,....
Negatiivisille luvuille desimaalikehitelmaéa voitaisiin merkita kuten ylla, mutta taval-
lisempi tapa on talloin noudattaa saantoa

luvun = desimaalikehitelmd = —(luvun — z : desimaalikehitelmad) .

Tama tulkittuna em. konstruktion merkinnoin antaa seuraavaa: kun x < 0 ja kg €
{—1,-2,-3,...} seké luvut k; € {0,1,2,3,...,9}, kun j = 1,2,..., midrdytyvét
eo. konstruktion mukaisesti, on

T = ko, kikoksky - = ko + 0, kikoks . ..

missa R
ko =ko+1,
]::1:9_]{)17
ko =9 — ko,
ks =9—ks,
Siten esimerkiksi
1 1
— =0,1000---=0,1 ja —— =-0,1;
10 ) ) Ja 10 9 b

kehitelman lopusta 0-jonot jatetaan yleensa merkitsematta.

Huomautus. Ylla oleva desimaaliesitys ei ole yksikasitteinen. Esimerkiksi
1=20,999---=1,000...

Kuitenkin, edella olevassa konstruktiossa x maaraa ko:n yksikasitteisesti, ellei
satu olemaan kokonaisluku. Jos taas x € Z, voidaan kj valita kahdella tavalla: joko
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ko = x tai kg = z — 1. Kun tama valinta on tehty, maaraytyvat loput luvut k;
yksikéasitteisesti:

josko=x, nin k =0=ky=ks3=...

josky=x—1, niin k =9=ky=k3=...

Edelleen, jos x ei ole kokonaisluku, niin k;:t méaraytyvat yksikasitteisesti, ellei
x satu olemaan vélin [; paatepiste. Jos x on I;:n paatepiste, niin joko

1. @ on I;:n oikea paatepiste, jolloin x on myos jokaisen I;:n oikea paatepiste,
kaikilla [ > j, joten

$:]€0+0,]€1k’2...k‘j_1(k7j —1)999,

toisin sanoen k; = 9 kaikilla [ > j
tai
2. z on I;:n vasen paatepiste, jolloin x on myos jokaisen I;:n vasen paatepiste,
kaikilla [ > j, joten

r=ko+0,kks... ijOO.

Siispa: sopimalla, ettei desimaalikehitelmé saa loppua paattymattomadn 9-jonoon,
on desimaalikehitelma yksikasitteinen.

Epayhtaloita

Mussta.
i) a <a.
ii) Kun a < b ja b < a, niin a = b.
iii) Kuna <bjab<c, niina < c.
Edelleen: kun a,b > 0, niin a + b > 0 ja ab > 0.

Huomautus. On hyva muistaa, etta
a>b & a—b>0.

1.1. Lemma.

i) Jos a > b jac>d, niina+c>b+d.
ii) Jos a > b jac> 0, niin ac > be.

iii) Jos a > b ja ¢ <0, niin ac < be.

iv) Kun a,b>0, niina<b < a?<?b>

Todistus.

i)
a+c—(b+d)=(a—>b)+ (c—d) >0,

koska a — b > 0 ja ¢ —d > 0. Tasta seuraa, ettd a +c > b+ d. i}
ac —bc = c(a —b) > 0,
koska ¢ > 0 jaa—b> 0. v
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iii) HT.
iv) Olkoon a < b. Viite: a? < b?.

a2:aaz<l)abngb:b2.

Olkoon a? < b2. Viite: a < b.
b+ a 1
= a
b+a

b—a

koska b+ a > 0 ja b*> — a® > 0.

O
1.2. Lause. Jos a < b+ ¢ kaikilla ¢ > 0, niin a < b.
Todistus. Antiteesi: a > b. Olkoon ¢ = a — b > 0, jolloin oletuksen nojalla
a<b+c=b+(a—b)=aq,
miké on ristiriitaista (nimittéin, etta olisi @ < a). Véite on siten tosi. O

Esimerkki. 1,4 < v/2, koska

(1,4 =(1+0,4>=1+0,840,16 = 1,96 < 2
ja v/2 < 1,5, koska (1,5)2 = 2,25 > 2. Edelleen 1,41 < /2 < 1,42, koska
(1,41)% = 1,9881 ja (1,42)% = 2,0164.

Tarkeimmat epayhtalot ovat luvun itseisarvon arvioita. Nailla arvioidaan es-
imerkiksi approksimointitarkkuutta, virhetta yms.

Muista! Kun z € R, on luvun z itseisarvo luku

x, josx >0
|z = :
—x, josz <O0.

Geometrisesti |z| tarkoittaa luvun = etdisyytta O:sta.
Talloin
i) |z| > 0 kaikilla x € R
i) [z7]=0 & 2=0
iii) |zy| = |z||y| kaikilla z,y € R; erityisesti |z| = | — z|.
iv) —|z| <z < |z| kaikilla z € R.

Esimerkki. Ratkaise |z+1| > |x—3|, toisin sanoen, x:n on oltava lahempéna lukua

3 kuin lukua —1. Lukujen 3 ja —1 keskipiste on _T+3 = 1, joten ratkaisu on = > 1.
% % P=mm=s = —
-1 0 1 2 3

IXx+1] > |x-3]
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Esimerkki. Ratkaise |z — 3| < 2|z|, toisin sanoen etiisyys nollasta on vahintdan
puolet x:n ja luvun 3 vélisestd etdisyydestd. Jaetaan [0, 3] suhteessa 1 : 2, jolloin
jakopiste on 1. Jos x > 1, on x ldhempéna lukua 3 kuin 2|z|. Toinen mahdollinen
kriittinen kohta on —3, jolloin x < —3 toimii yhta hyvin.

[x-3] < 2Ix]

Esimerkki. Epéyhtild |2z — 3| < 4 on yhtépitiva epayhtélon [z — 3| < 2 kanssa,
jonka ratkaisun nakee heti: —% <z< 3%.

Ymparisto.

Luvun z e-ympdristé B(x,e) koostuu niisté pisteistd y € R, joiden etéisyys x:sta
on alle € (¢ > 0). Toisin sanoen

B(z,e) ={yeR: |z —y|<e} =]z —e,x+ €[

-
C
X— & X+ €

Seuraava viattomanoloinen epayhtalo on erittidin keskeinen analyysissa.

1.3. Lause. (Kolmioepayhtilo, A-ey)
Kaikilla z,y € R
[z +yl < |z|+ [yl

Todistus. Ensiksi
r+y <|z|+y<|z[+ |yl

silla x < |z| ja y <|y|, ja toisaalta
—(z+y)=—z+(-y) <[ —z[+|—yl=|z[+yl.
Siispa
z+y < |z|+yl, josz+y>0
lz+y| = :
—(z+y) <lz|+lyl, Jjosz4+y<O.

1.4. Seuraus. (Kéinteinen kolmioepayht&ld)
Kaikilla z,y € R

[zl =yl | < lo+yl (< lal + ).
Todistus. Kolmioepayhtalon nojalla

lz| =yl =z +y)—yl— |yl <lz+yl+ |-yl — |y = |z + 9yl
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Samoin
—(lz[ = [yl) = ly| = [=] < |y + =| = |z + ],
joten
[zl = lyl| < =+,
Esimerkki.

2=yl = [l -l <1,
silla kdanteisen kolmioepayhtalon nojalla
12 J22 — | = |(@ + )@ = 9)| = [le] = | = vl l2] — o]
2
= |l = Iyl

josta haluttu epayhtalo seuraa.

Esimerkki. Jos x > 1 ja y > 2, niin

Ve - ol s S0

Tama voidaan todistaa seuraavasti:

1
=] ] oo
VeVl = | 7
<oyl < ey
STt YIS T ER Y
< gle ]
_x_
=5 Y
Summamerkinta.
Josz; €R,7=1,2,..., niin
n
ij::x1+x2---+acn,
j=1
ts.
1 n n—1
ij::xl ja ij::xn+2xjkaikillan>1.
j=1 j=1 j=1

Kolmioepéyhtélostéd seuraa induktiolla (HT)

n n
‘Z% <>l
j=1 j=1
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1.5. Lause. (Cauchy-Schwarzin epayhtilo)
Olkoon aj,b; >0, j =1,2,3,...,n. Tdlloin

2

iajbj S ia? <i bi) .
j=1 j=1 k=1

Huomautus. Erikoistapaus? Cauchy-Schwarzin epayhtilostid on ns. aritmeettis-
geometrinen epdyhtdalo

b
Vab < a; kaikilla a,b > 0.

Tamén voi todistaa helposti myos suoraan siitd havainnosta, etta reaaliluvun nelio
on aina > 0:

0< <\/_—\/Z_)>2:\/52—2\/5\/5+\/Z—)2:a—2\/%+b.

Cauchy-Schwarzin epayhtalo voidaan myos todistaa tahén yksinkertaiseen ideaan
perustuen, alla kuitenkin erilainen todistus (missa kiytetdén koulusta tuttuja derivaatan
ominaisuuksia).

n
Todistus. Voidaan olettaa, ettd Y b7 # 0. Madritelldén
j=1

F) =Y (aj +tb;)> = (a3 + 2ta;b; + t°03) .
j=1 =

j=1

Téalloin f(t) > 0 kaikilla ¢ € R. Minimoidaan f:

F1t) =2 azb;+2t> b3 =0,

2Valitse a1 = ba = v/a ja ag = by = Vb.
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2 ajb;

jost=— iz Sijoitetaan tama f:n lausekkeeseen ja saadaan
> agby
0<
<7 (-5
" Zakbk Eakbk ? 2
:Za]+2< 2 ajbj—I— — ) bj
n n 2
_ 2 > agby (> arby)
= Z(Ij —2<— ZbQ ) Zajbj +7
7=1 k j=1 (Z k) j=1
e o (Cakby)?
— aj -,
=1 > u?
=1

mista haluttu epayhtalo seuraa.

Esimerkki. Aritmeettis-geometrinen epayhtalon nojalla

Va \/—<1+2 3

27
joten v/2 € 1, %] Samoin

100 + 100,01
V10001 = +/100 - 100, 01 < % — 100,005,

joten 4/10001 € [100, 100.005].

Taso ja avaruus (R")

Karteesista tuloa R x R = R? kutsutaan (xy-)tasoksi.
Ax B:={(a,b):a€ A be B},
siis

={(z,y):z€Rjay e R}
={(z1,29) 17, ER j=1,2}.

Yhteenlasku koordinaateittain: jos
x = (z1,22) € R* jay = (y1,52) € R?,

niin
x4y = (.771 +Y1,Z2 +y2) € R2.

Reaaliluvulla A € R kertominen:

(A\z) := (\z1, Azp) € R

15
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Pisteiden x = (x1,72) ja y = (y1,%2) € R? viilinen etdisyys on

e —yl| == V(21 — y1)% + (w2 — 12)2,

erityisesti, jos y = 0 ts. y = (0,0), niin

2] = /2% + 23.

Yleisemmin, jos n € N,

Rn:{(l’l,xg,...,l‘n)ll’jER}:BxRX...XR

J/

n kertaa

on n-ulotteinen euklidinen avaruus. R™:n pisteiden © = (z1,x2,x3,...,2,) ja y =
(yb Y2,Y3, . .- ,yn) sumina on

r+y:=(x1+y,22+y2,23+Y3,...,Tn +yn) € R™.

Jos A € R, niin
Axr = (Ax1, Az2,...,A\n) € R™.

Euklidinen pituus on

]| o= | Y a3

r:m ja y:n etaisyys on
2
e —yll = [ D (z; — v))
j=1
Cauchy-Schwarzin epayhtalosta seuraa kolmioepayhtalo

|z 4+ yll < ][ + [ly]]-
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2. Funktiot

Useimmat koulukurssin funktioista maéaritellaan yksinkertaisilla lausekkeilla. Li-
saksi niilla on usein myos derivaatat kaikkialla ym. Yleensa funktiot eivat ole nain

sileitd, esimerkiksi funktioille % tai sin (%) ei saada derivaattaa, kun =z = 0,

vaikka ne maariteltaisiin miten 0:ssa.

2.1. Funktio. Olkoon A, B C R. Funktio eli kuvaus f : A — B on saanto,
joka liittda jokaiseen pisteeseen x € A (joukon A alkioon) tasan yhden pisteen
y € B (joukon B alkion). Tatd alkiota y € B kutsutaan alkion x € A kuvaksi
(kuvapistecksi) ja sitd merkitdin® y =: f(x). Joukko A on f:n mddrittely- eli
lahtdjoukko ja joukko B sen maalijoukko. A:n kuvajoukko (funktiossa f) on

f(A) ={y € B:y = f(z) jollakin = € A}.

Huomautus.

i) Aina f(A) C B, mutta voi olla f(A) # B. Esimerkiksi, kun
f:R—=R, f(x)=0kaikillazeR,

niin kuvajoukko on f(R) = {0} # R.

ii) Jokaista alkiota = € A vastaa tasan yksi kuvapiste y = f(x) € B, mutta voi
olla, ettd piste y € B on useamman kuin yhden A:n alkion kuvapiste.

iii) Funktiot f: A — B ja g: C — D ovat samat, jos

a) A=C
b)B=D ja
¢) f(x) = g(x) kaikilla x € A = C.

Esimerkki.

—
T
8

)= f(z) kaikilla z, erityisesti f(—1) =1 = f(1).
Myoskin kun
x, josxz & Z
R — R, T) =
g 9(x) {7, josx € Z,
niin

g(R) ={T}U(R\Z), g(Z)={T7}.

Huomautus. Yleensa talla kurssilla oletetaan, ettd funktioiden maarittelyjoukko
on mahdollisimman suuri, ellei toisin mainita.

Huomautus. Funktio voidaan maaritella monella eri tavalla: esimerkiksi geomet-
risesti, tai vaikkapa: g(x) = x:n etiisyys Helsingista rataverkkoa pitkin.

3Joskus kiytetiin myos merkintidd x — f(x).
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Esimerkki. Yhtalot
X )

_ h— .
2 + y2 ) 2 + y2

madrdavat a:mn ja bn xmn ja y:n funktioina (z,y) — a ja (z,y) — b, jotka voidaan

médritelld kaikilla (z,y) € R?\ {0,0}, eli kun 22 + y? # 0.

HT: Maaraa x ja y a:n ja b:n funktioina, kun

@) = 0t = ().

x2_’_y2’x2+y2

Ts. ratkaise x ja y a:n ja b:n avulla, eli maarittele kuvaus

(a,b) — (z,y).

Piste (a,b) on samalla origon lahtevallad puolisuoralla kuin piste (z,y), mutta sen
etdisyys origosta on pisteen (z,y) etédisyyden kéénteisluku.

Esimerkkeji. A = a? (a-sivuisen nelion ala),

f(z) = V1 =22, |z| <1 (suorakulmaisen kolmion hypotenuusa kateettien 1 ja |z
funktiona),

t — (t,—t?) (pisteen liike pitkin paraabelia).

Jos f: A— Bijag:C — DjaC C A, niin mikili f(x) = g(z) kaikilla
x € C, niin sanotaan, ettd g on f:n rajoittumafunktio joukkoon C', mika merkitaan
9= flc-

Esimerkki. Jos

f(x)=2° f:R—-R
g(z) =2" g:[0,00] = R,

niin g = f|j0,0c]- YIl& olevat funktiot f ja g ovat siis tarkkaan ottaen eri funktioita.

Maaritelma. Funktio f: A — B on

- surjektio, jos f(A) = B eli jokainen B:n alkio y on jonkin A:n alkion x kuva,
y = f(x) ("onto”)

- ingektio, jos eri pisteet kuvautuvat eri pisteiksi, eli ehdosta 1 # xo € A
seuraa f(x1) # f(x2) ("one-to-one”)

- bijektio, jos f on seka surjektio etta injektio.
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Huomautus. Se, ettd f : A — B on bijektio, tarkoittaa siis sité, etta jokaista A:n
alkiota z vastaa tasmalleen yksi B:n alkio y ja kaantaen; jokaista B:n alkiota y
vastaa tdsmélleen yksi A:n alkio z. Néain voidaan maaritella g : B — A asettamalla

9(y) =z, missd y = f(z).

T&lloin g on f:n kadnteiskuvaus, mitd merkitdan
g=: "1

Selvisti myos f~1 : B — A on bijektio, jonka kiinteiskuvaus on (f_l)_1 = f.
Siis, jos f on bijektio, f : A — B, niin silld on ki#nteiskuvaus f~! : B — A
siten, etta

1 (f(z)) =  kaikilla z € A
F(f' () = y kaikilla y € B.

Esimerkki. Tassa on eras bijektio:
fiN—=P  f(n)=2n, [ (n)=g;

ylla P on positiivisten, parillisten kokonaislukujen joukko.
Huomautus. Jos f: A — B on injektio, niin kuvaus
g:A— f(A), g(x)= f(z) kaikilla z € A
on bijektio, ts. injektio on bijektio kuvajoukolleen.
Esimerkki. Funktio f: R — R, f(z) = 22, ei ole injektio eiki surjektio:
f(=1)=f(1)=1ja f(x) # —1 kaikilla x € R.
Toisaalta f|jg,oc; on injektio, edelleen g : [0, 00[— [0,00], g(z) = z2 on bijektio.
Lopuksi f : R — [0,00[, f(z) = 22, on surjektio, mutta ei injektio.

Térked keino havainnollistaa funktiota on piirtda siitd kuvaaja eli graafi (joka on
eri asia kuin kuvajoukko!). Jos f: A — R (A C R"), niin f:n kuvaaja on joukko

Gr(f):={(z, f(z)):x € A} Cc Ax RCR"™,

Kun f: A — R on reaalimuuttujan funktio eli kun A C R, on graafi erittiin
hyodyllinen. Sitad vastoin, jos 1dhto- tai maalijoukko on korkeampiulotteinen, on
parempi etsii muita havainnollistamiskeinoja. Jos A C R?, kiitevén keinon tarjoaa
ns. tasa-arvokdyrdt (vertaa kartat).

Useamman muuttujan funktioita ovat esimerkiksi

fla,y) =a* +y* ja g(z,y) =2 —y*

Graafinen hahmotus tasa-arvokayrien avulla: Tasa-arvokayrat koostuvat niista
pisteistd (x,y), joilla f(x,y) = vakio. Esimerkiksi funktion f(z,y) = 2% + 3>
tasa-arvokayrat ovat ympyran kehia, esim.

22 +y2=1
2 4y =4
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Maaritelma.
Joson f: A— Bja D C B, niin joukon D alkukuva funktiossa f on joukko

fYD):={xcA: f(x) € D}.

Al4 sekoita alkukuvaa ja kiiéinteiskuvaustal

Huomautus. Alkukuva f~!(D) on aina joukko, f:n méirittelyjoukon osajoukko,
f~Y(D) C A. Se voi olla myds 0. (Esimerkiksi, jos f(x) = 22, niin f~1([-2,-1]) =
0)

f{E)=0

(f+g)(x):= f(z)+g(x)
(fo)(z): = f(x) - g(x)
f f(z)

9

2.2. Yhdistetty kuvaus. Olkoot f: A — Bjag:C — D. Jos f(A) C C, niin
maéaaritelladn kuvauksista f ja g yhdistetty kuvaus go f : A — D

go f(x):=g(f(x)).

Huomautus. Yhdistetyn funktion g o f:n méaritelméssa on g:n oltava maaritelty
pisteessa f(x).

Esimerkki. Olkoon

—
8
|
—N—
=S
|
)
RS
—e
o
7
8
AN
N N

ja
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missé ¢ : R — R ja f : R — R. Yhdistetyt funktiot f o g ja g o f ovat siis
maaritellyt.

g(V1—2?)=1-2a? jos |x| <
g(-1) =& F+1 joslel =

x

N[—= N

22 Jaf

Havainnoidaan, etta
1 1
gl <5 & lal<—

V2

fog(:v)zf(g(a:))z{ L= g(@)?, Jos |g(x)| <

N[= N

m -1, jos |g()| =

eli

V1—2z4  jos |z| <
fog(x) :{

3%2 - ]-7 jOS |ZL‘| 2

S s

Huomautus. Olkoon f: A— Bjag: B — A.
i) Jos go f(x) = x kaikilla z € A, niin f on injektio ja g surjektio.
ii) Jos myds f on surjektio, niin f o g(y) = y kaikillay € B ja f = g~!. (HT)

2.3. Monotoniset funktiot. Olkoon I C R vili ja f: I — R. Sanotaan, etta f
on

i) kasvava (nouseva), jos kaikilla z,y € I

ehdosta x <y seuraa f(x) < f(y).
ii) aidosti kasvava, jos kaikilla x,y € I

ehdosta x <y seuraa f(z) < f(y).
iii) wdihenevd (laskeva), jos kaikilla x,y € I

ehdosta x <y seuraa f(z)> f(y).
iv) aidosti vihenevd, jos kaikilla x,y €

ehdosta x <y seuraa f(x) > f(y).

v) wvakio(funktio) jos kaikilla z,y € I pétee

vi) (aidosti) monotoninen, jos f on joko (aidosti) kasvava tai (aidosti) vaheneva.

Huomaa, etta aidosti monotoninen funktio on injektio.
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2.4. Lause. Olkoon f : I — R aidosti kasvava. Tdlloin f on injektio. Erityisesti
f: I — f(I) on bijektio ja tilloin myés kddnteiskuvaus f=1: f(I) — I on aidosti
kasvava.

Todistus. f on injektio: Kun x1 # x9 € I, niin joko
z1 < x2, jolloin f(z1) < f(z2)

tai
x1 > o, jolloin f(x1) > f(x2),

joten joka tapauksessa f(x1) # f(x2). Siten f on injektio.
f~t on aidosti kasvava: Ellei f~! ole aidosti kasvava, on yy,ys € f(I) siten, etti
y1 < y2 ja
FH ) = ).

Koska f on aidosti kasvava, niin

FUFHw) = F(F W)

ja siten

v =F(FH ) = F(F N w2) = v
Taméi on ristiriita, koska y; < yo. Siis f~! on aidosti kasvava. O
Huomautus.

(1) Varo! f(I) ei ole valttamatta vali, vaikka f olisi aidosti monotoninen (jos
f ei ole jatkuva).
(2) Lausetta 2.4 vastaava on totta tietysti myos aidosti véheneville funktioille.

Huomautus. Aidosti monotoninen funktio on injektio.

Jos y = f(x), niin f~1(y) = z, joten fmn kidnteiskuvauksen graafi 1oydetiin
peilaamalla f:n graafi suoran y = x suhteen, silld peilauksessa f:n graafin piste
(z, f(z)) = (z,y) kuvautuu pisteeksi (y,z) = (y, f~'(y)), joka on f~':n graafilla.

-1 =X
Y
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Esimerkki. f(x) = 23 on aidosti kasvava funktio. Jos taas

z%,  josx <0
g(z) =< 0, jos0<zr<1
-3, joszx>1,

niin g on véhenevé funktio (ei aidosti vihenevi).

2.5. Parilliset ja parittomat funktiot. Olkoon f: R — R. Jos
f(=z) = f(z) kaikilla z,

niin f on parillinen (graafi symmetrinen y-akselin suhteen). Jos taas
f(—z) = —f(z) kaikilla z,

niin f on pariton (graafi symmetrinen origon suhteen).

2

Esimerkki. Parillisia funktioita ovat mm. z2, 2" ja cosx. Parittomia funktioita

ovat vaikkapa z, 2"t ja sinz.
Esimerkki. Olkoot
f(z) =V,
jossa méérittely- ja kuvajoukko ovat kumpikin [0, oo[ seké
g(z) =x+1,
jossa seka madrittely- ettd kuvajoukkona on R. Silloin
gof=9(Wz)=Vr+1,
jonka maarittely- ja kuvajoukko ovat molemmat [0, o], ja
fog=fa+1)=vatl,

jonka maarittelyjoukko on [—1, 00| ja kuvajoukko [0, co[. Edelleen

fof =1/ =Va=at,
jonka maéarittely- ja kuvajoukko ovat kumpikin [0, ool, ja
gog=glx+1)=x+2,

jossa seka madrittely- etta kuvajoukkona on R.
Esimerkki. e
fr) =12
joka on maééritelty, kun x # —1. Myos f(x) # —1 kaikilla z. Siten
1—f@) 1-1F 1+z-(1-2) 2

I+ fz) 1+12 14+z+(l-2) 2

fof(z) =z, kunax# —1.

Esimerkki. Kun

%, jos x #0

0, jos x = 0,

on f bijektio f : R — R: f on injektio (HT). Osoitetaan, ettd se on surjektio.
Olkoon y € R. Ratkaistaan y = f(x):

Jos y = 0, niin x = 0. Jos y # 0, niin x = %, jolloin

f(ﬂf)=f(§)=%=y-
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2.6. Alkeisfunktiot

A. Polynomit.
Funktio P : R — R on polynomi, jos se voidaan esittda muodossa

P(z) = apx™ + ap_12" ' 4+ - + a1z + ao,
missdé n € N, a; € R ja a, # 0. Talléin n on polynomin asteluku ja luvut a;,

7 =0,1,2,...,n, ovat polynomin kertoimia. n. asteen polynomi on derivoituva
koko R:ssé ja sen derivaatta on (n — 1). asteen polynomi, kun n > 1.

Esimerkki. Ensimmaisen asteen polynomi
p(x) =ax+b
on (affinisti) lineaarinen polynomi. Polynomi
q(z) = ax® +bx +c

on kvadraattinen eli toisen asteen polynomi.

2.7. Lause. Jos P on n. asteen polynomi ja P(x1) = 0, niin P(x) on jaollinen
(x — xq):lld. Toisin sanoen on olemassa (n — 1). asteen polynomi Q siten, ettd

P(z) = (z — x1)Q(z) kaikilla x.

Todistus. Induktiolla nahdaan, etta kaikilla n € N patee

" — yn _ (.%' _ y)(xn—l + xn—2y 4. +xyn—2 _}_yn—l)7

joten
P(x) = P(x) — P(z1)
=ap(2" =) F a1 (2" =2+ ay (- 2)
= (l‘ — $1)(bn_1$n_1 —|— s —|— bl.'l? —+ bo,)
Q=)
missa
bn—l = Aap, 7& 0,

bn—2 = apT1 + Ap_1,

—2
bi =anz] "+ +a

-1
bo = anz} " + -+ as.
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2.8. Seuraus. Jos n. asteen polynomilla P on nollakohdat x1,xo, ..., T,, niin
P(x) =an(z — 1) (x — 22) ... (¥ — Ty) kaikilla z € R.

(an on n. asteen termin kerroin.)
2.9. Seuraus. n. asteen polynomilla vot olla korkeintaan n kappaletta nollakohtia.

Esimerkki. Polynomilla Pj(z) = 22 + 1 ei ole reaalisia nollakohtia. Polynomilla
Py(x) = 2® on sama nollakohta kolme kertaa:

Py(z) =23 = (z — 0)(x — 0)(z — 0).

2.10. k-kertainen nollakohta. Jos n. asteen polynomille patee
P(z) = (x — 21)*Q(x) kaikilla = € R,

missd k € N, 1 € R ja @ on polynomi siten, ettd Q)(x1) # 0, niin sanotaan, etta
x1 on polynomin P k-kertainen nollakohta (eli yhtalon P(x) = 0 k-kertainen juuri).

Huomautus. Algebran peruslauseen (todistetaan laudatur-kurssilla) nojalla on
jokaisella n. asteen polynomilla ainakin yksi kompleksinen nollakohta. Indukti-
olla ja Lauseen 2.7 avulla nahdéén, ettd n. asteen polynomilla on (kertaluvut
huomioiden) tasan n kompleksista nollakohtaa. (Reaalisia nollakohtia ei véltta-
métta ole.)

B. Rationaalifunktiot.
Kahden polynomin P ja ) osamaariaa R = g sanotaan rationaalifunktioksi

joka on mééritelty, kun Q(x) # 0.

Esimerkki. R(z) = 1 on rationaalifunktio (kuvaaja hyperbeli). Samoin R(z) =

x%ﬂ on rationaalifunktio.

Funktio f on algebrallinen, jos on olemassa kahden muuttujan polynomi
n
F(z,y) = apaby"™"
k=0

siten, etta
F(z, f(z)) = 0 kaikilla z.

Rationaalifunktio R = g on algebrallinen, mika nahdaan valitsemalla

F(z,y) = yQ(z) — P(x).
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C. Potenssifunktio x — z?, missa x > 0 ja q € Q.
Olkoon n € Z, n > 0. T&llgin funktio f :]0,00[— R

fz) ="
on aidosti kasvava (seuraa Lemmasta 1.1) ja sen kuvajoukko on ]0, co[. Siten silld

on aidosti kasvava kdanteisfunktio f~1 :]0, co[—]0, oo[. Merkitéén:
1

f @) =,

n. juuri. Edelleen merkitaan

x
jolloin
g(z) =27"
méariaa aidosti vihenevén funktion g :]0, co[—]0, co[. Edelleen, jos
m
¢=—cQ
n

(m,n € Z,n # 0), niin maaritelldan

Toisin sanoen, yhdistamaélla kuvaukset

f o om . g
T ja T x

saadaan
x?=go f(x).
Havaitaan, ettd funktio  — x7, ¢ € Q (rationaalinen potenssifunktio) on

(1) aidosti kasvava funktio, jos ¢ > 0

(2) aidosti véheneva funktio, jos ¢ < 0

(3) vakio =1, jos ¢ = 0.
Huomaa, ettd x > 0 koko ajan! T&lléin potenssifuktio on bijektio |0, co[—]0, oo],
jos q # 0.

<
5
g=1
a4+
a=1
3
2,
Oo=g<21
1t
O. 5 1 1. 5 2 2.5 =3
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17.5&
157
12.5}
10¢

1.5}

2.5}

Huomautus. Irrationaaliset potenssit maaritellian myohemmin.

Huomautus.
i) (zP)4 = xP
ii) 2P = xPta
iii) 27 > 0 kaikilla ¢ € Q, z > 0. (HT)
D. Eksponenttifunktiot ja logaritmifunktiot.
Eksponenttifunktioksi kutsutaan funktiota = — a”, jossa a > 0.
Asken maédriteltiin o, kun x on rationaalinen (ei z € Q). Kun z,y € Q ja

Yy > x, 0on
a¥ = g tv—2) — qzoy—7

Koska x — 7 on aidosti kasvava, ¢ > 0, ¢ € Q, niin
aV7" > 1V =1, josa>1
a7 <1V =1, josa< 1
a7 =1, jos a=1.
Niinpa
> a”, josa>1
a¥ =a*a¥ "< < a®, josa<1
=a*=1, josa=1.
Siispé f(z) = a® on
(1) aidosti kasvava, jos a > 1

(2) aidosti véhenevé, jos 0 < a <1
(3) vakio =1, jos a = 1.
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Irrationaaliselle x:1le méaritelladn a” siten, ettd funktiosta f(z) = a® tulee tulee
aidosti monotoninen funktio R — R, kun a # 1 (tai jatkuva — tdmén lauseen sisiltd
selvidd myShemmin).

Funktion f : R — R, f(z) = a*, jossa a > 0, a # 1, kuvajoukko on ]0, o]
(todistetaan my6hemmin).

10+ :

a>1

a=1

<1

Kun a > 0,a # 1, on eksponenttifunktio a” aidosti monotoninen. Silla on siis
kéanteisfunktio g :]0, co[— R, a-kantainen logaritmi

g(x) =“logx, x>0.

Toisin sanoen,
y=a* < x="%gy,
a,z,y >0, a # 0. Huomaa, joskus a-kantaista logaritmia merkitdan myos

“log x =: log,, .

Huomautus. z — “logx on

(1) aidosti kasvava, jos a > 1,
(2) aidosti véhenevé, jos 0 < a < 1,
(3) el mééritelty, jos a = 1.
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Alog x

7.5}

_7_5.

Tarkein yleisista eksponenttifunktioista on eksponenttifunktio

exp(z) := e,

missa e on ns. Neperin luku,

1 n
e = lim (1 + —) ~ 2,7128.
n

Sen kiidnteisfunktio on logaritmifunktio® (ns. luonnollinen logaritmi)
logz :=“logx (=Inx).
Toisin sanoen kaikilla x > 0 péatee
plogz _ .

4Varoitus: yliopistopiireissi logz on yleensé luonnollinen logaritmi eiké 10-kantainen.
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ja kaikilla z € R

log(e®) = x.
!
! eX
]
1
!
4t /
/
/
!
/
/
/
/
/
2r
/
/
7/ log x=In x
-6 -4 -2 2
_2 L
-4
_6 L

Huomautus/Harj.teht..
i) Kaikilla z € R,a > 0 pétee

. 1
a® = evloge (esun. Vx =e? logm> .

2\ a _ logx
i) “logz = {227

iii) Kaikilla z € R,a > 0 pétee

{ a®ty  =a%a¥, e*TY =e%eY

(a®)¥ =a".
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iv)
{ “log(zy) = “logz + “logy, log(xy) =logx + logy
“log(b®) = z(“logb).
Esimerkki.
-2 2

kaikilla z,y € R, koska aritmeettis-geometrisen epayhtalon nojalla

@ 1 1 1
e T = (e"t¥)2 = Verty = \erev < iew + iey.

E. Trigonometriset funktiot.
Suorakulmaisessa kolmiossa, jonka teravat kulmat ovat « ja 3, on kulman «
(1) sini
a:n vast. kateetti

sina =
hypotenuusa
(2) kosini
a:n vier. kateetti
cosa = =sin
hypotenuusa

(3) tangentti

sin « a:n vast. kateetti
= - - —tana
CoSs & a:n vier. kateetti

(4) kotangentti

COS & o:n vier. kateetti
cotana = — = -
sin «v o:n vast. kateetti

Huomautus. Trigonometriset funktiot voidaan maéritelld kunnolla analyyttisesti.
Tama tehdaankin myohemmin.

cot z

]

snz=y| T (x.y)
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Tarkastellaan yksikkoympyran kehaa
S={(z,y) eER*:2” +y* =1},

jossa kehén pituus |S| = 27. Lahdetéén liikkeelle positiiviselta z-akselilta, pisteesté
(1,0), ja kuljetaan vastapdivéén z:n pituinen matka. N&in saavutaan pisteeseen

(x,y) ja merkitdan
{ sinz =y
cosz =

Jos kuljetaan myotapaivaan, merkitaan kuljettua matkaa negatiivisella luvulla z =
—|z| ja maaritellddn sin z ja cos z kuten ylla. Siten sin z ja cos z saadaan méaéaritellyksi

kaikilla z € R.

Tangentti maaritellaan nain:

sin z ) s
tanz ;= ——, kun cosz #0eliz# —+nm,neZ.
coS 2 2

Kotangentti maaritellaan kaanteisarvona

coS 2
cotz:= —— kun sinz #0eli z#nm,neZ.
sin z
Siten
1 T
cotz=——, kunz#n—-,neZz.
tan z 2
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Koska yksikkoympyran kehan pituus on 27, saadaan kaikilla z € R jan € Z

sin? z + cos? z = 1, sin? z := (sin 2)?

sin(z 4+ 27n) = sin z

cos(z 4 2mn) = cos z
sin(—z) = —sin z
. T
cos(—z) = cos z, cosx = sin (x + 5)
. _ , 7r
sin(m — z) = sin z, sinx = cos (ac - 5)
cos(m —z) = —cosz

sinz=0 <& z=nw
cosz =0 <« z:g—kmr
|sinz| <1
|cosz| < 1.
Muita hyodyllisia kaavoja:
{ sin(z +y) =sinxcosy + coszsiny

cos(z +y) =cosxcosy —sinzsiny.
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Naista ensimmainen seuraa helposti toisesta ja toinen todetaan esimerkiksi vekto-
rilaskennolla: kun

a=1icosT+ jsinw
b=icosy + jsiny,

niin koska |a| = |b| = 1, on

(cosy, siny) (cos X, sin x)

Toisaalta
a-b=cosxcosy + sinxsiny,

mista yo. yhteenlaskukaava seuraa.
Muita hyodyllisia peruskaavoja:

sin(2zx) = 2sinz cos

2 2

cos(2x) = cos” x — sin“ x

=2cos’z—1=1-2sin’z,

seka edelleen:

2tanx
tan(2x) = ———
( ) 1 —tan?z
t t
tan(z +y) = anz +tany

1 —tanztany

Suoraan maaritelmasta saadaan seuraava tarked arvio:

2.11. Lemma. Kaikilla x €]0, 3| pdtee

sinx
cosr< — <1<
T

cosx

Erityisesti, jos |x| < %, niin

kd

— < |si < .
5 = |sinz| < |z|
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"Todistus”. Olkoon ympyrésektorin kaaren pituus x. Sektorin pinta-ala on talléin

T T
Te— = —.
2 2
]
(1, tan x)
(cosx, sinx)
X

(1.0

Nyt (piirtdmaélld kuvan, jossa on yksikkGympyré ja kolme kolmiota, joiden kérjet
ovat pisteissd (0,0), (cosz,sinx) ja (cosx,0), pisteissé (0,0), (cosz,sinzx) ja (1,0)
seka (0,0), (1,tanz) ja (1,0) vakuuttautuu epayhtaloisté)

sin x cos x < 1 . < T tanx
_ —sinx —
2 2 2 2
—— N—— ~—~ N——"
pienen kolmion ala keskimmaisen kolmion ala sektorin ala ison kolmion ala
Siis )
. . sinx
sinrcosx <sinx <z < .
cosx
Kun 2 €]0, Z[ on sinz > 0, joten
1
cosxr <1< — < ,
sinx cos T
mistd seuraa véite (toinen véite on suora seuraus téastd, HT). O

Huomautus. Sinin ja kosinin méaritelmistd voidaan helposti johtaa myo6s seuraa-
vat huomiot.

Jos (z,y) € R? ja (z,y) # (0,0), niin

z Yy . .2 2 _
<¢xz+y2’¢zz+y2> Sty =1

Merkitaan
ri= /22 + 92

Jos ¢ on kulma z-akselin ja janan (0,0), (z,y) valilld kierrettdessad positiiviseen
suuntaan (siis vastapaivéén), niin

= Ccos

—N
Sl 38

= sin p,



36 ANALYYSI 1

toisin sanoen
T = TCOoS Y
Yy = rsinp.

Siispa (r, @) on pisteen (z,y) koordinaatit ns. napakoordinaatistossa.

Maaritelmasta ndhdaan heti, etta rajoittumille patee

(1) sinz on aidosti kasvava vililla [—7, 7] (+2n7) ja siten sinin rajoittuma on
bijektio

[—f,f] ~-1,1]
22
(2) cosz on aidosti viheneva valilla [0, ] (+2n7) ja siten cos:n rajoittuma on
bijektio
0,27] — [—1,1]

(3) tanx on aidosti kasvava valilld | — 7, [ (+nm) ja siten tan:m rajoittuma on
bijektio
T
TR
] 272 -
(4) cotx on aidosti vihenevé vélilla |0, 7[ (+n7) ja siten cot:n rajoittuma on

bijektio
10, 7[— R.

Naill& on siis on olemassa kéédnteiskuvaukset (sovituilla véleilld), ns. arcusfunktiot:

. - T _
arcsinz = sin" !z : [ —} (aidosti kasvava)

T

272

arccosz = cos ' & [ ] — [0,7] (aidosti vaheneva)
Y

arctanr = tan 'z : R — ] -, [ (aidosti kasvava)

arccotz = cot 'z : R —]0, 7T[ (aidosti vahenevi).

Huomaa maarittelyvalit; esimerkiksi arcsin on aidosti kasvava sinin rajoittuman

kadnteiskuvauksena vilille [— 7, T].
arc cos
TT
Y\ 3
. 2
RENEZ
1 N
\\
—I —0.5 0.5 I
-1
arc sin
—Tv2
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I

__________ o 3t
arc cot Tl
\\\2'
1
-4 -2
arc tan -1

37
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3. Jatkuvuus

Intuitiivisesti jatkuvuuus tarkoittaa sita, etta pieni muutos lahtoarvoissa ei ai-
heuta myoskaan kuva-arvoissa suuria muutoksia.

Esimerkki. Seuraavat kaksi epdjatkuvuuden tyyppia ovat ilmeisia.
”Hyppéaysepajatkuvuus”: esimerkiksi funktio

f(:c):{l’ kun z > 1

—1, kun z < 1.

on epajatkuva, kun = = 1.

”?Karkailu aarettomyyteen”: esimerkiksi

1 jos T
f<x)={ s 070

0, jos x = 0.

]

Huomautus. Jotta funktion ominaisuudesta pisteessd x olisi edes mielekasta
puhua, on funktion oltava mééritelty ko. pisteessé (siis f(z) pitda olla maaritelty!).
Aiemmin térmaéattiin jatkuvuuden ongelmaan, kun yritettiin maaritella potens-
seja eksponentin ollessa irrationaalinen. Jatkuvilla funktioilla riittaa se, etta arvot
tunnetaan tiheassa joukossa; silloin ne tunnetaan kaikkialla. Intuitiivinen kuva
jatkuvuudesta joutuu vaikeuksiin esimerkiksi seuraavien funktioiden kohdalla.

Esimerkki. (Heilahteluepajatkuvuus) Oleellinen epdjatkuvuuden tyyppi on ”paha
heilahtelu”: esimerkiksi funktio

1
x) = sin —,
(o) = sin
heiluu 0:n 1&histolla rajusti; se saa kaikki arvot valiltd [—1, 1], kun z # 0, vaikka se
rajoitettaisiin kuinka pienelle O0:n sisaltavélle valille hyvansa. Siten f:sta ei saada
0:ssa jatkuvaa, riippumatta siitd, miten f(0) maéritelldéan.
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\, HIV, ‘”

y=xsin (1/x)

olo ”““ l”‘H “ 0.0a

Sen sijaan vaimeneva heilahtelu nayttaisi jatkuvalta, kuten

xsinl/x, jos x # 0
0, josz=0.

0.1

Esimerkki. (Poistuva epajatkuvuus) Funktio

x, josx #0

)=

7, josx =0

on epajatkuva, kun z = 0, mutta "korjaamalla” sen arvo 0O:ssa 0:ksi, siita tulisi

jatkuva.

Esimerkki. Seuraavan kahden muuttujan funktio auttanee ymmartamaéan, miksi
jatkuvuus taytyy maéritella huolellisesti. Olkoon
22

flay) =5 vyl
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(xz,y) # (0,0). Piirretaan tasa-arvokayria

flay)=1 = y*=0

f(x,y):Z = =3y, y=+—=x
3
4 1
T,Y)=~- = =*+-x
flay) = ¢ y =+
1 2 2
f(x,y)—m = 9z? =y, y=+3uz.
f(x,y)=0
f(xy)=1/10 | fexy)=v10
5
‘\\ /,”/ f(x,y)=3/4
\\ / f(xy)=4/5
s 2\\‘\\:/,’///{ 4 f(x,y)=1
- - SN
/ \\ f(xy)=4/5
- / " f(xy)=3/4
-5

Havaitaan, ettd tasa-arvokayrét ovat origon kautta kulkevia suoria (suorapareja).
Siten lahestyttaessa origoa pitkin suoraa f:11a on raja-arvo origossa — jos suo-
raa vaihdetaan, vaihtuu (yleensd) raja-arvonkin arvo. Siispd tdmé funktio on
epéjatkuva origossa, riippumatta siitd, miten f(0,0) méaritellaan.

Maaritelma. Pisteen zg e-ymparisto on
B(zg,e) =={z€eR: |z —xo| <e} =|xg—e,x0+¢] (¢>0),
{llz — zol| < e}
Seuraavaksi esitellaan jatkuvuuden tarkka méaaritelma.

Maaritelma. Olkoon I C R véli ja xg € I ja f : I — R. Funktio f on jatkuva
pisteessa xg, jos kaikilla € > 0 on olemassa d > 0 siten, etta

[f(2) = flxo)| <,

kun x € T ja |x — o] < 0.
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Huomautus. Luku § = (g, xg, f) > 0, toisin sanoen, se riippuu paitsi funktiosta
f, myos pisteesta x( ja erityisesti luvusta €.

Jatkuvuus tarkoittaa sita, etta olipa € > 0 miten pieni hyvansa, niin funktion f
graafi jaa suorien y = f(zg) + ¢ ja y = f(xg) — e viliin pisteen z( l&hella.

Funktio f on siis jatkuva pisteessd xg, mikali jokaista € > 0 kohden on xg:n
d-ympéristé B(xg,d), joka kuvautuu f(xg):n e-ympéariston siséén,

f(B(5’30>5)) C B(f(wo),¢)-

Sanotaan, etta f on jatkuva valilld I, jos f on jatkuva jokaisessa pisteessa xqg € 1.
Edelleen f on epdjatkuva pisteessa xo € I, jos f ei ole jatkuva pisteessa zg € I;
toisin sanoen, jos on olemassa € > 0 siten, etta jokaisella & > 0 16ytyy joku piste
x € 1, jolle |[x — xg| < §, mutta

[f(z) = flzo)| = €.

Huomautus. Jatkuvuus on lokaali ominaisuus, toisin sanoen f:n jatkuvuuteen
pisteessa xy vaikuttaa vain f:n kayttaytyminen lahelld pistetta xg.

Tarkastetaan seuraavaksi, ettd intuitiivisesti epajatkuvat funktiot todella ovat
epajatkuvia eo. maaritelman mukaan.

Esimerkki. (”Hyppaysepéjatkuvuus”)
Olkoon

f(x):{l’ josx >0

0, jos xz < 0.
Funktio on epajatkuva pisteessa z = 0. Jos € < 1, esim. € = %, niin jokainen 0:n
ympéristo sisdltdd pisteen x < 0, jolle f(z) = 0. Siten
[f(z) = fO)|=10-1]=1>¢,
vaikka |z — 0| = |z| olisi kuinka pieni.

Seuraavan lauseen nojalla osoitetaan, ettei ”katoaminen &darettomyyksiin” ole
mahdollista jatkuvalle funktiolle.

3.1. Lause. Olkoon f : I — R jatkuva pisteessd xo € I. Talloin f on rajoitettu
pisteen xg ymparistdssd, toisin sanoen on olemassa luvut M > 0 ja § > 0 siten,
etta

|flx)| <M
kaikilla x €]z — 6,20 + 0[N (ts. x € I ja |x — x| < 0).
Todistus. Valitaan € = 1. Koska f on jatkuva pisteessé xg, on olemassa ¢ > 0 siten,
etta

|f(z) = f(zo)| <e=1,
kunhan x €]zg + €, 29 — e[N] =: U. Nyt, jos x € U, niin
|f(@)| = [f(x0) — f(wo) + f(z)]
< |f(@o)| +|f(z) = f(zo)| < [f(20)| + 1= M.
~——_— ————

<1
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Esimerkkeja.

i) Vakiofunktio f(z) = ¢ kaikilla x, on jatkuva jokaisessa pisteessi xg € I:
Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Silloin

|f(x) — f(zo)|=|c—¢c|=0<c¢

pétee kaikilla x € I, joille |z — x| < §, oli 6 > 0 mika tahansa.
ii) Identtinen kuvaus, f(x) = x on jatkuva R:ssa: Jos zp € R ja ¢ > 0, niin

|f(z) = f(@o)| = |x — xo| <&,

mikéli valitaan < § := ¢ ja |z — x| < 6.
iii) Itseisarvo f(x) = |z| on jatkuva R:ssa. Olkoon zy € R ja e > 0. Télléin

[f (@) = f(@o)| = [lz| = |zol| < |& — ol
Valitaan 0 = ¢, jolloin saamme
|f(z) = flzo)| <€,

mikali |z — zo| < 9.
iv) Potenssi f(z) = 22 on jatkuva R:ssa. Olkoon zg € R ja € > 0. Téllsin

(@) = F(@o)] = 22 — o8] = (@ — 20)(z + 30)| = |z — ol + 3o,
Haluamme, etta olisi
|z — x|z + 20| < €.

Nain on, mikali

3

j < M.
i ja |z + x|

|x — zo| <
Keksitaanpa sovelias M:

| + xo| < 220 + x — 20
< 2[xo| + |z — o
S 2|£IJ‘0| —|— 1 = M,

jos |z — xo| < 1. Siksi valitaan

0 = min <1, ;) .
2|xo| + 1

Télloin aina, kun |z — 2| < d, on (edelld todetun perusteella)

|z + zo| < 2|zo] +1,
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koska |z — zg| < 1. Siten my0s

|a:2—m(2)|:|x—m0||x+x0|< “(2]zo| + 1) = €.

3

Huomaa, etta tassi esimerkissa luku 0 riippuu pisteestd zg. Taméan funktion
kohdalla tama riippumuus on vaistamaton.
v) (Heilahteluepdjatkuvuus) Funktio f,

sin i, jos x # 0,
s = {3t
0, jos x =0,

on epéjatkuva pisteessd xg = 0. Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen, ja valitaan
esimerkiksi € = % Valitaan n € N siten, etta n > %. Talloin

5 2 S 2 1

™ ~ w(2n+41)

ja

2 1 . Cn+ D) 1
1 (Zarn) 0| = T
f e ole siis jatkuva 0:ssa.
vi) Funktio f,

1, josx € Q

f(x):{[), josz € R\ Q,

on epajatkuva kaikilla z € R. Valitaan ¢ = % Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen.
Jos g € Q, niin on olemassa y €|xg — §, 9 + ] ja y € R\ Q. Talloin

) = feo)l =10-1=1> 3 =,

joten f on epajatkuva, kun 2y € Q. Jos taas xg € R\ Q, niin on olemassa
x €|xg — I, z0 + 6[NQ. Télléin

[f(z) = f(@o)| =1 -0[=1>¢,
joten f on epéajatkuva, kun 2o € R\ Q.

Merkinta. Jos aj,as,...,ar € R, niin max(aj,as,...,a;) on suurin luvuista
{al, asz, ... ,ak}. Siten

1 1
max(a,b) := 5(& +b) + §|a —b|.

Vastaavasti min(aq, as, ..., ax) on pienin luvuista {aq,as,...,ax}. Siten

1 1
min(a, b) := §(a+ b) — i\a —b).
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3.2. Lause. Olkoot f : 1 — R, g: 1 — R jaxzg € I. Olkoot f ja g jatkuvia
funktioita pisteessa xy. Tdalloin myds h on jatkuva pisteessd xq, jos

i) h = f+ g, toisin sanoen h(z) = f(x) + g(x),
ii) h = fg, toisin sanoen h(x) = f(z)g(x),
i) h= )\f missi A € R on vakio, toisin sanoen h(x) = Af(x),
iv) h = g, jos g(xg) # 0, toisin sanoen h(x) = f(z)
) h

g(z)’
= |f|, toisin sanoen h(x) = |f(x)|.

iii

A%

Todistus. i) Olkoon € > 0. Arvioidaan:

[h(x) — h(@o)| = | f(x) + g(z) — (f(w0) + g(z0))]
< [f(x) = fl@o) + 19(2) — g(wo)] -

Nyt f:n jatkuvuuden nojalla on é; > 0, jolle
€
F(a) — Flwo)| < £,
kun |z — z¢| < 01, ja g:n jatkuvuuden nojalla on olemassa do > 0, jolle
€
l9(2) = g(wo)| < 5
mikali |z — zg| < d2. Siis, kun |z — z¢| < min(dy, d2) =: J, niin

[h(2) = h(zo)| < () — f(wo)| + |g(x) — glao)| < 5 +5 = ¢

ii) Olkoon & > 0. Havaitaan® ensiksi, etti

h(x) = h(zo) = f(x)g(x) — f(w0)g(xo)
= f(@)(g(x) — g(z0)) + g(x0)(f(z) — f(20)),

joten kolmioepayhtalon nojalla

(%) () = h(zo)| < I@\Ig(w) —g(@o)| + lg(zo)ll f(x) = f (o) |-

<Mz
Nyt Lauseen 3.1 nojalla on olemassa M > 0 ja d; > 0 siten, etta
|f(z)] < M,

kun |z — xo| < d1. Siten

(4 F@lgla) ~ g(ao)] < Mlg(e) — glwo)| < My =,

SEdelld todistettiin, ettd z2 on jatkuva. Téssd pyrimme matkimaan sitd todistusta.
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kun
|z —xo| <61 ja |z — x0] < I2,

missé dy on g:n jatkuvuuden méaritelmén lukua & = €/2M vastaava 0. Edelleen

(% %) l9(w0)|f (@) = £(wo)| < lgao)l 5r——

(lg(zo)l +1) ~ 27

kun |x — xo| < I3 ja 03 on f:n jatkuvuuden méaaritelmén lukua € = (eI

vastaava d. Yhdistetddn (*), (**) ja (***), mitkd ovat voimassa kun kaikki ehdot

’.’13'—.’170’ < 01
|z — x| < d2 ja

|z — 20| < O3
tayttyvat. Namaéa toteutuvat valinnalla

9 = min(dy, 62, d3),
kun |z — z¢| < J. Silloin

|h(x) = h(xo)| < [f(2)[lg(x) — g(xo)| + lg(zo) || f(2) — f(xo)|

< = + c = €

2 2
v
i11) Kohdan ii) nojalla on h = X - f jatkuva pisteessé xg, koska g(z) = X on
vakiofunktiona jatkuva pisteessa xg. i}

iv) Témén todistamiseksi tarvitaan itsessdénkin térked aputulos:

3.3. Lemma. Olkoon f : I — R jatkuva pisteessi xo € I. Jos f(xg) > 0, niin on
olemassa 6 > 0 siten, ettd f(z) > @ > 0 kaikilla x € I, joilla |z — xo| < 6.

Todistus. Olkoon & = %0), jolloin f:n jatkuvuuden nojalla on olemassa 6 > 0
siten, etta
f (o)

£@) = flao) < L5 =,

kun |z — zo| < d (x € I). Talléin kaikille x €]zg — §, 2 — 6[NI pétee

F(@) = (F(x) ~ Fao)) + f(x0)
> fzo) = |f(x) — f(=o)]
> flao) — = f(ao) ~ 20
(o)
== >0
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Jatkamme Lauseen 3.2 todistusta.
Lauseen 3.2 todistus jatkuu. iv)

Huomautus. Lemman 3.3 nojalla on g(z) # 0 kaikilla z jossain zo:n ympéristossa,

joten h = g on hyvin maaritelty jollakin avoimella valilla J > xg.

Olkoon € > 0. Osoitetaan, etta é on jatkuva pisteessa xg, jolloin myos h = f - é
on jatkuva pisteessa xg. Ensiksi

1 1

’g(w) 9(xo) 1

= To(@)lglao)] 4 ~ (@)l

_ ‘g@) — g(x)
g(@)g(x0)

Lemman 3.3 nojalla on olemassa d; > 0 siten, etta

l9(o)|
2 )

lg(z)| >
kun |z — zo| < §;. Talloin

< 2lg(@) = g(zo)|

— (9(x0))?

‘g(fﬁ) — g(x0)
g(w)g(wo)

eg(0)?
2

Funktion ¢ jatkuvuuden nojalla on olemassa (lukua & = vastaava) luku

do > 0 siten, ettd kun |z — zg| < d2, niin

59(930)2
5

l9(z) — g(x0)| <

Siten tallaisilla = )
2|g(z) — g(z0)| L2 £g(zo)
(g(z0))? g(xz0)? 2

joten
= 1o 2lg(@) = g(wo)]

g(z) 9(950)| N (9(20))?

Siispa é on jatkuva pisteessi xg, joten kohdan ii) nojalla

<e.

on kahden jatkuvan tulona jatkuva pisteessa x. i}

v) Olkoon € > 0. Kayttdmalla kadnteistd kolmioepayhtélod saamme

[h(x) = h(zo)| = | f ()] — [ f(zo)l|
= |If@)] = = f(=o)|
< |f(@) + (= f(=0))]
= |f(z) = fzo)| <e,

kun |z — xo| < 4. O



ANALYYSI 1 47

3.4. Seuraus. Polynomit ovat jatkuvia koko R:ssa ja rationaalifunktiot mddritte-
lyjoukossaan (eli kun nimittdji # 0).

3.5. Lause. (Yhdistetyn funktion jatkuvuus)
Olkoon f : I — R jatkuva pisteessd xg ja g : J — R jatkuva pisteessi f(xo) € J,
missa I ja J ovat vdleja. Tdlloin go f: I — R on jatkuva pisteessd xg.

Todistus. Olkoon € > 0. Koska g on jatkuva pisteessa f(x), on olemassa 6, > 0
siten, etta

lg(y) — g(f(w0))| <,

kunhan y € J ja |y — f(zo)| < d4. Edelleen, koska f on jatkuva pisteessd x(, on
(fm jatkuvuuden médritelméisad lukua € = 0, vastaava luku) o5 > 0 siten, ettd

|f(2) = flzo)| <y,
kunhan = € I ja |x — xo| < df. Siispd kun |z — x¢| < d¢, on
g o f(x) = go fxo)l = lg(f(x)) — g(f(x0))| <e,
koska f(z) € J ja | f(x) —f(z0)| < dy. O
—~

Y

T

3.6. Lause. (Suppiloperiaate)
Olkoot f,g,h : I — R funktioita ja f,g jatkuvia pisteessd xog € I. Jos

flz) < h(z) < g()

kaikilla x € 1 ja

f(xo) = h(zo) = g(z0),
nin myos h on jatkuva pisteessd xg.
Todistus.

h(z) = h(zo) < g(z) — h(zo) = g(x) — g(x0)
<lg(x) — g(xo)| <e,
kun |z — xg| < dg4, silld g on jatkuva pisteessd xo. Samoin
h(z) — h(zo) > f(x) — f(zo) = —|f(x) — flz0)| > —¢,

kun |z — zg| < &y, silld f on jatkuva pisteessd zg. Siispé

[h(z) = h(zo)| < max (|£() = f(wo)l,lg(x) — g(@0)]) <,

kunhan |z — x| < min(ds,dy). O
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Seuraavassa nahdaén, ettei jatkuva funktio jata yhtdan arvoa viliin.

3.7. Lause. (Bolzano) (Intermediate value theorem eli vilissdoleva arvo -lause)
Olkoon f jatkuva suljetulla vdlilld [a,b] ja

fla) < e < f(b).

Tdlloin on olemassa xq € |a,b] siten, ettd
f(zo) =c.

Huomautus. Piste zy ei yleensa ole yksikasitteinen, vaan f voi saada arvon c
monessa eri pisteessd. Oleellista on se, ettd ¢ on f(a)n ja f(b):n vilissd (siis

fla) <c < f(b) tai f(a) > c > f(b)).

3.8. Seuraus. Jos vdililld [a,b] on jatkuwva funktio f : [a,b] — R, joka saa eri-
merkkiset arvot vilin pddtepisteissd (toisin sanoen f(a) f(b) < 0), niin on olemassa
xo € [a,b] siten, etti f(xg) = 0.

Huomautus. Lauseet 3.7 ja 3.8 ovat yhtapitavia:

- Lause 3.8 seuraa Lauseesta 3.7 soveltamalla jalkimmaisena mainittua funk-
tioon £ f ja valitsemalla ¢ = 0.
- Lause 3.7 voidaan johtaa Lauseesta 3.8 tutkimalla funktiota g(z) = f(z)—c

Seuraavassa etsitaan Bolzanon lauseelle kaksi eri todistusta. Ensimmaista voi-
taisiin kutsua ”haarukoinniksi”. Toisessa piste xy kaivetaan esille ”viimeisena pis-
teend”, jolle f(t) < c kaikilla t < xz. Tama4 vaatii tdsmallisen mééritelmén sille mita
viimeisella pisteella tarkoitetaan.

Todistus. (Haarukointi eli sisdkkéisten vélien periaate)

Muodostetaan jono sisakkaisia suljettuja valeja Iop D I1 D I D I3 D ... seuraavasti:
Iy = [a,b] ja ¢y = "'TH’ on valin I keskipiste. (a = ag,b = bg.)

1 f

/\ @

Jos f(cp) < ¢, valitaan
a; = Cy ja b1:b

Jos taas f(cg) > ¢, valitaan

ar =a ja b1:CO.
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Kummassakin tapauksessa saadaan vali

L = [ah bl]
siten, etta

b—a
5

fla) Se<fn) Ja L] =gl =
Jatketaan samaan tapaan, korvataan vali
Iy =[a,b] vallla I = [a1,bq],
ja olkoon ¢; valin I keskipiste, toisin sanoen

ay + by
Cl1 = 9 .

Jos f(e1) < e, valitaan
az =c1 ja by = by,

ja jos f(c1) > ¢, valitaan
o = a1 ja bg =Ci.

Molemmissa tapauksissa saadaan véli Is = [asg, b], jolle f(a2) < ¢ < f(b2) ja vilin
I, pituus on

b—a

1
I = ST =
| 12| 2!1! 1

Jatketaan edelleen: n. vaiheessa olkoon ¢, vélin I,,_1 := [a,—_1,b,—1] keskipiste,

toisin sanoen
an—1 + bn—l

2

Cp —

Jos f(ep) < ¢, valitaan
Gn = Cp ja bn = b'n—17

jajos f(c,) > ¢, valitaan
Gp = Gp—1 ja by :=cy.
Té&ll6in valille I,, = [ay, by,] patee: f(an) < ¢ < f(by,) ja vilin I,, pituus on

b—a
on

1
I, = =|Ih-1] =
Il = 5111

Saatiin siis jono sisdkkaisia suljettuja véleja I, [a,b] D 11 D Is D I3 D --- DI, D
.., joiden pituudet

1 _
| = bn — ay = §(bn—1 —ap_1)=2""(b—a)—0.
Sisakkéisten valien periaatteen nojalla on olemassa piste

xo € () In C [a,b].

n=0
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Osoitetaan, ettd z( on etsitty piste, toisin sanoen f(xg) = ¢. Jos f(xg) # ¢, niin
joko f(zg) > ctal f(xg) < c. Jos f(zg) > ¢, niin f(xg)—c > 0. Tall6in on Lemman
3.3 nojalla olemassa d > 0 siten, etta

f(x) —c>0 kaikilla z €]zg — §,z0 + I[N 1.

Koska b,, — a,, — 0, on olemassa n, jolle |b, — a,| < §. Koska a,, < z¢g < b,, on
talloin
an, €|xro — 6,20 +0[N1,

joten

flap) —c>0.

T&maé on ristiriita, koska f(a,) < c¢. (Samoin voidaan tutkia tilanne, jossa f(zg) <
¢, miké johtaa ristiriitaan tiedon f)b,) > ¢ kanssa.)
Siispa f(zg) = ¢ ja etsitty piste 16ytyi. O

Toinen tapa vaatii ”viimeisen pisteen” kasitteen tarkan maarittelyn:

Maaritelma. Olkoon () # A C R.
Sanotaan, ettd A on ylhddlta rajoitettu, jos on olemassa luku M € R siten, etti

(%) a <M kaikilla a € A.

Té&ll6in luku M on A:n (erds) yldraja.
Edelleen A on alhaalta rajoitettu, jos on olemassa luku m € R siten, etta

(k) a > m kaikilla a € A.

Té&ll6in luku m on A:m (erds) alaraja.
Joukko A on rajoitettu, jos se on seka ylhaalta ettd alhaalta rajoitettu.

Esimerkki.

1
A::xeR:{x:1+— jollainnEN}.
n

Talloin 3000000000 on eras ylaraja. Pienin ylaraja on 2 ja suurin alaraja 1.

Huomautus.
i) Jos M on A:n ylaraja, niin jokainen M’ € R, jolle M’ > M, on myds A:n
ylaraja. Edelleen A C] — oo, M].
Samoin, jos m on A:n alaraja, niin jokainen m < m on my0s A:n alaraja.
ii) A on rajoitettu
& A Ca,b] joillain a,b € R
&  AC[—-M,M]jollain M >0
< on olemassa M > 0 siten, ettd |a| < M kaikilla a € A.

Esimerkki.
A =]1, 00]

on alhaalta rajoitettu. Esimerkiksi a > 0 kaikilla a € A johtaa siihen, etta 0 on eras
alaraja. A ei kuitenkaan ole ylh#élta rajoitettu, silld jos M € R, niin |[M|+1 > M
ja |[M| 41 € A, jolloin M ei mitenk&én voi olla A:n yléraja.
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Esimerkki.
B={2-n*:necN}=1{2,1,-2,-7...}.

B:n suurin alkio on max B = 2, joten 2 on B:n pienin ylaraja. B ei ole alhaalta
rajoitettu.

Huomautus. Jos on olemassa max A := A:n suurin alkio, niin max A on A:n
pienin ylaraja. Vastaavasti jos on olemassa min A, on se A:n suurin alaraja.
Varoitus! Yleensa ei edes rajoitetulla joukolla ole suurinta tai pieninté alkiota (esim.
A =| — 1,1]). Kuitenkin rajoitetulla joukolla on aina paras mahdollinen yl&- tai
alaraja.

3.9. Lause. (Taydellisyysaksiooma)

Olkoon ) # A C R. Jos A on ylhadltd rajoitettu, on olemassa luku G € R, joka on
pienin A:n ylirajoista ( ts. G on joukon A yliraja ja kaikille joukon A ylirajoille
M pitee: G < M ).

Jos A on alhaalta rajoitettu, on olemassa luku g € R, joka on suurin A:n alara-
joista.

Huomautus. Lauseen 3.9 antamat pienin ylaraja ja suurin alaraja ovat erittain
tarkeita kasitteita.

Lausetta 3.9 kutsutaan taydellisyysaksioomaksi, koska se usein oletetaan ak-
siomana. Talla kurssilla aksiooman asemassa on sisdkkaisten véalien periaate, josta
Lause 3.9 seuraa. Voidaan myos osoittaa, etta sisakkaisten valien periaate seuraa
Lauseesta 3.9.

Maaritelmi. Olkoon ) # A C R. Jos A on ylhdalta rajoitettu, niin A:n pienin
ylaraja on joukon A supremum, merkitadn sup A, toisin sanoen G = sup A, jos ja
vain, jos
i) a < G kaikilla a € A (eli G on A:n ylaraja)
ii) G < M, oli M € R miké hyvénsi joukon A ylidraja, ts. jos a < M kaikilla
a € A, niin G < M (G on ylérajoista pienin).

Vastaavasti méaaritellidn: joukon A infimum inf A on A:n suurin alaraja, toisin
sanoen Lauseen 3.9 antama luku g on joukon A infimum, g = inf A.

Huomautus. Merkitaan

sup A =400 <« A eiole ylhadlta rajoitettu
infA:=—-00 <« A eiole alhaalta rajoitettu.

Joskus kaytetadn myos sopimusta
sup ) = —oo,

mita talla kurssilla ei tarvittane.

Huomautus.

i) supA€ A <& on olemassa joukon A suurin alkio (max A).
Talloin sup A = max A.
Vastaavasti inf A € A < on olemassa joukon A pienin alkio (min A),
jolloin inf A = min A.
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ii) Yleensd sup A,inf A ¢ A (esim. A =] —1,1]).

iii) A:n supremum on yksikésitteisesti madrétty: jos S ja S’ ovat supremumeja,
niin koska S’ on yldraja ja S ylarajoista pienin, on S < S’. Samoin S’ < S,
joten S = 5.

My6s infimum on yksikésitteinen.

iv) inf A < sup A ja jos A C B, niin

inf B<infA<supA<supB (HT).
Esimerkki.

1 1 2 3 4 5
= - — Ni=<1,1-,1-,1—-,1=-,1—,... 7.
A {2 n ne } { [} 27 37 4? 57 65 }

Mitké ovat A:n supremum ja infimum? 1 < 2 — % < 2 kaikilla n € N, joten 1 on
A:n erés alaraja ja 2 erés ylaraja.
Jos m on A:n alaraja, niin

1
m§2—1:2—1:1,
joten 1 = inf A = min A.
Néaytetdan, ettd sup A = 2: Muistetaan, ettd 2 on joukon A ylaraja. Jos M on A:n
ylaraja, on osoitettava, ettd M > 2. Jos M < 2, niin valitaan n € N,

- 1
n S —
2— M’

jolloin 2 — M > % Siten
1
2——>2—-(2-M)=M,
n

eli M ei olisikaan A:n ylaraja. Siispd M > 2 ja 2 = sup A (joukon A suurinta
alkiota ei ole olemassa).

Uskotaan Lause 3.9 hetkeksi ennen sen todistamista ja todistetaan Bolzanon
lause 3.7 toisella tavalla kayttamalla sita.

Bolzanon lauseen todistus. (Tapa 2: Supremum)
Olkoon

o :=sup{t € [a,b] : f({) < ¢}
A
Talloin A # (0, koska a € A silld f(a) < c¢. Edelleen, A on ylhaalta rajoitettu,
ylérajana bsilld A C [a,b]. Nyt Lauseen 3.9 mukaan on olemassa xo = sup A € [a, b].
Osoitetaan, ettd f(zo) = c.

Jos = € [a,b] on sellainen, ettd o < x < b, niin f(z) > ¢, koska > sup A (ks.
joukon mééaritelmd). Siten f(xg) > ¢, koska jos olisi f(x¢) < ¢, niin Lemman 3.3
nojalla f(x) < ¢ jollain = > z(, miké olisi ristiriitaista.

Edelleen: mikali f(xzg) > ¢, niin ¢ # a ja Lemman 3.3. nojalla on olemassa
6 > 0 siten, etta

f(z) > ¢ kaikille z €|z — §, 2|

d

Talloin zg — 5 on joukon A ylaraja, jolloin

X sup X x .
0 9 = 0 0 2

Syntyy ristiriita, joten kaikesta paattden f(zg) = c. O
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Esimerkki. (Bolzanon lause)
f(z) = 62* — 22° + 22° + = — 6.

Koska
F(0) = =6 <0< 1= f(1),

on vililla ]0, 1] vahintddn yksi xq siten, ettd f(xzo) = 0. Etsitdén nollakohta tark-
kuudella 0, 1.

7

N
o

1
,  joten nollakohta loytyy valilta [5, 1}

3
ol o

~ ~~
N N
=W N =

3
= ——— <0, joten nollakohta loytyy valilta {Z, 1}

kh
N
o
N~ N N~
ot
(0¢]
(@]
NS

= ——— <0, joten nollakohta loytyy valilta [g, 1}

15 10413 15
f (E = "33768 < 0, joten nollakohta loytyy valilta {E, 1} .
Koska 1 — % = % < 0,1, on haluttu tarkkuus saavutettu. Tarkemmin zy =~
0,953624.

Huomautus. Supremumin ja infimumin olemassaolo on yhtapitava sisakkéisten
valien periaatteen kanssa.

Lauseen 3.9 todistus. (Sisédkkéisten vilien periaate)
Olkoon ag € A ja by jokin A:n ylaraja. Jos on olemassa sup A, niin se on valilla
Iy := [ag, by]. Olkoon ¢y = aO;rbO (valin Iy keskipiste).

1) Jos ¢g on A:n yléraja, niin valitaan a; = ag ja by = co.
2) Jos ¢ ei ole A:n ylaraja, niin vélilla Iy on ainakin yksi a; € A siten, ettd a; > ¢o.
Valitaan sellainen a; € A ja olkoon b; = byg.

Molemmissa tapauksissa tutkitaan vélid [a1,b;]. Nyt

la1,b1] = I C I,

by — ag
2 b

1
1] < §|Io| =

a1 € A ja by on A:n ylaraja.

Jatketaan (samaan tapaan) eteenpéin: Jos véli I,—1 = [an—1,b,—1] on valittu,
niin olkoon ¢,,_1 = a"_%b”‘l. Kuten yll&, jos ¢,_1 on A:n ylaraja, niin valitaan
an, = ap_1 ja b, = c,_1. Jos taas ¢,_1 ei ole A:n ylaraja, niin valilla I,,_; on
ainakin yksi a, € A siten, ettd a, > c,_1. Valitaan sellainen a,, € A ja olkoon
silloin b,, = b,,_1.

Nain loydetaan jono valeja

I, = [anabn] Cly1= [an—lubn—l] C---Clo, n=12,...,
missa b, on joukon A ylaraja, a, € A, ja

bnf - n— —
bn_an S 1#011 §2 n(bo—ao)—>0.
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Sisakkéisten valien periaatteen mukaan on olemassa xg € R siten, etté
o
{zo} = N In.
n=1

Vdite. xo = sup A.
Todistus.
1) g on A yléraja. Olkoon a € A ja € > 0 mielivaltainen. Valitaan n siten, ettd

2_n(b0 - ao) <eg,
jolloin
To+€>x9+ 2_n<b0 - CL()) > Ay + 2_n(b0 - CL()) > bn > a,

eli
a<zxzo+e kaikilla e > 0.

Niinpa Lauseen 1.2 nojalla a < xq.
2) z on pienin ylaraja. Olkoon ) mielivaltainen A:n ylaraja, jolloin ) > a,, kaikilla
n. Kun € > 0, valitaan n € N siten, etta

2_n(b0 — ao) < E.
Silloin
2o <bp <an,+ (2 "(by—ag)) <a,+e<Y+e.
Niinpa zg < Y + ¢ kaikilla € > 0, siis g < ). Siispa xy = sup A. O
Huomautus. Infimumin olemassaolon voi todistaa samoin tal soveltamalla lau-

setta 3.9 joukkoon
—A={zxeR: —ze A}

silla
inf A=—sup(—A) ja supA=—inf(—A).

3.10. Lause. Olkoon M joukon A € R (A # 0) joku yldraja. Tdlléin M = sup A,
jos, ja vain jos jokaisella € > 0 on a € A siten, ettd a > M — ¢.

Todistus. (”"=-") Antiteesi: on olemassa ¢ > 0 siten, ettd a < M — ¢ kaikilla a € A.
Silloin M — ¢ on joukon A ylaraja, jolle M —e < M = sup A. Téama on kuitenkin
ristiriidassa supremumin (pienin yléraja) maéritelmén kanssa. i}

(”<=") Olkoon kaikilla € > 0 olemassa a € A, jolle M —e < a. Viite: M = sup A.
Olkoon Y joukon A ylaraja. On siis olemassa a € A siten, etta

M_€§a§y7

toisin sanoen
Y+e>M kaikilla € > 0.

Lauseen 1.2 nojalla Y > M, joten M = sup A. O
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3.11. Lause. Olkoon f : [a,b] — R aidosti kasvava ja jatkuva. TallGin f : [a,b] —
[f(a), f(b)] on bijektio ja kdidnteiskuvaus f~1: [f(a), f(b)] — [a,b] on myés jatkuva.

Todistus.
1) Osoitetaan ensiksi, ettd f on surjektio [f(a), f(b)]:lle eli

f(la, b)) = [f(a), f(D)].
Koska f on kasvava, niin
fla) < f(x) < f(b) kaikilla x € [a, b]

eli

f(la,0]) < [f(a), F(b)].

Toisaalta, jos ¢ € [f(a), f(b)], niin Bolzanon lauseen nojalla on olemassa z( € [a, b]
siten, ettd f(xg) = c. Siten

f(la, b)) < [f(a), F(D)].

Siispa f on surjektio [f(a), f(b)]:1le.
2) Koska f on aidosti kasvava, on se Lauseen 2.4 nojalla injektio.
3) Koska f : [a,b] — [f(a), f(b)] on sekd surjektio ettd injektio, on se bijektio.
4) Varsinainen véite: f~![f(a), f(b)] — [a,b] on jatkuva.
Olkoon yo €]f(a), f(b)[. Olkoon € > 0. Koska

a<zo=f""(yo) <D,

voidaan olettaa, etta
a<xzyg—€e<xogte<b.

Valitaan 1 ja o siten, etta
Tog—€e< T <29 < T <X +E.

Olkoot y1 = f(zo —¢) ja y2 = f(xo + ¢). Koska f on aidosti kasvava, on

Y1 < Yo < Yo.

Koska my6s f~1 on (Lauseen 2.4 nojalla) aidosti kasvava, niin

S Iy w2)) € M), f 7 (w2)] = [zo — &, 20 + €]

Valitaan 6 = min (y2—yo, yo—vy1) > 0. Nyt josy € [f(a), f(D)] siten, ettd |y—yo| < 0,
niin

Tog — 29 <Top+e—x9=¢, josyo <y <wyo+0 <y

P ) — 7 o)l < {

:110—$1<.130—(:L‘0—8):€, josy1§y0—5<y§yg.

Siispa f~! on jatkuva pisteessd yo.
Tapaukset yo = f(a) ja yo = f(b) vaativat pienen (teknisen) muutokseen, mutta
menevit ldhes samoin (HT). O
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3.12. Seuraus. Rationaalipotenssit ja rationaalijuuret xr — x4, q € Q, ovat jatku-
via, kun x > 0.

Maaritelma. Olkoon f: A — R. Sanotaan, ettd f on rajoitettu joukossa A, jos
on olemassa M € R siten, etta

|f(x)| < M kaikilla z € A.

Huomautus. f on rajoitettu A:ssa < f(A) on rajoitettu (HT).
3.13. Lause. Suljetulla vdlilla [a,b] jatkuva funktio f : [a,b] — R on rajoitettu.

Todistus. Antiteesi: f ei ole rajoitettu.

Jaetaan véli Iy = [a,b] kahtia, keskipisteend ¢y = “TH’. Koska f ei ole rajoitettu
valilld Iy, niin se ei ole rajoitettu véhintédén toisella osavéleistd [a,co] ja [co, b].
Merkitéén sellaista vélia Iy = [a1,b1]:ld. (a1 = a1 ja by = ¢o tai a1 = ¢ ja
by = b1.)

Néin jatkettaessa saadaan véhenevé sisikkéinen jono suljettuja véleja I, := [ay,, by
siten, etta

la,b] DI, D Ipy1 D ..o,
1 - —
[n| < §|In—1| =2""Ih|=2""(b—a)—0
(eli valien pituus b, — a,, = 27" (b—a) — 0) ja f ei ole rajoitettu vélilla I,, kaikilla

n € N . Siispa sisdkkéisten vélien periaatteen nojalla on olemassa xg € [a, b] siten,
etta

o0
fwo} = N L.
n=1
Lauseen 3.1 nojalla on olemassa 6 > 0 ja M > 0 siten, etta

|f(x)] < M kaikilla |z — 6,29 + 0[N [a, b] = L.

bp—an
I, C]$0 — 0, xg +5[ﬁ]0
Siispé |f(x)| < M kaikilla € I,,. Tadmé ei voi olla mahdollista, koska f ei ollut
rajoitettu valilla I,,. Nain ollen antiteesi johti ristiriitaan ja lause on todistettu.

O

Huomautus. Lauseessa 3.13 on oleellista etta tarkasteltava vali on suljettu; se ei
pade puoliavoimilla tai avoimilla valeilla eika rajoittamattomilla valeilla. Esim.

f:0,00[— R, f(z)= % + .

ei ole rajoitettu valeilla |0, 1], ]0, 1] tai [1, o0].
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3.14. Lause. Suljetulla vdlilli jatkuva funktio f : [a,b] — R saa suurimman ja
pienimmdn arvonsa. Toisin sanoen on olemassa xo,x1 € |a,b] siten, ettd

f(z1) < f(z) < f(wo)  kaikilla x € [a,b)].
Siis
f(zo) =sup{f(z) : x € [a, 0]}
= max {f(z) : x € [a, ]}
ja
f(z1) = inf{f(z) : = € [a, 0]}
= min {f(z) : x € [a, b]}.

Todistus. Lauseen 3.13 perusteella f on rajoitettu. Olkoon
M =sup{f(z) : z € [a,b]} € R.

Antiteesi: M > f(z) kaikilla z € [a, b].

Olkoon
1

NI

Té&ll6in funktio g : [a,b] — [0,00] on jatkuva, joten se on rajoitettu Lauseen 3.13

9(x)

nojalla. Toisin sanoen on olemassa M > 0 siten, etta

g(z) < M kaikilla = € [a,b)].

Nain ollen )
0<gzx)=——F+—~<M
@) =i
eli )
T_,SM—fZL',
= (z)
eli

1
flz) < M — =~ kaikilla = € [a, b],

————
<M

joten M — % on joukon {f(x):x € [a,b]} yldraja. Siten
1
M > M — 7 > sup{f(x): z € [a,b]} = M.

Téasta paadyimmekin selvaian ristiriitaan!
(Pienimmén arvon olemassaolon voi todistaa soveltamalla téta funktioon —f). O

Huomautus. Lauseessa 3.14 on olennaista, etta vali on suljettu! Katso esimerkkia
Lauseen 3.13. jalkeen.
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3.15. Seuraus. Suljetulla valilld [a,b] = I jatkuvan funktion f kuvajoukko f(I)
on joko suljettu vili [c,d] tai piste {f(a)} (mikdli f on vakio).

Todistus. Olkoon
m:=min{f(x):x €I} ja M := max{f(z): z € I}.

Jos f on vakio, niin M = m, jolloin f(I) on yksi6 eli f(I) = {m} on piste.
Jos taas f ei ole vakio, on m < M. Edelleen talldin f(I) = [m, M]: ensiksi,
koska
m < f(x) < M kaikilla z € T,

patee
f(I) C [m, M].

Toiseksi, Lauseen 3.14 nojalla on olemassa xq,x; € I siten, etta

f(@o) =m
Jos y € [m, M], niin Bolzanon lauseen 3.7 mukaan on olemassa xs, joka on xg:n ja

xr1:n valilla siten, etté

f(z2) =,

toisin sanoen

f(I) 2 [m, M].
Siispa f(I) = [m, M]. O
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4. Jonot

Tahan mennessd olemme tarkastelleet ns. jatkuvan muuttujan funktioita. Nyt
siirrymme diskreetteihin muuttujiin, ts. tarkastelemme funktioita, jotka on maéri-
telty (esim.) luonnollisten lukujen (osa)joukossa.

Funktiota x: N — A sanotaan (ddrettomdaksi) jonoksi joukossa A; téssd A voi
olla mv. joukko, vaikkakin se jatkossa on yleensa R, joskus yleisemmin R", n =
2,3,....

Kéaytdnnossa jonot kirjoitamme aina muodossa ,, := x(n) ja jonon termit luetel-
laan alaindeksien kasvujarjestyksessa

L1,L2y ey Tpye.e

Aina ei ole mukava maéritella jonoa kaikilla indekseilla n € N, joten kdytamme
jono-nimitystd my6s N:n ddrettomilla osajoukoilla méadritetyille funktioille. (Huo-
maa, etta jos B on N:n aareton osajoukko eli siind on aarettoman monta alkiota,
niin on olmassa bijektio b: B — N.)

Usein kirjoitamme jonon my6s muodossa (x,).
Esim.

i) m ensimméisen kokonaisluvun summa

1
S(n)=1+2—|—3+---+n:§n(n—|—1)

antaa lukujonon

1,3,6,10,15,21,... .
ii) Kaava z, = Z—ji madrittelee lukujonon
123
07 9 Ay Rt
3°4°5
iii) Pistejono tasossa
e o
“.‘.b
1 vn?2 -1 ¢
= (57 n )

Induktioperiaate on varsin hyodyllinen jonoja kasittelevien vaitteiden todistami-
sessa.

Induktioperiaate. Olkoon ) # ACN. Josle€ Ajan+1€ A aina, kunn € A,
niin A = N.
Induktioperiaatteen nojalla vaitteen todistamiseksi kaikilla n € N riittaa:

1. todistaa vaite, kunn =1
2. tehda induktio-oletus: vaite patee, kun n = k, ja
3. todistaa vaite induktio-oletuksen avulla, kun n = k + 1.

Siis induktioperiaatteessa esiintyva joukko on

A ={n € N: viite patee n : lle}.
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Esimerkki. (Bernoullin epayht&l6) Olkoon x > —1 ja n € N. Télléin
(I1+x)">1+nx.

Induktiolla (n = 1 OK): koska 1 +x > 0

ind.ol.

A+ =0+2)1+2)* > A +2)(1+ k)
=l4+z+kr+kx?>1+(k+ 1)

Binomikaavan voi myos todistaa helposti induktiolla.

4.1. Lemma. (Binomikaava) Olkoon a,b >0 ja n € N. Tdlloin

(a+b)" = zn: (Z) a" kbt

k=0

(&)

Todistus. HT. ks. esim. [Courant-John, s. 59].

missa

Jonojen raja-arvot.

Matemaattinen analyysi perustuu raja-arvon kasitteelle, erityisesti jonon raja-
arvoon. Usein jonoa a, kaytetaan luvun a approksimoimiseen, jolloin ideana on
se, etta luku a voidaan halutulla tarkkuudella korvata luvulla a,, kunhan on
tehty tarpeeksi monta approksimaatiota a, as, ..., a, (ts. alaindeksi n on tarpeeksi
suuri). Luvun desimaalikehitelmé on erds esimerkki téllaisesta approksimaatiosta

(olkoon vaikka a,, luvun a desimaalikehitelm& n desimaalin tarkkuudella).

Tarkastellaan ensiksi raja-arvon kasitetta esimerkkien valossa ja muotoillaan sit-
ten tarkka madritelma. Huomaa, ettd joskus on kiva kuvata jonoa (a,) xy-tason

suorakaiteina: alkio a,, vastaa suorakaidetta [n — 1,n] x A,,, missi

a4

N0

{[O,an] jos an >0 aol H U U -

[an,0] jos a, <0.
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Esimerkkeja.

3=

1. a, =

Selvéstikin a,, tulee lahemmaksi ja lahemmaksi nollaa n:n kasvaessa, vaikkakin
kaikki termit ovat aidosti positiivisia. Sanotaan, ettd jono a,, lihestyy nollaa (tai
sen raja-arvo on 0): merkitdan

lim a, =0 tai a, — O.

n—oo

(="

n Y

Sama pétee heilahtelevaan (oskilloivaan) jonoon b, =

1 1 11
727 3’4""7
jolloin b,, — 0.
2. dom = 5, G2m—1 = 5
Saamme jonon:
1 11111 1

57 74727673787"‘7n+17

IS] —

yeeee
2

Tamankin jonon raja-arvo on nolla, koska kuinka pieni O:n sisaltava vali hyvansa
sisaltaa jonon a,, pisteet jostakin n alkaen. Kuitenkin jonossa parillisilla indekseilla
a, on kauempana 0:sta kuin edeltava piste!

Téassa jono on muotoa:

n
n+1"""

] o

) ey an )

[GVNN )

Y

N —

joka lahestyy kohti lukua 1, mika havaitaan kaavasta

n 1
a, = = e —
" n+1 n+1’
ts. a,, poikkeaa luvusta 1 ”virheen” n%rl verran, jonka edelld totesimme lahestyvan

nollaa.
Sama ilmio kohdataan jonossa

n?—1
by = 5
n“+n+1
koska
n®—1 n+ 2
bnziz — —72 :1—7",’,“
n“+n-+1 n“+n-+1

missa ”virhetermi” r, — 0: kun n > 2, niin

ni2 w2,

0< = K
" n24+n+1 n2 n
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Tasta esimerkista on syyta oppia, ettd osoittajassa ja nimittajassa esiintyvista
potensseista suurimmat maaraavat raja-arvon.

4. a, = av = {/a, missi a > 0.
Naytetaan, etta

. . 1
lim a, = lim a» = 1.
n—oo n—oo

Kaésitelldan erikseen tapaukset @ > 1 jaa < 1 (jos a = 1, on a,, = 1 kaikilla n
eikd todistamista ole). Jos a > 1, on al/™ > 1, joten voidaan kirjoittaa

ay = an =1 ~+ by,
missa b, = a, — 1 > 0. Nyt Bernoullin epayhtalon nojalla
a=(14+b,)" >1+nb,

ja siis
a—1

0<b, <

— 0.
n

Josa<1,onb= é > 1, joten edellisen nojalla

i:b%_>1_
an

T&ll6in myos a, — 1 (tod. my6hemmin tarkasti).
5. a, = a'", missa a € R.

Olkoon ensiksi 0 < a < 1. Talléin a,, — 0: kirjoitetaan a muodossa

1
a=-—-
1+’

misséd b > 0 (itse asiassa b = % —1, mika ei ole tarkedd). Siten Bernoullin epéyhtalon

nojalla
1 1 1

< —.
10" = 1+nb " nb

ap =

Koska b ja siten 1/b riippuvat vain a:sta, 1/nb — 0, kun n — oco. Siis a,, — 0,
kun 0 < a < 1. Samoin kay tietysti, kun a = 0. Edelleen, jos —1 < a < 0, on
0 < |a] <1 ja koska |a|™ — 0, my6s a,, — 0.

Josa=1,on a, =1" =1 kaikilla n, joten a,, — 1.

Jos a > 1, kirjoitamme a = 1 + ¢, missa ¢ > 0. Bernoullin epayhtalon nojalla

an=(1+¢c)">1+nc,

joka kasvaa rajatta (so. mitd hyvénsa ennalta annettua lukua suuremmaksi). Tall6in
sanomme, etta a,, = a” lahestyy adretonta, merkitaan

lim a" =00 kuna > 1.
n—oo
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Muista oo on vain symboli, ei luku!
Jos a = —1, jono a, = (—1)" on

~1,1,-1,1,-1,1,...,

mika ei lahesty mitdan lukua, vaan pomppii edes takaisin. Samoin kay, kun a < —1,
jolloin a™ tulee itseisarvoltaan suuremmaksi ja suuremmaksi, mutta perakkaiset lu-
vut ovat eri merkkisia. Naissa tapauksissa raja-arvoa ei ole olemassa.

6. Geometrinen sarja
Olkoon

n—1
Sp=1+q+¢+ - +¢""=) ¢
k=0

n termin geometrinen summa, missa kahdella perakkaisella yhteenlaskettavalla on
aina sama suhde ¢. On helppo todeta, etta

kunhan ¢ # 1 (jos ¢ =1 on S,, = n). Jos n kasvaa rajatta, niin

(%) S= lim S, — —

n—00 1— q’
mikali —1 < ¢ < 1, koska talloin ¢ — 0. Tallon sanotaan, etta dareton geometrinen
sarja suppenee ja
oo
Sy
l—gq

k=0

Josg>1on S, >n— oco. Jos ¢ =—1, niin 5,,:n arvot vuorottelevat:
1,0,1,0,...

eika raja-arvoa ole. Jos ¢ < —1, niin 5,,:n arvot hyppelevat myos: kahden perak-
kéisen arvon valinen etaisyys on

lq|" — o0

eika S),:11a ole raja-arvoa.

Huomaa, ettd jos ¢ € Q, |¢| < 1, on myds geometrisen sarjan summa rationaa-
linen. Tata voi kayttaa osoittamaan, etta jaksollinen desimaaliluku edustaa aina
rationaalilukua. Esim.

123 123

0.123123123123... = —
1000 10002
_l8 01 1L
~ 10000 ' 1000 10002 ' 10008
123 1 123
S A S
10001 — ks 999
41

T 333
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= o

3=

7.a,=n

Saadaan siis jono

17\/§a€/§7<4/17'--7

ja naytetaan, etta

3=

lim n» =1.

n—oo

Kirjoitetaan taas a, = 1+ b,, missad b, > 0, jolloin (binomikaavan nojalla) (kun
n > 2)

n=(an)" = (1+0b,)"

-1 -1
> 14 by 4 0D nn =)o
2 2
Siis, kun n > 1, on
2
b2 <
" n-1
ja siis
2
b, < V2
n—1
Tasta saadaan
2
1<a,=1+0b, <1+ V2 — 1

Siis
lim a, = 1.

n—oo

8. ap =vn+1—yn

Tassa molemmat termit lahestyvat aaretonta, joten erotus rajalla on formaalisti
00 — 00, jolla ei ole sisaltoa. Kuitenkin

lim a, = lim (vVn+1—+/n) =0,

n—oo n—oo

silla

~ (Wn+1-yn)(Vn+1++/n) 1 B
Vit 1= vn = NoES N Vs Y-S

9. a, = =, missd a > 1.

a™’

Téssé taas raja-arvo nayttéisi olevan maaraamatonta muotoa 2. Kuitenkin
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koska kirjoittamalla jalleen a = 1 4 b, missa b > 0, saadaan binomikaavasta

(145)">1+nb+ nn =1 ”(n_1>52,

9 2
joten
n 2
0<a, = < 0.
a (1_|_b)n—(,n_1)62H
. 1
10. Ap = log(log(log(log(n))))
Lukujono

1

a, =
log(log(log(log(n))))
lahenee nollaa, koska nimittaja kasvaa rajatta, kun n kasvaa, vaikka sitd onkin

laskimella vaikea havaita (Muista: log on eksponenttifunktion ké#nteisfunktio ja
e™ — oo, joten myds log(n) — oo). Esimerkiksi, kun n = 101900000 opn

an, ~ 1.0127.

Nyt olemme valmiit maarittelemadn tasmallisesti, mitd jonon suppeneminen
tarkoittaa:

Maaritelma. (Suppeneminen, raja-arvo)
Olkoon x1,xs,... jono reaalilukuja. Sanotaan, etté jono (z,) suppenee (konvergoi)
kohti reaalilukua a, jos jokaisella ¢ > 0 on olemassa luku N = N(eg, jono) € N
siten, etta

|z, —a| <e kaikillan > N.

Téll6in sanotaan, ettd a on jonon (z,,) raja-arvo ja merkitdan

lim z,, =a taiz, — a kun n — oo.

n—oo

Huomautus. Jos jono (x,) ei suppene kohti mitdin reaalilukua a, sanotaan, etta
jono (x,,) hajaantuu (divergoi) tai jono on hajaantuva. (Vast. jos jono (z,) suppenee
kohti jotain a € R, on jono (x,) suppeneva.)

Kuitenkin erikoistapauksessa kun jonon alkiot kasvavat tai vahenevat rajatta,
niin sanotaan ettd jonon raja-arvo on oo tai —oo, vaikka jono hajaantuukin yo.
madaritelmén nojalla. Siis:

Jonon (x,,) raja-arvo on oo, jos kaikilla M € R on N siten, ettd
T, > M kaikilla n > N.

Talloin merkitaan

lim z,, = occ.
n—oo

Vastaavasti, jonon (x,) raja-arvo on —oo, jos kaikilla m € R on N siten,
etta
z, < m kaikilla n > N.

Talloin merkitdan

lim z, = —oc.
n—oo
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Huomautus. OIk. (z,) jono. Tallin x,, — a joss a jokainen ympéristo U sisaltaa
kaikki paitsi ehka &érellisen monta jonon (z,,) termeisté.

Edelleen, jos x, — a, niin jonosta (z,) voidaan unohtaa kuinka monta termié
hyvénsd (kunhan jéljelle ja& oo monta) ja jiljelle jadneiden termien muodostama
jono suppenee myos kohti lukua a. Selvastikdan darellisen monen termin lisddminen
tai poisottaminen ei vaikuta mitdan suppenemiseen/hajaantumiseen.

4.2. Lemma. Jonon raja-arvo (mikdli on olemassa) on yksikdsitteinen. Ts. jos
lim z, =a ja lim x, =0,
n—oo n—oo

nin a = b.

Todistus. Olkoon € > 0 valitaan luvut N, ja N, siten, etta
€ o
|z, —a| < 3 kaikilla n > N,
ja
|z, —b] < % kaikilla n > Njp.

Té&ll6in kaikilla 7 > max(Ng, Np)

|a—b|g\xn—a|+lazn—b\<§+§:5,

joten |a — b = 0 ja siis a = b. O

4.3. Lemma. Suppeneva jono on rajoitettu. Ts. jos jono (x,) suppenee, niin on
olemassa luku M > 0, jolle

|z, | < M kaikilla n € N.

Todistus. Olkoon a = lim,, .~ =,. Valitaan ¢ =1 ja
M = max{|al, |z1|, |x2]|,. .., |zNn|} + 1,
missd NV = N (e = 1). Téllin
|z,| < M kaikilla n < N

ja
|zn| < |z —al +|al <14 |a] < M kaikillan > N .
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4.4. Lemma. (Rationaalioperaatiot jonoille)
Olkoot (xy,) ja (yn) suppenevia jonoja ja

lim z, =a ja lim y, =0.
[e.9]

n— 00 n—
Talloin

i) summajono (x, + yn) suppenee ja

lim (x,, + yn) = a+b.

n—oo
ii) tulojono (x,y,) suppenee ja

lim (z,y,) = ab.

n—oo

iii) jos b # 0, niin osamddrien jono (Z—“) suppenee ja
n

3
!
8
<
3
S

Todistus. (vertaa Lauseen 3.2. todistus)

i)

9
(@n +yn) = (@ +b)| = (20 — @) + (yn = )| < |2n —al +|yn —b] < 5 +

kunhan n > N = max(Ny, <, Np < ).

ii) Havaitaan ensin:

|[Znyn — abl = [b(zn — a) + 2n(yn — 0)| < [bl|n — af + [zn|lyn —b].

Nyt on M > 0, joka ei riipu n:sté s.e. |z,| < M (Lemma 4.3), joten
|anyn - b‘ < M‘yn - b"
Siten

£

1S
‘xnyn_ab| < |beEn—a|—}—M‘yn_b| < §+ 5

:E’

kunhan n > N missa N on niin iso, etta

n — b < =—  ja | —a| < =——
oM 20b] + 2

kaikilla n > N.

iii) Kirjoitetaan

£
2

:8,

67
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Jos |y, — b| < (kuten on isoilla n), on

b
|yn|z|b|—|yn—b|z%>o

ja siten (osaméiirdjono on midritelty! isoilla n ja) |y,b| > % . Siis valitsemalla N
niin iso, etta
14 b%e
— b < = —bl < —
lyn =0l < - Jalyn — bl < 5
kaikilla n > N, saadaan
- =y < 2
= b2 5’
ts. ]
lim — = —.
n—oo yn
Viite seuraa kohdasta ii). O
Huomautuksia.
i) Jos x, — a ja jono (y,) hajaantuu niin summajono (x,, + y,) hajaantuu.
Syy:
Yn = (Tn +Yn) —Tn —d—a
mikali x,, + y, — d. Tulojono hajaantuu myos, mikali a # 0, koska talloin
1
Yn = TnYn—— — AaC,
Tn
mikali x,y, — c.
i) Mikali jonot (x,) ja (y,) hajaantuvat, voi summajono (x,, +y,) tai tulojono
(Tnyn) silti supeta, esim. x, = (=1)" ja (y,) = (—=1)""!, jolloin
Tp+Y,=0—0 jazpy,=-—-1——1.

Esim.

o1 n
Iim ——— = lmﬁ
n—ooonZ4+n+1 n—>oo]_—|—g—|——2

4.5. Lause. (Suppiloperiaate) Olkoot (), (yn) ja (zn) reaalilukujonoja siten,
etta

Tn < Yn < 2zn  katkilla n € N.

Jos jonot () ja (z,) suppenevat kohti samaa pistettd,

lim z, =a= lim z,,
n—oo n—oo

niin myos jono (y,) suppenee kohti titd samaa pistetta,

lim y, =a.

n—oo
Todistus. Koska x,, <y, < z,, on

e €
|yn—a|S\xn—a|+]zn—a|<§+§:e,

kunhan n > max (N (£, (z,)), N(5, (2n)))- O
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Konvergenssikriteerioita.

On usein erittain tarkeda tietad, ettd jono suppenee, vaikkakaan sen raja-arvoa
ei osattaisi heti maarittaa. Nain kay mm. monissa sovellutuksissa, jossa jotain tun-
tematonta lukua pyritaan approksimoimaan. Mikéli approksimoiva jono ei suppene,
on koko prosessi mieleton.

Suppeneva jono x, madarittelee luvun a, jonon raja-arvon. Nain maaritelladn
esimerkiksi Neperin luku

n—oo

1
= lim (1+—)".
e im ( +n)

Jonon suppenemisen maaritelmassa edellytetaan, ettda raja-arvo tunnetaan, jotta
voitaisiin tietdd jonon suppenevan. Seuraavaksi kehitetddn sisdisid testeja, joiden
avulla voidaan jonosta itsestdén paételld suppeneeko se (vaikka raja-arvoa ei pys-
tyttaisikddn maaradmadn).

Maaritelma. (Monotoninen jono)

Jono (z,) on monotoninen, jos se on joko

- kasvava (nouseva), ts. x, < x,41 kaikilla n, tai
- vihenevd (laskeva), ts. x, > x,41 kaikilla n.

Muista: Jono x,, on ylhdadlta rajoitettu, jos on M € R s.e. x,, < M kaikilla n.
Jono z,, on alhaalta rajoitettu, jos on m € R s.e. z,, > m kaikilla n.
Jono z,, on rajoitettu, jos on M € R s.e. |x,,| < M kaikilla n.

4.6. Lause. Ylhadltd rajoitettu, kasvava jono on suppeneva, ts. jos x,, on ylhadlta
rajoitettu, nouseva jono, niin on olemassa a € R s.e.

Iim z, = a.
n—oo

Todistus. Olkoon a = sup{x1,xa,...,2, ...} (Lauseen 3.9. nojalla a € R!). Osoi-
tetaan, ettd a on etsitty raja-arvo: Olkoon ¢ > 0. Lauseen 3.10 nojalla on ng € N
siten, etta

Tpy > a4 —E.

Koska jono z,, on kasvava, on kaikilla n > ng
|z, —a|l=a—2,<a—z,,<a—(a—¢)=c¢

ja siten

Iim z,, = a.
n—oo

4.7. Seuraus. Rajoitettu monotoninen jono on suppeneva.

Huomautus. Rajoitetun monotonisen jonon suppeneminen (Seuraus 4.7) on yh-
tapitava sisakkéaisten vélien periaatteen kanssa ja edelleen yhtapitavaa rajoitetun
joukon supremumin ja infimumin olemassaolon kanssa.
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Esimerkki. Raja-arvo

1
i 1+ )"
im ( —l—n)

n—oo

on olemassa: Olkoon z,, = (1 + %)” Talloin jono x, on nouseva, koska

n+1
1 (14
:1+— —n+
( n)<1—|—%>

n(n+1+1) >n+1
(n+1)(n+1)

(n+1)(n+1)+n—(n+1)>”“
(n+1)2

Y1 —(n+1)
1 1

:(1+5)(1—m

o n+ln+l1-1

— =1.
n n-+1

_|_
‘H
3
+
=

_'_
Si— Sl SI= 4|3

Tn41 . (1

~— | ~—
3

3|~

Tn

—~
—_

I
—~
—
+
N~——

|
—~

—_
N—

I
—~~
—
_|_
—_

|

~—

—+ TN TN TN

Bernoulli

>

1

)

S|

—~
—

)

Osoitetaan lisaksi, etta jono x, on ylhaalta rajoitettu. Tata varten tarvitsemme

tietoa, etta myos jono
1

Yn = (1_E)n

on kasvava (tdmé ndhdddn samanlaisella laskulla kuin jonon z,, kasvavuus, HT).
Nyt kaikilla n > 2

n 1—%
1 1 " 1 "
~(2r0-0) < (=)
n n
1 1
= < =
Yn Yo
_4’
silla
1 1 <1
n? —

ja jono y, oli kasvava. Siis jono x,, on monotonisena rajoitettuna jonona suppeneva

ja siis Neperin luku
1
= lim (14 —)"
e im (1+ n)

n—oo

on olemassa.
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Huom. Voidaan my6s kohtuullisen helposti osoittaa (HT), etta

n

. 1 1 1 1
e:nlirréokz_()ﬁ_l+l+i+§+a+""

Lemmassa 4.3 naytettiin, etta suppeneva jono on rajoitettu. Kaanteinen ei aivan
pade, mutta hetken kuluttua todistamme, etta rajoitettu jono sisaltaa aina sup-
penevan jonon. Sitd varten:

Maaritelma. (Osajono)
Olkoon (z,,) reaalilukujono n € N. Jono (yx), k € N on jonon (z,,) osajono, jos on
olemassa kasvava jono luonnollisia lukuja n; <ng < --- <ng < ... s.e.

Yk = Tp, kaikilla k € N,
ts.

Y1 = Tnyy Y2 :$n2,y3:$n3,... .

Siis osajono saadaan alkuperiisestd jonosta (x,) jattdmalla vilistd pisteitd pois
ja indeksoimalla jonon alkiot uudelleen. Yleensé jonon (x,) osajonoa merkitdan

(2, ):114.
Huomautus. Jos jono (z,) suppenee, niin sen jokainen osajono suppenee (HT).

4.8. Lause. (Bolzano-Weierstrass) Rajoitetulla reaalilukujonolla on aina sup-
peneva 0sajono.

Todistus. Tapa 1. (jonot): Olkoon (z,) rajoitettu jono. Olkoon

ay = sup{z,: n >k} = sup{xg, Tkt+1, Tht2,--- }-
T&lloin ar on vaheneva, rajoitettu jono, joten se suppenee. Olkoon

a= lim a.
k—oo

Valitettavasti ay ei ole aina x,:n osajono, mutta sita hieman muovaamalla 16ydam-
me halutun osajonon. Olkoon n; € N sellainen indeksi, jolle

mnlzal—I:al—l.

Téllainen on olemassa (Lause 3.10). Jatketaan: olkoon nyy; € N sellainen indeksi,

jolle ng+1 > ni + 1 ja
1

E+1°

Téllainen on olemassa (Lause 3.10). Nyt saadulle osajonolle (z,, ) patee:

Trgqq > Ang+1 —

1

k——f-l < Tnpiq < App+1

ank+1 -

kaikilla k € N. Koska epayhtalon molemmat laidat suppenevat kohti lukua a, seu-
raa suppiloperiaatteesta (Lause 4.5), ettd myos ©,, — a. OTapa 1
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Tapa 2. (metsastys/sisdkkéisten vélien periaate): Koska jono (z,) on
rajoitettu, on olemassa sellainen vali [a, b], joka sisdltdd kaikki jonon pisteet, xz,, €
[a, b] kaikilla n.

Olkoon ¢y = valin [a, b] keskipiste. Nyt ainakin toinen véleistd [a,co] ja
[co, b] sisdltdd oo monta jonon (z,,) alkiota. Valitaan se (siis sellainen véleisté, joka
sisdltdé oo monta jonon (z,) alkiota) ja merkitdén sita I) = [aq, by].

Jatketaan samaan malliin: olkoon ¢, véilin I = [ag, bi] keskipiste. ts.

a-+b
2

ay, + by
Cp = 2 5

ja valitaan Ii1 = [aky1,brt1] siten, ettd Iy = [ag, cx] tai Ix4q1 = [k, b ja Txi1
sisdltdd oo monta jonon (z,,) alkiota.

Koska
bk—1— agp—1
=

seuraa sisakkaisten valien periaatteesta, etta

I = b, —ayp = L 27%(b—a) — 0,

N I = {0}
k=1

jollakin z¢ € [a, b].

Valitaan osajono: Valitaan n; € N s.e. x,,, € I; ja induktiivisesti n;j;1 € N s.e.
njp1 > Ny ja Tp,,, € Ijp1, j = 1,2,... (tdmé on mahdollista, koska jokainen I;
sisdltdé oo monta jonon (z,,) alkiota). Nyt

xnj - .CCO,

koska .
[T, — 20| <277 (b—a) =0,

joten (z,;) on etsitty osajono. O

Esimerkki. Olkoon
x, = (1)1 —--).

n
Té&ll6in jono (z,) on rajoitettu, —1 < xz,, < 1, ja silld on suppenevia osajonoja,

esimerkiksi 1
—)—1 (parilliset indeksit)

= ()Y -

T,
ja

1
27 —1

Tn, = (—1)%71(1 - ) — —L1. (parittomat indeksit)

Seuraavaksi muotoilemme eraan tarkeimmista konvergenssikriteerioista.

Maaritelma. (Cauchy-jono)
Jono (z,) on Cauchy-jono, jos kaikilla £ > 0 on olemassa N € N siten, etta

|z — x| < e kaikilla m,n > N .

Siis jono on Cauchy, mikali sen hanta saadaan aina puristetuksi halutun pienelle
valille.
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4.9. Lause. (Cauchyn suppenemiskriteerio)
Olkoon (x,,) reaalilukujono. Tdlldin (x,) suppenee (kohti jotain lukua a € R), jos
ja vain, jos (x,) on Cauchy-jono.

Huomautus. Cauchyn suppenemiskriteerio ei anna mitaén keinoa loytaa jonon
raja-arvoa.

Todistus. =: Olkoon z, — a. Osoitetaan, ettd (z,) on Cauchy-jono. Olkoon
€ > 0. Valitaan V € N s.e.

|z, —al < % kaikilla n > N .
Talloin, jos n,m > N, on

e €
|xn—mm|§|mn—a|+|a—mm|<5-1-5:5,

joten (x,) on Cauchy-jono.

<: Olkoon sitten (x,) Cauchy-jono. Osoitetaan, ettd se suppenee kohti jotain
reaalilukua a.
Osoitetaan ensin, ettd jono (z,) on rajoitettu: Lukua e = 1 vastaa N € N s.e.

|z, —zm| <e=1 kaikillam,n> N.
Siten kaikilla n > N
[zn| < |zn|+ |20 — 28| < [zn|+ 1,

joten
|z, | < max{|x1], |x2],..., |xN]|} + 1 kaikilla n € N,

ts. jono (x,) on rajoitettu.
Koska (z,) on Cauchy-jono, on Ny € N s.e.

[Ty — Tm| < % kaikilla m,n > Ny .

Edelleen, jonolla (z,) on Bolzano-Weierstrassin lauseen (4.8) nojalla suppeneva
osajono (), ts. on olemassa a € R s.e. kaikilla € > 0 on J € N, jolle n; > Ny ja

[T, —al < % kunhan j > J.
Siten, kaikilla n > nj
€ €
[Zn — a| < |an, —al + |on —an,| < 5""5 =€

eli

Iim z,, —a.
n—oo
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5. Funktiot ja raja-arvot

Seuraavaksi tutkimme raja-arvon késitettd funktioiden yhteydessd. Aloitamme
lauseella:

5.1. Lause. (Jonot ja jatkuvuus) Olkoot I vili, zo € I ja f: I — R. Talloin
[ on jatkuva pisteessd xg, jos ja vain, jos jokaisella jonolla (xy,), x, € I ehdosta
Tp — T Seuraa, ettd f(x,) — f(xo).

Todistus. =: Olkoon x, — xzg. ja € > 0. Valitaan § > 0 siten, etta
|f(x) = f(zo)| < e, kun |z — 29| < 0.
T&lloin on olemassa N € N siten, etta
|z, — 20| <0, kun n > N.

Talloin, kun n > N,

|f(zn) — f(zo)| <&,
ts.

lim f(zn) = f(z0).

n—oo

«<: Antiteesi: f epajatkuva pisteessd x(, ts. on olemassa € > 0 siten, etta
kaikilla § > 0 on olemassa x = z(8) € I, jolle |z — x| < ¢ ja

|f(z) = flzo)| 2 €.

Valitaan kaikilla 6 = =, n € N, edelld mainittu () ja merkitddn z, = z(1).
Talloin x,, — xg, mutta

|f(zn) — f(xo)| > € kaikilla n € N,

mik& on ristiriita oletuksen kanssa. O

Maaritelma. (Funktion raja-arvo)
Sanotaan, ettd luku a € R on funktion f raja-arvo pisteessa xg, merkitaan

lim f(x) =a,

T—X0o

jos jokaisella € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, etta

|f(x) —a| < e aina, kun 0 < |x — 2| < 4.

Huomautuksia. i) fm ei tarvitse olla mééritelty lainkaan pisteessd xo. Muu-
toinkin ehto | f(x) — a| < € tarkistetaan vain niilla x, joilla f on méé&ritelty.
ii) Merkitddn my6s f(z) — a kun z — g, kun tarkoitetaan, etta

lim f(zx)=a.

Tr—xQ

iii) Funktion raja-arvo on yksikésitteisesti maaratty, ts. jos

lim f(z)=aja lim f(z) =0,
0 r—TQ

r—x

niin @ = b — tdm4 todistetaan aivan kuten jonoille (Lemma 4.2).
Seuraava tarkea havainto seuraa suoraan méaaritelmisté.
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5.2. Lause. (raja-arvot ja jatkuvuus) Olkoot I vili, xg € I ja f: I — R. Talloin
f on jatkuva pisteessd xq, jos ja vain, jos f:lld on raja-arvo pisteessa xqy ja

lim f(z) = f(zo)-

r—TQo

Huomautus. Lauseen 5.2 nojalla funktio f voidaan mddritelld pisteessa x siten,
etta f:sta tulee siina jatkuva, jos ja vain, jos raja-arvo

lim f(z)=a

on olemassa. T&lloin asetetaan f(zp) := a.
Monet jonojen raja-arvojen ominaisuudet ovat voimassa funktion raja-arvolle,
lahes samoin todistuksin. Esimerkiksi,

5.3. Lemma. Olkoot f:lld ja g:lld raja-arvot pisteessd xg,

lim f(z) =a € R ja lim g(z) =b€R.

r—xg r—xg
Tdlloin

i) f on rajoitettu pisteen xo ympdristossa, ts. on olemassa luvut M > 0 ja
0 >0, joille

|f(z)] < M aina, kun 0 < |x — 20| < 0.
ii) Summafunktiolla f + g on raja-arvo ja

lim (f+g)(x) =a+b.

T—x0

iii) Tulofunktiolla fg on raja-arvo ja

lim (fg)(x) = ab.

r— I

iv) Jos b # 0, niin osamddrdfunktiolla 5 on raja-arvo ja

lim i(m) _—
T—x0 ( b
Todistus. Kuten Lauseet 3.1 ja 3.2 tai Lemmat 4.3 ja 4.4. (HT!) O

Luvussa 3 naytettiin, ettd kahden jatkuvan funktion yhdistetty funktio on jat-
kuva. Taman vastine raja-arvoille vaatii hieman tarkkuutta:

5.4. Lause. (Yhdistetyn funktion raja-arvo) Olkoot f:lld raja-arvo pisteessa xg,

lim f(z)=a,
T—X0
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ja olkoon g on mddritelty jollakin vdlilld |c,d[ siten, etti a €]c,d]. Jos g on jatkuva
pisteessd a, on yhdistetylld funktiolla g o f raja-arvo pisteessa xq ja

lim (g o f)(x) = g(a).

r—Tg

Todistus. (vertaa lauseen 3.5 todistus) Olkoon ¢ > 0. Koska g on jatkuva pisteessa
a on 04 > 0, jolle

l9(y) — g(a)| < € aina, kun |y —a| < d,.

Edellen, koska
lim f(z)=a,

T—T0

on olemassa ¢y > 0 siten, etta
|f(x) —a|] < d, aina, kun 0 < |z — xo| < 0y .
Siten, kun 0 < |z — x¢| < d¢, on

(g f)(x) —g(a)] = |g(f(x)) — g(a)| <&,

koska talloin
|f(z) —al <dy.
O

Huomautus. Jos Lauseessa 5.3 oletetaan g:n jatkuvuuden sijasta vain, etta g:11a
on raja-arvo pisteessé a, niin yhdistetylld funktiolla go f ei vélttamatta ole lainkaan
raja-arvoa pisteessa xy. Esimerkiksi, jos

{1, jos x # 0 1

T) = ja f(x) = xsin —,
I =10, sa—o 2@ .

niin

lim f(xz) =0 ja lim g(z) =0,

z—0 z—0
mutta yhdistetylla funktiolla go f ei ole raja-arvoa pisteessa 0, koska se saa jokaisessa
0:n ymparistossa seka arvon 0 etta arvon 1.

Huomautus. Toki myo6s suppiloperiaate on voimassa ja se on hyva muistaa myos
funktioiden raja-arvoille: jos f(x) < h(x) < g(x) kaikilla x "18helld” z(:aa ja jos
f:n ja g raja-arvot ovat olemassa ja

lim f(x) =a= lim g(x),

T—X0 T—X0
niin A:lla on myos raja-arvo ja

lim h(x) =a.

T—x
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Esimerkkeja. i) (Monomin derivaatta) Olkoon

fa) =TT s,

r — Xo

missa n € N. Talloin
lim f(x) =naf™t,

T—x0

koska (induktio) kaikilla = #

" — xf _ _ _ _
0 gl g 2:1:0+...a:1:g 2+mg !
Tr — X
— a:g_l + xg—2x0 + .. .:z:oa:g_Q + a:g_l
znmg_l

ii) (Sinin derivaatta) Ensiksi

. sinzx
lim =1,
x—0 X
koska Lemman 2.11 nojalla
sinx 1
cosx < ,
T COS T

kun 0 < [z| < § ja

lim cosx = cos0 =1;
x—0

pida suppiloperiaate mielessasi.

Edelleen,
lim cosx — 1 _0,
x—0 x
koska
cosxt — 1 B cos?z — 1
x ~ x(cosw + 1)
sin’ z sinx 1 .
= — = — sin x
z(cosx + 1) x cosx+1
1 1 0=0
— —1 — = .
2

Naista seuraa, etta

sin(z + h) —sinxz  sinzcosh + coszsinh — sinz

h B h

sin h
= COS QZT +sinx

cosh—1

h
—cosx, kun h — 0.

Siis di sinz = cos .
X
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Tasainen jatkuvuus.
Jatkuvuuden maaritelméassa kiinnitetaan ensin piste xg, jonka jalkeen jokaiselle
e > 0 10ydetadn § > 0 (joka siis yleensd risppuu pisteestd xg) siten, etta

|f(z) — f(xo)| < € aina, kun |x — 29| < 0.

Jos jokaiselle pisteelle o annetussa joukossa A kelpaa sama ¢ — § -pari, sanotaan
funktiota f tasaisesti jatkuvaksi A:ssa.

Maaritelma. (Tasainen jatkuvuus)
Sanotaan, ettd funktio f: A — R on tasaisesti jatkuva joukossa A, jos jokaisella
¢ > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, etté

|f(w1) — flx2)| <€

aina, kun 1,29 € A ovat siten, ettd |z, — 22| < 0.

Huomautuksia. i) Tasaisesti jatkuva funktio on jatkuva A:ssa.

ii) Jatkuva funktio ei valttdmétta ole tasaisesti jatkuva (ks. esimerkkeja alla).
Huomaa kuitenkin Lause 5.5 alla.

iii) Tasaista jatkuvuutta tarvitaan usein, erityisesti integraalilaskennassa.

Esimerkkeja. i) Olkoon f:]0,1] — R,

T&ll6in f on jatkuva, mutta ei tasaisesti jatkuva ]0,1]:1l4. Syy: Valitaan ¢ = 1 ja
olkoon § > 0 mv. Tarkastellaan lukuja

1. 1
T = n Ja T2 = n—+1’
jolloin
[f(2z1) = fla2)[ =In—(n+1)|=12>¢,

mutta
1 1 1

|x1_x2|:|5_n+1’:|n(n+1)

| <9,

kun (esimerkiksi) n > .
ii) Olkoon f: R — R,
f(z) =22,

Téalloin f on jatkuva, mutta ei tasaisesti jatkuva R:lla. Lasketaan:
(1) = f(za)| = [T — 23] = (21 — x2) (21 + 22)]
= |z1 + z2||z1 — 22|

Havaitaan, ettd, jos |z1| kasvaa ja xo pysyy vakioetdisyydelld z;:sté, niin tekija
|x1 + x2| kasvaa hallitsevaksi. Toisaalta, jos |z1| pysyy vakiorajan alapuolella, niin
my0s |x1 + 22| pysyy vakiorajan alpuolella, koska

|z1 + 22| < |x1| + |22| .

Padttelemme: f on tasaisesti jatkuva jokaisella rajoitetulla vélild [a, b], mutta f ei
ole tasaisesti jatkuva koko R:ssé (yksityiskohdat HT).
Tama ilmio on yleinen:
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5.5. Lause. Suljetulla vdlilla I = [a,b] jatkuva funktio f on tasaisesti jatkuva
1:ssa.

Todistus. Antiteesi: f ei ole tasaisesti jatkuva, toisin sanoen, on olemassa ¢ > (
siten, etta kaikilla 6 > 0 on sellaiset pisteet x, z € I, joille

[f(z) = f(2)| = €,

vaikka |z — z| < 4. Erityisesti, kaikilla n (vlitaan ylld § = 1) on pisteet @, 2, € I
siten, etté |z, — 2,| < L ja

|f(wn) - f(zn)l €.

Bolzano-Weierstrassin lauseen (4.8) nojalla on olemassa jonon (z,) osajono (jota
merkitddn edelleen (x,,):114), joka suppenee kohti pistettd xg. Talloin z¢ € [a,b] = I
ja, koska |z, — 2,| < +, my0s jonon (z,) vastaava osajono suppenee kohti samaa
lukua xy. Koska f on jatkuva, on

lim f(a,) = f(wo) = lim f(z0)

n—o0 n—oo

(Lause 5.1). Tdmé& on kuitenkin mahdotonta, silla
|f(zn) — f(2,)] > ¢ kaikillan € N.

Siis antiteesi on epatosi ja lause todistettu. O

Huomautus. Lausetta 5.5 edeltdvien esimerkkien valossa valin I on edella oltava
seka suljettu etta rajoitettu muutoin vaite ei yleisesti ole tosi.

Toispuoleiset raja-arvot.

Usein on hyodyllista tarkastella funktioiden raja-arvoja pitkin joukkoa A, misséa
tarkasteluun otetaan vain f arvot joukossa A, ts. sanotaan, ettd luku a € R on
funktion f raja-arvo pisteessa xo pitkin joukkoa A, merkitaan

Jim @) =a.
€A

jos jokaisella € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, etta
|f(z) —a|l <eaina, kunxz € Aja0 < |z — x| <0.

Tama madritelmé on jarkeva vain, jos joukko A on mielivaltaisen lahella pistetta
xg, ts. jos on olemassa jono x, € A siten, ettd x,, — xg.

Reaaliakselin funktioille tarkeat erikoistapaukset raja-arvoista pitkin jotain jouk-
koa ovat toispuoleiset raja-arvot ( vasemmanpuoleinen raja-arvo saadaan valinnalla
A =] — 00, x| ja oikeanpuoleinen raja-arvo valinnalla A =|xg, 00|).
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Maaritelma. (Toispuoleiset raja-arvot)
Sanotaan, ettd luku a € R on funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessa xg,
merkitaan

lim f(z)=a,

r—x0+

jos jokaisella € > 0 on olemassa d > 0 siten, etta
|f(x) —al <eaina, kun 0 < x — 29 < 9.

Vastaavasti, luku b € R on funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessa
o, merkitaan

lim f(z) =0,

X—To—

jos jokaisella € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, etta

|f(x) — bl < e aina, kun —0 <z —x9 <0.

Seuraava lause on ilmeinen (todistus harjoitustehtavé).

5.6. Lause. Funktiolla f:lld on raja-arvo a pisteessda xq, jos ja vain, jos f:lld on
sekd oikean- etta vasemmanpuoleiset raja-arvot pisteessa xg ja

lim f(z)=a= lim f(z).

T—To+ T—To—

Raja-arvot aarettomyydessa ja aareton raja-arvona.

Tahan mennessa olemme aina vaaatineet, etta seka tarkasteltavan rajapisteen xg
ettd raja-arvon a on oltava reaalilukuja (siis adrellisid!). On kuitenkin hyodyllista
puhua raja-arvoista aarettomyydessa ja aarettomasta raja-arvona, kun joko argu-
mentti z tai arvo f(z) kasvavat tai pienenevét yli kaikien rajojen.

Maaritelma. (Raja-arvo co:ssd)
Sanotaan, etta luku a € R on funktion f raja-arvo darettomyydessa oo merkitaan

lim f(z) =a,

r— 00

jos jokaisella € > 0 on luku M > 0 siten, etta
|f(z) — a|] < € aina, kun z > M .

Vastaavasti, maaritellaan: luku b € R on funktion f raja-arvo negatiivisessa
aarettomyydessa —oo merkitaan

lim f(x) =0,

rT——00
jos jokaisella € > 0 on luku M > 0 siten, etta

|f(z) —b| < € aina, kun z < —M .

Edelleen maaritellaan
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Maaritelma. (co raja-arvona)
Sanotaan, ettd funktion f raja-arvo pisteesd xg on ddreton merkitaan

lim f(x) = o0,
T—X0

jos jokaisella M > 0 on olemassa d > 0 siten, etté
f(z) > M aina, kun 0 < |z — x| < 0.
Vastaavasti, funktion f raja-arvo pisteesd xg on —oo, merkitaan

lim f(z)=—00,

T—XTQ
jos jokaisella M > 0 on olemassa d > 0 siten, etta

f(z) < =M aina, kun 0 < |z — 29| < 0.

Huomautuksia. Symbolit co ja —oo eivat ole lukuja eika niita voida manipuloida
tavallisin laskutoimituksin.

Esimerkkeja. Funktio
x

r)=——, x#—1.
@)= wt
on jatkuva paitsi pisteessd x = —1, missa sité ei ole maariteltykaan. Nyt
li = —00 j li = 0.
Jim  f(r) = —coja lim f(z) =00

Naytetaan oikeanpuoleinen raja-arvo: Olkoon —1 < z < 0. Télldin

il <« Moz<-Maz+l)ezl+M)<-M
x
Sr< M 1+
S VT M+1"
Toinen raja-arvo samoin.
Edelleen, jos
2 +1

9@) = 35—,

niin
lim g(z) =1,
koska
224+1 1+5% 140
= — — =1.
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6. Paluu alkeisiin: eksponenttifunktiot ja logaritmit

Tassa luvussa maarittelemme eksponenttifunktiot tasmallisesti. Luvussa 4 nay-
timme Neperin luvun e olemassaolon,

1
e= lim (1+ —)".
n—oo n
Rationaalisille ¢ € Q potenssin e? maéarittely sujui jo aiemmin kitkatta, nyt maa-
rittelemme yleisen potenssin: jos x € R, niin
exp(z) :=e” :=sup{e?: ¢ € Qjaqg<z}.
(Muista: kaikilla z € R: x =sup{¢ < z: ¢ € Q}.)

Huomautus. Maaritelma on jarkeva, silla se yhtyy jo tunnettuun e”:n maaritel-
maan, kun x € Q:
Ensiksi,
exp(0) =1 :

Koskae > 1, on e? < 1 kaikilla g € Q, ¢ < 0. Toisaalta, koska Bernoullin epayhtélon
nojalla

1 1
=1-=-)"1+-)"<1.
(-2t )<
Siten, koska (1 + )™ — e, ndhdéén, ettd
1
lim (1— =) ==
n1—>Holo< n) e’

koska tdma jono on nouseva (ks. 4.7:n jalkeinen esimerkki), saadaan

1 1 n—1
- > 1 _ _\n — n
L
joten
_ 1 1 n—1
e n = — Z — 1
en n
Siis
exp(0) =1
Edelleen kaikilla r € Q:
exp(r) :==e :

Syy

exp(r) =sup{e?: g€ Qjag<r}
= sup{ee”: ¢ € Q ja g <0}
=e"sup{e?: g € Q jaqg <0}
= e" exp(0)

=e".

Maaritelméasta seuraa heti, etta eksponenttifunktio on kasvava. Lisaksi:
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6.1. Lause. FEksponenttifunktiolle pdtee:
i) e*tY = e%e¥ kaikilla x,y € R.
e® > 0 kaikilla z € R.
Eksponenttifunktio on jatkuva koko R:ssd.

)
)
iv) FEksponenttifunktio on aidosti kasvava.
) exp(R) =]0, oo,

lim e*=0ja lim e* =00.
r——00 r—0o0

Todistus.
i) : Olkoot z,y € R jar € Q, r <z + y. Valitaan p,q € Q s.e.

p<z q<y jap+q>r. (onnistuu!)

Talloin
e’ < ePTl = ePel < e%eY |

joten ottamalla sup yli kaikkien r» € Q, joilla r < x + y, saadaan
eTTY < e%eY .
Toisaalta kaikille p,q € Q, joilla p < x ja ¢ < y, on p+ q < = + y; siten
ePed = PHd < Tty |
Siispa ottamalla supremum yli tallaisten p ja ¢ saadaan

eTe¥ < Y

ja siten
etV = e%eY |
Ll
ii) : Selva. Clid
iii) : Koska

1
lim (14 —)"=eja lim (1—
n

1
n—oo n—oo n

ja molemmat jonot ovat nousevia, saadaan

1 1 1
—<er —1<
n n—1
Siten )
lim en» =1,
n—oo
joten myos
. 1 . 1
lim e » = lim — =1.
n— oo n—00 en

Nyt eksponenttifunktion kasvavuudesta seuraa, etté

lime® =1=¢",
z—0
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eli exp on jatkuva 0:ssa.
Edelleen, kohdan i) nojalla

lim e” = lim e *°e™ = (lim e¥)e™ = e,
T—T0 T—T0 y—0
eli exp on jatkuva pisteessa xg. Oiss
iv) : Osoitetaan ensiksi, ettd e > 1 kaikilla xg > 0. Jos olisi z¢ > 0 siten, etta
e® =1, niin kohdan i) nojalla

ek = (¢20)% = 1 kaikilla k € N.

Erityisesti, kun valitaan k& > m—lo, saadaan kasvavuudesta

e=el < () =1,
miké on ristiriita. Siis e* > 1 kaikilla g > 0.
Nyt jos x < y, niin y — x > 0 ja siis
e¥ = eVTITT = VT TeT > ¥
Ui
v) : Tama4 seuraa helposti eksponenttifunktion kasvavuudesta (ja ominaisuudes-
ta i), silla
e > 2" — 0

ja
1
0<e=—<2"" 5 —0.
< on =
Kuvajoukkovaite seuraa nyt Bolzanon lauseesta. O

Koska logaritmifunktio log on eksponenttifunktion exp kaénteisfunktio, seuraa
seuraava lause 6.1:std (ja 2.4:std sekd 3.11:std).
6.2. Lause. Logaritmifunktiolle log: ]0,00[— R pdtee:

i) log(zy) = logz + log x kaikilla x,y € R.
i) Logaritmifunktio on jatkuva koko R.:ssd.
iii) Logaritmifunktio on aidosti kasvava.

)

iv) log(]0,o]) = R,

lim logz = —oc0 ja lim logx = oc0.
z—0 T—00

Edelleen yleiselle eksponenttifunktiolle a*, a > 0, ja a-kantaiselle logaritmille
pétee seuraava lause, koska (miksi?)

T zloga

ja
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6.3. Lause. Olkoon a > 0. Talloin
i) ™Y = a®a¥ kaikilla x,y € R.
ii) a® > 0 kaikilla x € R.
iii) Eksponenttifunktio x — a®* on jatkuva koko R.:ssd.
) Eksponenttifunktio x — a® on aidosti kasvava, jos a > 1 ja aidosti vihenevd,
jos 0 <a<1.
v) a® = {a®: 2 € R} =]0,00], jos a # 1.
Edelleen, jos a # 1
vi) “log(xy) = “logx + “logy kaikilla z,y € R.
vii) Logaritmifunktio x — “logx on jatkuva koko R.:ssd.
ix) Logaritmifunktio x — “logx on aidosti kasvava, jos a > 1 ja aidosti vihe-

neva, jos 0 < a < 1.
x) “log(]0, c[) = R.

Todistus. HT =

1v



