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ALKUSANAT

Tésséd on muistiinpanot vuosina 2007 ja 2009 luennoimastani kurssista Luku-
teorian alkeet. Kurssi on suunnattu erityisesti aineenopettajiksi opiskeleville
mutta on toki sallittu muillekin. Kurssin laajuus on 4 op (2 ov). Mielenkiin-
toisia hetkia lukuteorian parissa.
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Kaytdmme seuraavia standardimerkintdja:

N ={1,2,3,...} luonnolliset luvut
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} kokonaisluvut

1. LUKUJARJESTELMAT

1.1. Kymmenjirjestelma. Kymmenjérjestelmén luku 1907 voidaan esittéaa
kantaluvun 10 potenssisummana

1907=1-10>+9-10>+0- 10" 4+ 7 - 10°.

Numeromerkit tarvitaan kantalukua 10 pienemmille luonnollisille luvuille (1, 2,
3,4,5,6,7,8,9) ja O:lle. Yleisen sddnnon mukaan kymmenenpotenssit jétetdén
pois ja numeron sijainti kertoo, mitd kymmenenpotenssia se esittéé.

Huomaa 0:n merkitys: luvussa 1907 ei ole kymmenié, mutta sité ei voi mer-
kitd symbolilla 197, silla

197 =1-10>+9-10* + 7- 10°.

1.2. Muita lukujarjestelmii. Kantaluvuksi voidaan valita jokin muu ykkos-
td suurempi luonnollinen luku kuin 10. Seuraavassa luvussa todistamme, etté
jokainen luonnollinen luku voidaan esittdd yksikésitteisend potenssisumma-
na valitun kantaluvun avulla. Todistuksessa kaytamme kokonaislukujen jako-
yhtilda, joka helpottaa myos muunnoksia lukujirjestelmien vélilla.

Lause 1.2.1 (Jakoyhtilo). Olkoot a,b € Z ja olkoon b # 0. Tdalloin on yk-
sikdsitteiset luvut q,r € Z, joille

a=qgb+r ja 0<r<|b.

Jakoyhtélon luku a on jaettava, b jakaja, q (vaillinainen) osamddird ja luku
r on jakojddnnds.

Todistus. Myohemmin. ([l

Jos kantaluvuksi valitaan esimerkiksi 8, niin saadaan kahdeksanjérjestelm4,
jonka perustana kiytetddn luvun 8 perdkkéisid potensseja: 8°, 8%, 82, 8% jne.

Esimerkki 1.2.2. Kymmenjirjestelmén luku 103 muunnetaan kahdeksanjér-
jestelméddn (soveltamalla jakoyht#lod kahteen kertaan ja) esittdmalld se kah-
deksan potenssien summana

103 — 12-84+7=(1-8+4)8+7=1-8+4-8"+7-8 = 1474
B 1-64+39=1-64+(4-8+7)=1-8+4-8"+7-8" =14Ts.
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Kahdeksanpotenssit jatetddan yleensa kirjoittamatta ja kantaluku 8 merki-
tddn luvun oikeaan alakulmaan. Esimerkin 1.2.2:n luku 147g luetaan “yksi-
neljd-seitsemdn” eikd “sataneljakymmentéseitsemén”. Jalkimmaéainen lukutapa
viittaa kymmenjérjestelméién, jonka kantalukua ei merkitd nikyviin.

Esimerkki 1.2.3. Luku 2007g muunnetaan kymmenjérjestelméin seuraavasti
20075 =2-8*+0-87+0-8" +7-8"=2-5124 7 = 1031.

Huomaa, ettd kahdeksanpotenssien kertoimina voivat esiintyé luvut 0, 1, 2, 3,
4,56 ja 7 (vertaa kymmenjarjestelmi). Yleisesti k-jarjestelméssé, missd k on
ykkostd suurempi luonnollinen luku, tarvitaan numeromerkit kantalukua &
pienemmille luonnollisille luvuille ja nollalle.

Tietokoneissa kéaytetddn luvun 2 potensseihin perustuvia lukujérjestelmié,
erityisesti kaksi- ja kuusitoistajirjestelmia. Néisté edellistd sanotaan binédéri- ja
jalkimmaéistd heksadesimaalijiarjestelméksi. Heksadesimaalijarjestelméssa lu-
vuille 10,11, 12,13, 14 ja 15 kidytetdan symboleja A, B,C, D, E ja F'.

Esimerkki 1.2.4.
(a) Luku 1234 muunnetaan 16-jirjestelméidn seuraavasti
1234 =77-16+2=(4-16+13) - 16 +2 =416+ 13- 16" + 2 16° = 4D24.
(b) Luku 10B;¢ muunnetaan 10-jirjestelméén seuraavasti
10B;g=1-16"+0-16" + 11 - 16° = 256 + 11 = 267.

Lukujérjestelmissé, joiden kantaluku on kymmenesté eroava, voidaan laskea
“tavalliseen tapaan” muuntamatta lukuja 10-jarjestelméén.

Esimerkki 1.2.5.

(a) Laske 3575 + 126g. Huomaa, ettd 7s + 63 = 15g ja lg + 5g + 25 =
10g. Muistinumerot saadaa kyseisen sarakkeen tdysien kahdeksaisten
maarasta.

357
+1264
505

(b) Laske 1111105 4+ 11001,.

111110,

+ 11001,

1010111,
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(c) Laske 10015+ 10014. Muunnetaan ensin luku 1001, kaksijarjestelmaan:
1001, =43 +1 = (2?)3+1=2%+1 = 10000015. Nyt

1000001,
+ 10015
10010104

eli kysytty summa on 10010105.

Esimerkki 1.2.6. Laaditaan kaksi- ja neljajarjestelmien kertotaulut.
1 2 3 104

1 10 1 1 2 3 104
1 1 10y 2 2 104 124 204
102 102 1009 3 3 124 21, 304

104 104 204 304 1004.

1.3. Yksikésitteisyyslause. Osoitetaan, ettd jokaisella luonnollisella luvul-
la on yksikésitteinen esitys valitussa lukujérjestelméssi. Todistusta varten pa-
lautetaan mieliin induktioperiaate, jonka avulla on kéteva todistaa luonnollisia
lukuja koskevia véitteita.

INDUKTIOPERIAATE A: Olkoon P(n) lukuun n € N liittyvé vaitelause. Jos
P(1) on totta ja jos kaikilla k € N siité, ettd P(k) on totta seuraa, ettd P(k+1)
on totta, niin P(n) on totta kaikilla n € N.

Induktioperiaate esitetddn usein seuraavissa, edellisen kanssa (loogisesti)
ekvivalenteissa muodoissa. (Mieti, osa harjoitus 1:ssi)

INDUKTIOPERIAATE B: Jos () C N on joukko, jolle 1 € @) ja kaikille £ € N
ehdosta k € () seuraa, ettd k+ 1 € @), niin (Q = N.

INDUKTIOPERIAATE A’: Jos P(1) on totta ja jos kaikilla k& € N siité, etté
P(1),P(2),...,P(k) ovat totta seuraa, etti P(k + 1) on totta, niin P(n) on
totta kaikilla n € N.

INDUKTIOPERIAATE B’: Jos @ C N on joukko, jolle 1 € () ja kaikille k € N
ehdosta 1,2,...,k € @) seuraa, ettd k + 1 € (), niin () = N.

HYVAN JARJESTYKSEN PERIAATE (Well-ordering principle): Jos C' C N on
epétyhja joukko, niin C':ssé on pienin alkio.

Lause 1.3.1. Olkoot n,k € N, k > 1. Talloin on yksikdsitteiset kokonaisluvut
s >0 ja ag,ay, .. .as, joille

(1.3.1) n=ask® +as_ 1k + -+ ark + ag
(1.3.2) 0<a; <k kaikillai=0,1,...,s
(1.3.3) as > 0.



Todistus.
Olemassaolo: Todistetaan esityksen olemassaolo induktiolla n:n suhteen: in-
duktioperiaatteen B’ joukkona () ovat ne luonnolliset luvut, jolle viitteen esi-
tys on olemassa.

Jos n = 1, niin voidaan valita s = 0 ja ag = 1. Siten 1 € Q).

Oletetaan, ettd 1,2,...,n — 1 € Q). Koska k£ > 1, niin on yksikésitteinen
suurin kokonaisluku s > 0, jolle k% < n. Talloin siis

(1.3.4) k* <n < kSt

Jakoyhtélon (Lause 1.2.1) perusteella on yksikésitteiset as, r € Z, joille
n = ask® +r,

missd 0 < r < k®. Liséksi on 0 < a; < k. (Harjoitus 1)

Jos r = 0, niin voidaan lopettaa. Oletetaan, ettd » > 0. Koska r € N ja r < n,
niin induktio-oletuksen mukaan on kokonaisluvut ¢ > 0 ja by, ..., b, joille

T:btkt+"'b1k+b0,
0 <b; <k kaikilla 0,1,...,¢ ja by > 0. Koska r < £*, niin on ¢ < s. Siten
n=ask®+0- -k -+ 0 KT+ bk + bk + b

Siten n € (). Induktioperiaatteen B’ nojalla esityskaava on voimassa kaikilla
n € N.

Yksikisitteisyys: Olkoon n € N. Oletetaan, ettd on kokonaisluvut s,t > 0,
ap, Ay, ... as, by, b1, ... b joille 0 < a; < k, kaikilla ¢ = 0,1,...,5, 0 < b; <k,
kaikilla j = 0,1,...,¢, as > 0, by > 0 ja

(135) n:a5k8+-~-+&1k+ao:btkt+-~-+blk+bo.
Véhentdmélla luvun n esitykset yhtélossd (1.3.5) saadaan
(1.3.6) 0=enk™+ -+ ek + e,

missé e; = a; — b; ja m on suurin kokonaisluku, jolle a; # b;. Télloin e, # 0.
Jos olisi m = 0, niin olisi 0 # e,, = eg = 0, miké on ristiriita. On siis oltava
m > 0. Koska 0 < a; < k ja 0 < b; < k kaikilla indekseillé 4, niin

kaikilla ¢ = 0,1,...,m. Nyt kdyttamalla tietoa e,, € Z \ {0}, kaavaa (1.3.6),
kolmioepédyhtilod, arviota (1.3.7) ja geometrisen summan kaavaa, saadaan
E™ < |enk™| = |em k™t + -+ ek + e
< e |K™ 74 ek A feol
<k-DFE"T+ o+ k+1) =" -1,
miké on ristiriita. On siis oltava s =t ja a; = b; kaikilla ¢ = 0,1,...,s. Siten
luvun n esitys halutulla tavalla on yksikésitteinen. 0
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2. ALKULUKUTEORIAA

Alkuluvut ovat kiinnostaneet matemaatikoita Pythagoraan koulukunnan a-
joista ldhtien. Monet matematiikan ratkaisemattomista ongelmista liittyvét
alkulukuihin. Té&sséd luvussa osoitamme, ettd jokainen luonnollinen luku n >
1 voidaan esittdd alkulukujen tulona tasmaélleen yhdelld tavalla tekijoiden
jarjestysta vailla. Naytdmme myos, ettd alkulukuja on dérettémén monta ja
tutkimme alkulukujen esiintymistiheyttd. Ennen néita tuloksia keskustelemme
jaollisuudesta ja etsimme suurinta yhteista tekijaa.

2.1. Jaollisuus.
Maéritelmé 2.1.1. Olkoot n,m € Z. Luku n on jaollinen luvulla m jos
n=km jollain k € Z.

Talloin sanotaan, ettd m on luvun n tekija/jakaja ja ettd m jakaa luvun n. Jos
n on jaollinen luvulla m, niin merkitdéan m | n. Jos n ei ole jaollinen luvulla
m, niin merkitdan m t n.

Seuraava lause kertoo jaollisuuden ominaisuuksia.

Lause 2.1.2. Olkoot n,m,d,a,b € Z. Tdlloin
1) n | n (refleksiivisyys)

2) jos d | n jan|m, niin d| m (transitiivisuus)

3) josd|n jad|m, niin d| (an+ bm) (lineaarisuus)
4) jos d | n, niin ad | an (tulo)

5) jos ad | an ja a # 0, niin d | n (supistaminen)

6) 1|n

) n|0

8) jos 0| n, nitnn =20

9) josd|n jan#0, niin |d| < |n| (vertailu)

(10) jos d | n jan |d, niin |d] = |n|

Todistus. Todistetaan (9), muut kohdat jétetddn harjoitustehtévéksi.
Koska d | n, niin on & € Z, jolle n = dk. Koska n # 0, niin k # 0. Liséksi
koska k € Z, niin |k| > 1. Siten

n| = |dk| = [dl[k] = |d].
O
Esimerkki 2.1.3. Luvun 6 tekijat ovat +1, 2, +3 ja +6.

Esimerkki 2.1.4. Jos luku k € Z on jaollinen luvulla 3, niin myos k% 4+ k on
jaollinen luvulla 3: Koska 3 | k, niin on | € Z, jolle k = 3l. Nyt

K+ k=k(k+1)=3I3l+1) = 3m,
missd m = 31> +1 € Z. Siten 3 | (k* + k).



2.2. Suurin yhteinen tekija.

Maisaritelma 2.2.1. Jos luku d € Z jakaa kokonaisluvut a ja b, niin d on
lukujen a ja b yhteinen tekijd. Jos ainakin toinen luvuista a, b on erisuuri kuin
nolla, niin lukua

syt(a,b) =max{d e N:d | ajad]|b}

sanotaan lukujen a ja b suurimmaksi yhteiseksi tekijiksi (the greatest common
divisor, ged(a,b)).

Huomautus 1. Jos a,b € Z ja a # 0, niin syt(a, b) on olemassa ja yksikésittei-
nen. Miksi?

Perustelu: Merkitdin A = {d € N : d | ajad | b}. Lauseen 2.1.2 (6)
perusteella luku 1 on jokaisen kokonaislukuparin yhteinen tekiji, erityisesti
1 €A

Toisaalta, jos d € A, niin Lauseen 2.1.2 (9) nojalla d < |a|. Vastaavasti, jos
b # 0, niin d < |b|. Siten jokaisella d € A pétee

d < max{|al, |b[}.

Luonnollisten lukujen joukko A on epétyhja ja ylhédaltd rajoitettu, joten siiné
on suurin alkio, syt(a,b).

Huomaa, etté jos olisi @ = b = 0, niin Lauseen 2.1.2 (7) nojalla joukko A
yll& olisi N, jossa ei ole suurinta alkiota.

Suurin yhteinen tekija voidaan méaéritella myos kolmelle tai useammalle ko-
konaisluvulle, joista ainakin yksi on nollasta poikkeava. Téstd ldhtien, aina
kun kirjoitamme syt(a, b), niin oletamme, ettéd ainakin toinen luvuista a, b on
erisuuri kuin nolla.

Esimerkki 2.2.2.
(a) syt(12,30) = 6: Luvun 12 positiiviset tekijat ovat 1,2,3,4,6 ja luvun
30 1,2,3,5,
6, 10, 15, 30.
(b) syt(n,n + 1) = 1 kaikilla n € N: Olkoon d € N lukujen n ja (n + 1)
jakaja. Lauseen 2.1.2 (3) perusteella d jakaa luvun n+(—1)(n+1) = —1.
Siten Lauseen 2.1.2 (9) perusteella on oltava d = 1. Luvuilla n jan+1
ei siis ole muita positiivisia yhteisia tekijoitd kuin 1.

Miten kahden kokonaisluvun suurin yhteinen tekija 16ydetadn? Ensimmaéise-
néd mieleentuleva tapa on molempien lukujen tekijoiden listaaminen ja suu-
rimman yhteisen tekijén etsiminen yhteisten tekijéiden joukosta. Tamé& ta-
pa on isoilla luvuilla tyolas. Jakoyhtédloon ja seuraavaan lemmaan perustuva
Eukleideen algoritm: antaa tehokkaamman keinon suurimman yhteisen tekijan
16ytamiseksi.

Lemma 2.2.3. Jos a,b,q,r € Z ja a = qb + r, niin syt(a,b) = syt(b,r).
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Todistus. Lauseen 2.1.2 (3) nojalla jokainen lukujen b ja r yhteinen tekija jakaa
summan ¢b + r = a. Vastaavasti jokainen lukujen a ja b yhteinen tekija jakaa
luvun a — gb = r. Pareilla a,b ja b,r on siis samat yhteiset tekijat. Siten on
myos syt(a,b) = syt(b,r). O

Esimerkki 2.2.4. syt(42,30) = 6:

42 =1-30+[12]
30=2-[12]+6
[12]=2-6.

2.2.1. Fukleideen algoritmi. Olkoot a,b € Z, a # 0 tai b # 0. Merkitdan
d = syt(a,b). Jos a = 0, niin d = |b| (ja vastaavasti jos b = 0, niin d = |al).
Voidaan siis olettaa, ettd a, b # 0.

Syt(au b) = Syt(_av b) = Syt(au _b) = Syt(_av _b)u
niin voidaan olettaa, ettd a,b € N ja ettd a > b.
Jakamalla a luvulla b jakoyhtdlon (Lause 1.2.1) avulla saadaan luvut ¢;, 7 €
Z, joille
a=qb+r ja 0<r; <b.
Jos r; = 0, niin b | a. T&lloin d = b ja voidaan lopettaa.
Jos r1 > 0, niin jaetaan b luvulla r. Jakoyhtélo antaa luvut go, 79 € Z, joille
b=qri+7ry ja 01y <ry.

Lemman 2.2.3 nojalla syt(a,b) = syt(b,r;). Siten, jos ro = 0, niin d = ry;
lopetetaan. Jos ro > 0, jaetaan ry luvulla ry. Jakoyhtalé antaa luvut ¢3,r3 € Z,
joille

rr=gqsro+1r3y ja 0<rz<rs.
Jatketaan kuten edelld. Koska jakoyhtdlon antamat jakojadnnokset r; ovat ei-
negatiisia ja muodostavat aidosti vihenevén jonon,

b>ry>ry>--- >0,

niin jollain n on oltava r,, = 0 (korkeintaan b askelta). Viimeiset kaksi vaihetta
ovat
Tn-3 = Gn-1Tn—2 + Tn—1, 0<rp_1 <Tp-2,
(2.2.1) Tn-2 = QnTn-1 + Tn, r, = 0.
Lause 2.2.5 (Eukleideen algoritmi). Olkoot a,b ja jakojiinnikset r; kuten

ylla. Talloin r,_q, viimeinen positiivinen jakojddnnds, on syt(a,b).
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Todistus. Lemma 2.2.3 sovellettuna ylldoleviin lukujen a, b, r1, ...,r,_3 yhtaloi-
hin kertoo, etta

d = syt(a,b) = syt(b,r1) = syt(r1,m2) = - -+ = syt(rn_2, "n_1)-
Koska yhtdlon (2.2.1) perusteella 7,1 | r,_2, niin syt(r,_2,7,—1) = rp—1. Siten
d= Trn—1- O

Eukleideen algoritmin avulla saadaan esitettyd syt(a,b) lukujen a ja b mo-
nikertojen summana (lineaarikombinaationa).

Seuraus 2.2.6 (Bézoutin yhtélo). Olkoot a,b € Z, a # 0. Tdlloin on x,y € Z,
joille

syt(a,b) = za + yb.
Todistus. Jos a = b, niin syt(a,b) = |a|. Jos @ > 0, niin @ = 2a —a = 2a — b
(a < 0 vastaavasti). Voidaan siis olettaa, ettd a > b. Kuten ylla, voidaan liséksi

olettaa, ettd a,b € N. (Lukujen a ja b negatiivisuus ei vaikuta suurempaan
yhteiseen tekijain, saadussa yhtdlossd = ja/tai y kerrotaan tarvittaessa luvulla

(=1).)

Jos b | a, niin syt(a,b) = b ja a = kb jollain k € N, k > 2. Talloin
b=kb—(k—1)b=a— (k—1)b.
Jos b 1 a, niin Eukleideen algoritmi “peruuttaen” antaa kertoimet z ja y. O
Esimerkki selventéinee asiaa. Ennen sitd kuitenkin vield toinen seuraus.

Seuraus 2.2.7. Olkoot a,b,c € Z ja a # 0. Tdlloin ¢ | a ja ¢ | b jos ja vain
jos ¢ | syt(a,b).

Todistus. Harjoitustehtavi (harjoitus 2). O

Esimerkki 2.2.8. Lasketaan syt(22,60) ja etsitddan luvut z,y € Z, joille
syt(a,b) = za + yb. Eukleideen algoritmilla saadaan

60 = 2-22 4 [16] 16 = 60 — 2 - 22
22=1-[16]+6 6=22-16

16]=2-6+4, 4=16-2-6
6=1-4,+2 2=06—14

4, =22,

Siten syt(22,60) = 2. “Peruuttamalla” algoritmissa saadaan
2=6—-4=6—-(16—-2-6)=3-6—16=3(22—16) — 16
—3.22-4-16=23-22—4(60 — 2-22)
=11-22—4-60.



Bézoutin yhtdlon mukaan lukujen a ja b suurin yhteinen tekija voidaan siis
esittédd lukujen a ja b monikertojen summana. Seuraava lause kertoo, ettd vain
luvun syt(a, b) monikerrat voidaan esittda téllaisena summana.

Lause 2.2.9. Olkoot a,b € Z, (a # 0 taib#0) ja c € Z. Tdlloin
(2.2.2) c=ka+1b jollain k,l € Z
jos ja vain jos syt(a, b) jakaa luvun c.

Todistus. Olkoon d = syt(a, b). Oletaan ensin, ettd on k,l € Z, joille ¢ = ka+1b.
Koska d | a ja d | b, niin Lauseen 2.1.2 (3) mukaan d | c.

Jos taas d | ¢, niin on ¢ = md jollain m € Z. Bézoutin yhtélon nojalla on
x,y € Z, joille d = xa + yb. Nyt on siis

c = md = mxa + myb,
missd mx, my € 7. [

Lauseen 2.2.9 perusteella syt(a, b) on siis pienin luonnollinen luku, joka voi-
daan esittdd muodossa (2.2.2).

Maéritelméa 2.2.10. Jos a,b € Z ja syt(a,b) = 1, niin sanotaan, ettd a ja b
ovat suhteellisia alkulukuja ja ettd a ja b ovat keskenddn jaottomia.

Huomaa, ettd Lauseen 2.2.9 perusteella luvut a,b € Z ovat keskendén jaot-
tomia jos ja vain jos za + yb = 1 jollain x,y € Z. Huomaa my0s, etté
jos syt(a,b) = 1, niin kaikki kokonaisluvut ¢ € Z voidaan esittdd summana
c=ka+1b k,l eZ.

Seuraavat jaollisuustulokset péatevit keskenédén jaottomille luvuille. Yleisessé
tapauksessa Seuraus 2.2.11 ei ole totta (harjoitus 2).

Seuraus 2.2.11. Olkoot a,b € Z keskenddn jaottomia ja c € Z. Tdlloin

(1) Josa|cjab|ec, niinab|c.
(2) Jos a | be, niin a | c.

Todistus. (1): Koska syt(a,b) = 1, niin Bézoutin yhtalon mukaan za + yb =1
jollain x,y € Z. Oletuksen nojalla on k,l € Z, joille ka = ¢ = [b. Nyt on

¢ = c(za + yb) = cxa + cyb = (Ib)za + (ka)yb = ab(lx + ky)
jalx + ky € Z, joten ab | c.

(2): Kuten kohdassa (1), saadaan ¢ = cza+ cyb jollain x,y € Z. Koska a | be
ja a | a, niin Lauseen 2.1.2 (3) nojalla a jakaa summan cxa + ybc = c. O



Maiégritelma 2.3.1. Luonnollinen luku p > 1 on alkuluku (prime) jos sen
ainoat positiiviset tekijiat ovat 1 ja p. Luonnollista lukua p > 1, joka ei ole
alkuluku, sanotaan yhdistetyksi luvuksi (composite).

Huomautus 2.

(1) Luku 1 ei ole alkuluku eiké yhdistetty luku.
(2) 2 on ainoa parillinen alkuluku (Miksi?) (the only even prime ~- the
oddest one)

Muista, ettd luku n € Z on parillinen, jos n = 2k jollain k£ € Z. Luku n on
pariton, jos n = 2k + 1 jollain k € Z. Huomaa, ettd jakoyhtalon perusteella
jokainen kokonaisluku n € Z on joko muotoa n = 2k tai n = 2k 4 1, missé
ke Z.

Esimerkki 2.3.2.
(a) 10 esimmaista alkulukua ovat 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29
(b) Luvulla 24 on (positiiviset) tekijét 1,2,3,4,6,8,12 ja 24, joten se ei ole
alkuluku (24 = 23 - 3).

Tavoitteena on todistaa seuraava lause:

Lause 2.3.3 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen luonnollinen luku n > 2
voidaan esittid alkulukujen tulona. Tdmd esitys on tekijoiden jarjestystd vaille
yksikdsitteinen.

Todistetaan ensin alkulukutekijéesityksen olemassaolo-osa.

Lemma 2.3.4. Olkoon n > 2 luonnollinen luku. Tdlloin n on alkuluku tat
alkulukugen tulo.

Todistus. Todistetaan véite induktiolla. (Koska véite koskee lukua 2 suurempia
luonnollisia lukuja, niin induktiotodistuksen ensimmaéisesséd vaiheessa tarkas-
tetaan, ettd viite on totta luvulle n = 2.)

(1) Koska 2 on alkuluku, niin viite on totta kun n = 2.

(2) Olkoon k € N, k > 2. Oletetaan, viite on totta luvuille 2, ... k. Pitda
nayttad, ettd viite on totta luvulle k + 1. Jos k£ + 1 on alkuluku, niin
viite on totta. Jos k4 1 ei ole alkuluku, niin silld on positiivinen tekij&
deN,d#1,d# (k+1). Siten on

k+1=md jollain m € N.
Lauseen 2.1.2 (9) ja tietojen d # 1, d # (k + 1) perusteella on m <
k+1jad < k+1. Koska m,d € N, niin m < k ja d < k. Induktio-

oletuksen nojalla m ja d voidaan esittéé alkulukujen tulona (tai ne ovat
alkulukuja). Siten myos k£ + 1 on alkulukujen tulo.

Induktioperiaatteen nojalla véite on totta kaikille n € N, n > 2. O
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Onko alkulukuesityksen yksikésitteisyys selvé asia? Tarkastellaan esimerk-
kejé.
Esimerkki 2.3.5. Esitetddn luku 120 alkulukujen tulona:
120=10-12=(2-5)-(3-4)=(2-5)-(3-2-2)=2%-3.5.
Jako voitaisiin tehdd myos seuraavasti
120=3-40=3-5-8=2%-3-5 tai
120=6-20=2-3-4-5=2-3-2-2-5=2%.3.5.
Huomaa, ettd tekijéat esiintyvit tavallisesti suuruusjérjestyksessid. Vastaa-
vasti voidaan jakaa mitéd tahansa luonnollista lukua kunnes kaikki tekijat ovat
alkulukuja (muista Lemma 2.3.4). Voiko kaksi eri jakotapaa johtaa eri tulok-

seen? Voi, jos tutkitaan vastaavaa esitystd luonnollisten lukujen N aidossa
osajoukossa.

Esimerkki 2.3.6. Olkoon
P={..,—6,—-4,-2,0,2,4,6,...} = {n € Z : n on parillinen}.

Yhteen-, vihennys- ja kertolasku ovat joukon PP siséisié laskutoimituksia. Jou-
kossa P voidaan médaritelladn késitteet tekijé, jaollisuus ja alkuluku samaan
tapaan kuin kokonaislukujen joukossa, esim. luku m € P jakaa luvun n € P,
jos on k € P siten, ettd n = km.

Joukon P alkulukuja ovat esimerkiksi 2,6, 10, 14, 18, 26 ja 30. Nyt

180 =6-30 =10 - 18,
missé kaikki tekijat ovat joukon P alkulukuja.

Lemma 2.3.7 (Eukleideen lemma). Olkoon p alkuluku ja olkoot a,b € Z. Jos
p | (ab), niin p | a tai p | b. Yleisemmin, jos p | (a1---ay,), missi a; € Z
kaikilla i = 1,...,n, niin p | a; jollain i.

Todistus. Jos p | a, niin OK. Jos p { a, niin syt(a,p) = 1. (Miksi?)
Seurauksen 2.2.11 (2) perusteella p | b. Yleinen tapaus todistetaan induk-
tiolla (harjoitus). O

Lauseen 2.3.3 todistus, tapa 1. Olkoon n € N, n > 2. Lemman 2.3.4 perus-
teella n on alkuluku tai alkulukujen tulo. Naytetdédn, ettd n voidaan esittad
yksikésitteisella tavalla tulona

n=pi'--pk
missé py, . . . pr ovat alkulukuja, p; # p; kun ¢ # j jae; € Nkaikillai =1,.. . k.

Todistetaan esityksen yksikésitteisyys induktiolla luvun n suhteen.

(1) Koska luku n = 2 on alkuluku eiké sitd voi esittdé tulona muista alkulu-

vuista, niin véite on totta kun n = 2.
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(2) Oletetaan, etta esitys on yksikésitteinen luonnollisilla luvuilla 2, 3, ..., n—1.
Pitda nayttéaa, etta talloin myos luvulla n on yksikésitteinen esitys. Jos n on
alkuluku, niin OK.

Voidaan siis olettaa, ettd n on yhdistetty luku. Oletetaan, ettéd on alkuluvut
pi,qj jaluvut e;, f; €N, i =1,... k, 7 =1,...,s, joille p; # p; ja ¢; # ¢; kun
i # 7 Ja
(2.3.1) n=pitpt =gl gl

Koska p; | n, niin Eukleideen lemman perusteella se jakaa jonkin luvuista g;,
je{l,... s}

Numeroimalla luvut ¢; tarvittaessa uudelleen voidaan olettaa, ettd p; | ¢i.
Koska p; ja ¢; ovat alkulukuja, niin on p; = ¢;. Jakamalla (2.3.1) p;:114 saadaan

n 61—1.‘ 1

o= pp =gl gl

Koska p; > 2 alkulukuna, niin on n/p; < n — 1. Induktio-oletuksen mukaan
luvulla n/p; on (jarjestystéd vailla) yksikésitteinen esitys alkulukujen tulona.
Jarjestdmélld tarvittaessa luvut p; ja g¢; suuruusjérjestykseen saadaan, ettéd
I{Z:S, pZ:qZJan:fZ kalklllaz:l,,k:

Siten myos esitys (2.3.1) on yksikésitteinen. Viite seuraa induktioperiaat-
teesta. 0

Huomautus 3. Askeisessi todistuksessa kiytimme epéayhtalo:
L In—1
p— 2= ’

misséd p on alkuluku ja n € N, n > 2. Todistus on helppo harjoitustehtéva.

Maaritelma 2.3.8. Aritmetiikan peruslauseen antamaa luvun n € N, n > 2,
esitysta

n:p(il ...pzk7
missé p; < - -+ < pi ovat alkulukuja ja eq,...e, € N, sanotaan luvun n alkute-
kijiesitykseksi. Luvut p;, i = 1,... k, ovat luvun n alku(luku)tekijoita.

Huomautus 4. Alkutekijdesityksen yksikésitteisyys on syy siihen, etté lukua 1
ei kutsuta alkuluvuksi.

Alkutekijéesityksen 16ytdminen isoille luvuille voi olla hankalaa. Seuraava
tulos helpottaa tekijoiden 16ytamista.

Lemma 2.3.9. Olkoon n € N, n > 2. Luku n on yhdistetty luku jos ja vain
jos on alkuluku p < \/n joka jakaa luvun n.

Todistus. Jos on sellainen alkuluku p, ettd p |n ja 1 < p < /n < n, niin n on

yhdistetty luku.
13



Oletetaan, ettd n € N, n > 2, on yhdistetty luku. Olkoon p luvun n pienin
alkutekija. T&lloin on k € N, & > p, jolle n = kp. Nyt

n=kp>p’
joten on p < /n. O

Esimerkki 2.3.10. Etsitdan luvun n = 132 alkutekijéesitys. Koska n on pa-
rillinen, niin se ei ole alkuluku. Koska

112 =121 < 132 < 144 = 122,

niin on 11 < y/n < 12. Siten luvulla 132 on lukua 12 pienempi alkutekija
(mahdolliset tekijat 2, 3, 5, 7, 11). Nyt

. — 2. .
139 — 12-11=2°-3-11
2-66=22-33=22-3-11.

Lauseen 2.3.3 todistus, tapa 2. Olkoon

E ={n e N:n > 2 jan voidaan esittdd useammalla kuin yhdelld tavalla

alkulukujen tulona.}

Niytetadn, ettd £ = (). Jos E on epétyhji, niin joukossa E on pienin luku n.
Olkoon

n=pip2:--Pr=4q1q2" - -qs

luvun n kaksi eri esitystd alkulukujen tulona. Jos p; | ¢; jollain indeksiparilla
i,j, niin on p; = ¢;. Talloin olisi n/p; < n ja n/p; € E, mikd on mahdoton-
ta silld n on joukon E pienin luku. Siten luvut p; ja ¢; ovat eri alkulukuja.
(Jarjestdmélld tarvittaessa uudelleen,) voidaan olettaa, ettd tekijat p; ja ¢;
ovat suuruusjirjestyksessi. Lemman 2.3.9 nojalla p? < n ja ¢¢ < n. Koska
lisdiksi p1 # ¢1 ja p1,¢1 € N, niin on p1q; < n.

Luvut p; ja ¢ jakavat luvun n, joten Lauseen 2.1.2 (3) nojalla ne jakavat
myo6s luvun

m=mn—piq:.

Toisaalta, koska 0 < m < n ja n on joukon F pienin luku, niin m ¢ E. Siten
m:lla on yksikasitteinen alkutekijéesitys ja p; ja ¢, ovat luvun m alkutekijoita.

Koska p; ja ¢; jakavat luvun m, niin Seurauksen 2.2.11 (1) nojalla pyq; | m.
Siten Lauseen 2.1.2 (3) perusteella p;q; jakaa erotuksen m —p;q; = n. Lisdksi,
koska p; | n, niin Lauseen 2.1.2 (5) nojalla ¢; | (n/p1). Nyt

n/pr=pa--pp <n

on luonnollinen luku, joten silld on yksikésitteinen alkutekijdesitys. Siten on

oltava q; = p; jollain ¢ = 2,... k. Tamé& on ristiriita, silla luvut p; ja g; ovat

eri alkulukuja. Siis joukko E on tyhja. 0
14



Alkutekijéesityksen avulla voidaan helposti todistaa esimerkikisi luvun /2
irrationaalisuus. Muista, ettd luku x on rationaaliluku jos * = n/m jollain
n,m € Z, m # 0.

Seuraus 2.3.11. Olkoot n,a € N. Jos {/a on rationaaliluku, niin /a on
luonnollinen luku, erityisesti a = r™ jollain r € N.

Todistus. Koska {/a on positiivinen rationaaliluku, niin on r, s € N joille
Va==<.

s

Voidaan olettaa, ettd syt(r,s) = 1 (jos ei, niin supistetaan). Naytetdén, etta

s = 1. Jos olisi s > 1, niin olisi alkuluku p, jolle p | s. Lauseen 2.1.2 (3) nojalla

p jakaisi tulon as™ = r". Siten Eukleideen lemman perusteella p | r. Taméa

on mahdotonta, silld syt(r,s) = 1 ja p on alkuluku. On siis s = 1 ja siten

Ja=r. O

2.4. Alkulukujen esiintymistiheydesti. Téssd luvussa tutkimme, kuinka
paljon alkulukuja on ja kuinka ne sijoittuvat luonnollisten lukujen joukkoon.

Lause 2.4.1 (Eukleideen lause). Alkulukuja on ddrettomdan monta.

Todistus. Naytetdadn, ettd minka tahansa dérellisen alkulukujoukon ulkopuo-
lella on alkuluku.

Olkoot pq, ..., p, alkulukuja. Naytetain, ettd on alkuluku, joka ei ole mikaéan
luvuista pyq, ..., p,. Olkoon

N=pipatl

Nyt N € N ja N > 2 joten se on Lemman 2.3.4 mukaan joko alkuluku tai
alkulukujen tulo. Jos N on alkuluku, niin olemme l6ytaneet alkuluvun, joka
on kaikkia lukuja pq, po, ..., p, aidosti suurempi.

Jos N ei ole alkuluku, niin silld on alkulukutekija ¢q. Jos ¢ = p; jollain 1,
niin Lauseen 2.1.2 (3) perusteella ¢ jakaisi luvun N — py ---p, = 1, miké on
mahdotonta. Siten ¢ # p; kaikilla i =1,...,n. O

Huomautus 5. Jos valitaan luvuiksi p; n ensimmaéistid alkulukua, niin y.o. to-
distus antaa suurinta lukua p, isomman alkuluvun.

Huomautus 6. Luku N = p; - --p, +1 ei valttamatta ole alkuluku. Esimerkiksi
jos p1 = 3 ja py = 5, niin

N=3-5+1=16=2%

Luvun N alkutekijd 2 on joukkoon {pi,ps} kuulumaton alkuluku.
20.1. =============================
Huomaa, ettéd jos luku 2 ei ole alkulukujen py,po,...p, joukossa, niin tulo
p1- - pp on pariton (Harjoitus 3). Talléin N = p; - - - p, + 1 on parillinen eikd
siten ole alkuluku.
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Esimerkki 2.4.2. Lauseen 2.4.1 todistusmenetelmé toimii muissakin tilan-
teissa. Naytetddan seuraavaksi, ettd muotoa

in+3, néeN,

olevia alkulukuja on dérettoméan monta. Olkoot pq, ..., pr muotoa 4n+ 3 olevia
alkulukuja. Maaritellaan
N =4dp;---pr+3.

Luku N on muotoa 4n + 3. Se ei ole jaollinen millaén luvuista p;, i =1,...,k,
eikd luvuilla 2, 3. (Miksi?)

Lauseen 2.3.3 nojalla N = ¢, - - - ¢5, missd luvut ¢; ovat alkulukuja. Néyte-
tadn, ettd jokin luvun N alkutekijoistd ¢; on muotoa 4n + 3.

Jakoyhtélon perusteella kaikilla ¢ = 1,...s on n;,r; € Z, joille

g =4n;+7r;ja0 <r; <3.

Koska N ei ole jaollinen luvulla 2, niin r; ei voi olla 0 eiké 2. Jos olisi r; = 1
kaikilla 2 = 1,...s, niin N olisi muotoa 4n + 1 olevien lukujen tulona myos
muotoa 4n + 1 (Harjoitus).

Siten on oltava ¢; = 4n; + 3 jollain ¢+ = 1,...s. Koska luvut py,...p; eivat
ole luvun N tekijoité, niin ¢; ei ole mikdan luvuista p;.

Huomaa, ettéd todistus ei toimi, jos yritetddn nayttdd, ettd muotoa 4n + 1
olevia alkulukuja on dédrettomén monta. Nimittdin, jos méaritellaan

N =dp - p+1

jokin tekijoista olisi muotoa 4n + 1. Esimerkiksi luku 77 =7-11=4-19+1 on
muotoa 4n + 1, mutta sen alkutekijit 7 =4+ 3 ja 11 = 2 - 4 4+ 3 ovat muotoa
4n + 3.

Seuraava tulos on kuitenkin totta (ja todistus vaikea).

Lause 2.4.3 (Dirichlet 1837). Jos a,b € Z, a > 0 jasyt(a,b) = 1, niin muotoa
p=an+b, neN

olevia alkulukuja on ddarettomdan monta.

Todistus. Fi todisteta. 0

Olkoot n ensimmaista alkulukua pq, ps, . .., p,. Seuraava tulos antaa karkean
ylarajan luvulle p,,.

Seuraus 2.4.4. Olkoon n € N. Tdllgin p, < 22" .

Todistus. Todistetaan induktiolla luvun n suhteen.

(1) Kun n =1, niin p; =2 = 22",

(2) Oletetaan, etté arvio on totta luvuille py, ..., p,. Kuten Lauseen 2.4.1 to-
distuksessa, huomataan, etta luvulla

pre-pnt1
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on alkutekija p ja ettd p # p; kaikilla ¢ = 1, ..., n. Koska alkuluku p ei ole n:n
ensimmadisen alkuluvun joukossa, niin p,,; < p. Induktio-oletusta ja geomet-
risen sarjan osasummaa kayttdmélla saadaan

Pt <p<pr--pat+1<27.22 .97 4

— QUF2HA+42"71 L 1 92"—1 4
1 n n

=22 +1<2%
5 +1=<

Siten vaite on totta kaikille n € N. O

Seuraavaksi tarkastelemme luonnollisten lukujen joukossa esiintyvid reikid
alkulujen vélilld ja alkulukujen esiintymistiheyttd. Huomataan, ettéd alkuluku-
jen vilisséd on sekd pienié, ettd suuria aukkoja.

Lause 2.4.5. Kaikillen € N, n > 2, on n — 1 perdkkdiistd luonnollista lukua,
joista mikddn er ole alkuluku.

Todistus. Olkoon n € N, n > 2. Perikkéisid lukuja

n'+2n+3,....nl+n
on n — 1 kappaletta. Nyt

n+2=2-3---n+2=23---n+1)
on jaollinen luvulla 2,
n+3=2-3---n+3=32-4---n+1)
on jaollinen luvulla 3, ja yleisesti
nl+i=2-3--n+i=i2---(i—1)@GE+1)---n+1)

on jaollinen luvulla i, 7 = 2,3 ..., n. Siten mikdén luvuista n!+2,n!+3, ..., nl+

n ei ole alkuluku. O

Maiaritelma 2.4.6. Jos p ja p+ 2 ovat alkulukuja, niin paria p, p+ 2 sanotaan
alkulukukaksosiksi (twin primes). Jos p ja p + 4 ovat alkulukuja, niin paria
p, p + 4 sanotaan alkulukuserkuksiksi (cousin primes).

Esimerkkeja alkulukukaksosista ovat (3,5), (5,7), (11,13), (17,19) ja (29, 31).
Se, onko alkulukukaksosia ddarettoméan monta, on yksi lukuteorian ratkaisemat-
tomista ongelmista (twin prime conjecture). Suurin 16ydetty alkulukukaksos-
pari on 2003663613 - 21959 + 1 (tammikuu 2007). Sellaisia alkulukuja p, etti
luvulla p + 2 on korkeintaan kaksi alkutekijaé, on dérettéméan monta.

Lause 2.4.7. Olkoon p, n. alkuluku ja k,, k,+2 n. alkulukukaksospari. Tdlloin
lukujen i muodostaman sarja hajaantuu el



ja lukujen ki + k—1+2 muodostaman sarja suppenee eli

=1
;k_n k+2 <o

Todistus. Ei todisteta talla kurssilla. Ensimméisen véiitteen todistus ei ole vai-
kea, katso esim. [1, Theorem 1.13|. Jalkimméisen véitteen summaa sanotaan
Brunin vakioksi. [

Maéritellaan funktio 7 : [0,00) — NU {0},
m(x) = #{p : p on alkuluku, p < z},

missé § tarkoittaa lukuméédrdéd. Annetulle luvulle z, () kertoo siis vélilla [0, 2]
olevien alkulukujen lukumééran (prime counting function). Tall4 funktiolla ei
ole mitéén tekemistd vakion 7 kanssa.

Esimerkiksi 7(1) = 0, 7(2) = 1, 7(7) = 4 (alkuluvut 2, 3,5 ja 7 ovat pienem-
pié tai yhtédsuuria kuin luku 7) ja 7(7,5) = 4.

Huomautus 7. Jos p, on n. alkuluku, niin 7(p,) = n. Toisaalta pn) = n jos
ja vain jos n on alkuluku.

Jos jaetaan 7(x) eli alkulukujen médra valilla [0, z] vélin pituudella z, niin
saadaan alkulukujen esiintymistiheys talla valilla.

Esimerkki 2.4.8.
x 2 7 25 100 500 5000
m(z) 1 4 9 25 95 669
@) 0,5 ~0,57 0,36 0,25 0,19 ~0,13

Huomaa, ettéd
m(101)/101 = 26/101 ~ 0,257 > 0,25 = 7(100)/100.

Koska alkulukuja on #édrettoméan monta, niin 7(z) — oo kun x — oo. Al-
kulukujen tiheys 7(z)/z ldhestyy nollaa kun x ldhestyy #déretontd. Seuraava
lause kertoo, ettéd tiheyden lasku on hidasta; m(x)/x ldhestyy nollaa yhté hi-
taasti kuin 1/ log(x).

Lause 2.4.9 (Alkulukulause (prime number theorem)).

7 (z)
x
1

log()

Todistus. Vaikea. O
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2.4.1. FEratostheneen seula. Lukua x > 0 pienemmét alkuluvut l16ydetadn Era-
tostheneen seulan avulla seuraavasti:

(1) Kirjoitetaan luonnolliset luvut, jotka ovat pienempié tai yhtédsuuria
kuin z.

(2) Poistetaan ensimmaéisen alkuluvun eli luvun 2 monikerrat.

(3) Poistetaan toisen alkuluvun eli luvun 3 monikerrat.

(4) Poistetaan kolmannen alkuluvun eli luvun 5 monikerrat.

(5) Jatketaan ... jaljelle jadneet luvut ovat lukua x pienemmit alkuluvut.

Huomaa, ettd Lemman 2.3.9 nojalla riittdd kidyda ldpi lukua /z pienemmit
alkuluvut.

Esimerkki 2.4.10. Etsitddn alkuluvut p, joille p < 37. Riittda kayda lapi
alkuluvut p < 7, sillé 62 = 36 < 37 < 49 = 72,

2 3 5 7 9
11 [12] 13 [14] 15, [16] 17 [18] 19 [20,
21 23 25, 27 29 |30,
31 [32] 33 [34] 35. [36] 37

Seuraavaksi tutustutaan alkulukuja koskeviin ratkaisemattomiin ongelmiin.

2.4.2. Goldbachin konjektuuri. Jokainen parillinen kokonaisluku n > 4 on kah-
den alkuluvun summa.

e Goldbachin kirje Eulerille 1742.

e 4=24+26=3+3,8=3+5,10=3+T7, ...

e Konjektuurin ratkaisusta oli luvattu miljoonan dollarin palkinto 2000-
2002, ratkaisua ei kuitenkaan pystytty todistamaan.

e Totta luvuille n < 12 - 10'7 (2008).

2.4.3. n®+1 konjektuuri. Muotoa n*>+ 1, n € N, olevia alkulukuja on diretts-
man monta.
e 2 = 12 + 1 mutta jos n > 1 on pariton, niin n? 4+ 1 on parillinen eik#
siten ole alkuluku.
e Esimerkiksi 22 +1=5,42+1=17,6%+1 =37 ja 10> +1 = 101 ovat
alkulukuja mutta 122 +1 = 145 = 5 - 29 ei ole.

2.4.4. Fermat’n numerot. Muotoa
F,=2"4+1,n=0,1,2,...

olevia lukuja sanotaan Fermat’n numeroiksi ja vastaavaa muotoa olevia alku-
lukuja Fermatn alkuluvuiksi.

e Fermat'n konjektuuri oli, ettd F}, on alkuluku kaikilla n. Néin ei kuiten-
kaan ole. Viisi ensimmaista lukua Fy = 3, F} = 5, Fy, = 17, F3 = 257
ja Fy = 65537 ovat alkulukuja.
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e Euler (1732): F; = 2% 41 = 4294967297 = 641 - 6700417.
o Alkutekijaesitys on 16ydetty luvuille Fs, ..., Fi;.
o [, ei ole alkuluku jos 5 < n < 32 (2003).
[ ] Fm:FO'Fl'Fm_1+2
e Onko Fermat'n alkulukuja d&rettomén monta, entd yhdistettyja Fer-
mat’n lukuja?
Olipa Fermat’n alkulukuja d#érettoméan monta tai ei, niin Fermatin lukujen
alkutekijoitd on ddrettomén monta. Nimittiin,

Lemma 2.4.11. Jos n # m, niin syt(F,, F,,) = 1.

Todistus. Olkoot n, k € N ja olkoon d = syt(F,,, F,,4x). Ndytetadn kohta, etté
F, | (Fhir — 2). Koska télléin d | F,, ja F, | (Fyax — 2), niin jaollisuuslauseen
2.1.2 nojalla d | (Fy4x — 2). Koska d | F,, ik, niin d jakaa erotuksen F, j —
(Frir —2) = 2. On siis oltava d = 1 tai d = 2. Kaikki Fermat'n luvut ovat
parittomia, joten on d = 1.

Niytetddn nyt, ettd F, | (F,r — 2). Merkitsemilld z = 22" saadaan

n+k k
E, 22" +1 x+1 ’
joten F, | (Fpip — 2). O

Huomautus 8. Yl1la todistetun tuloksen perusteella miké tahansa déreton jouk-
ko Fermat’'n numeroita antaa darettoméan monta alkulukua. Tadmaé antaa uuden
todistuksen Lauseelle 2.4.1.

Monet pienet alkuluvut ovat muotoa 2" + 1, esimerkiksi 3, 5,7, 31. Potenssin
2™ esiintyminen kaavassa ei ole sattumaa, silla

Lause 2.4.12. Olkoot a,n € N, a,n > 2, lukuja, joille a™ — 1 on alkuluku.
Talloin a = 2 jan on alkuluku.

Todistus. Ndytetaan ensin, ettd a = 2. Geometrisen sarjan (n — 1). osasumma
S,,—1 suhdeluvulla a on
1—a"

l1—a

(2.4.1) Sp_y =

Y

joten (a—1) | a® — 1. Koska a™ — 1 on alkuluku ja a > 2, niin on oltava a = 2.
Néaytetddn seuraavaksi, ettd n on alkuluku. Jos olisi n = km joillain m, k €
N, m, k > 1, niin geometrisen sarjan osasumman (2.4.1) avulla saataisiin

21 =2 1= (27— (1427 4 (27 4 4 (27,

Luku 2" —1 olisi siis jaollinen luvulla 2™ — 1. Tdémé& on mahdotonta, silla 2" —1
on alkuluku. Luvun n on siis oltava alkuluku. 0

Lause 2.4.13. Olkoot a,m € N, a > 2, lukuja, joille a™ + 1 on alkuluku.
Tdlloin a on parillinen ja m = 2" jollain n € NU{0}.
20



Todistus. Jos a olisi pariton, niin a™ olisi pariton (Harjoitus 3) ja siten a™+1
olisi parillinen. Koska 2 on ainoa parillinen alkuluku ja a™ + 1 > 3! + 1 = 4,
niin luvun a on oltava parillinen.
Jos luvulla m olisi pariton tekija k > 1, niin olisi m = 2"k jollain kokonais-
luvulla n > 0. Téll6in, kuten Lemman 2.4.11 todistuksessa saadaan
a;” +1 _ a?'k 41 — g2t 22
a®+1 o +1

eli (a* +1)] (a™+1). Koska a™ + 1 on alkuluku, niin timé on mahdotonta.
Siis luvulla m ei ole parittomia tekijoité. ([l

2.4.5. Mersennen alkuluvut. Muotoa 2P — 1 olevia alkulukuja sanotaan Mer-
sennen alkuluvuiksi.

e Lauseen 2.4.12 perusteella M, = 2P — 1 voi olla alkuluku vain jos p on
alkuluku.

e Konjektuuri: Mersennen alkulukuja on dérettomén monta.

o My=22-1=3 M3=2—-1=T7,M;=2"-1=31, M; =2"—1=127
ovat alkulukuja, mutta M;; = 211 — 1 = 2047 = 23 - 89 ei ole

e Muotoa 2P — 1 olevien lukujen alkulukutestaukseen on tehokkaita tes-
tejd. Siksi suurimmat tunnetut alkuluvut ovat Mersennen alkulukuja.

o syt(M,, M) =1kun n # k.

e Mersennen alkuluvut liittyvat taydellisiin lukuihin.

Maéritelméa 2.4.14. Luku n € N on tdydellinen (perfect), jos se on itsedén

aidosti pienempien positiivisten tekijoidensd summa. Siis jos 1 = m; < my <

s < my < Mgy = n ovat luvun n positiiviset tekijét ja
n:1+m2+--~+mk,

niin n on taydellinen.

Esimerkki 2.4.15. Téaydellisid lukuja ovat esimerkiksi
6=1+2+3,
28=14+24+44+7+14 ja
496 =1+2+4+8416+ 31+ 62 + 124 + 248.

Téaydellisten alkulukujen késite lienee peréisin Pythagoraan koulukunnalta.

Eukleides todisti, ettéd jokaista Mersennen alkulukua kohti on tédydellinen
luku. Tésté seuraa, ettd jos Mersennen alkulukuja on dédrettémén monta, niin
on myos taydellisid lukuja. Saadaanko néin kaikki tdydelliset luvut? Seuraavan
lauseen jalkimméinen kohta on Eulerin tulos (1849).
Lause 2.4.16.

(1) Jos 2 — 1 on alkuluku, niin luku n = 2P~1(2P — 1) on tdydellinen.
(2) Jos luku n on parillinen ja tdiydellinen, niin on Mersennen alkuluku
20 — 1, jolle n = 2P71(2F — 1).
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Todistus. Ei todisteta. [l

Onko parittomia taydellisid lukuja? Vastausta ei tiedeté. Jos on, niin ne ovat
suurempia kuin 103%.

3. KOKONAISLUKUJEN JAOLLISUUS

Téassé luvussa tarkastellaan jaollisuussddantojéa. Aloitetaan kurssin alussa lu-
vatulla jakoyhtalon eli Lauseen 1.2.1 todistuksella.

Jakoyhtils: Olkoot a,b € Z ja b # 0. Talloin on yksikésitteiset ¢, r € Z, joille
a=qgb+r ja 0<r<]lb.

Todistus.
Olemassaolo: Tutkitaan muotoa a — ¢b, ¢ € 7Z, olevia ei-negatiivia kokonais-
lukuja ja etsitdédn niistd pienin. Naytetddn ensin, ettd joukko

S={y>0:y=a—qbjollain ¢ € Z} C NU{0}.

ei ole tyhja.
Josa>0,nina=a—0-b€eSs.
Jos a <0jab>1, nin
a—b-a=a(l—0)>0
jasiten (a —b-a) €S,
Josa < 0jab< 1, niin koska b # 0jab < 1,niinon b < —1 jasiten (1+b) < 0.
Nyt
a+b-a=a(l+0) >0
jasiten (a+b-a) € S.
Hyvén jarjestyksen periaatteen nojalla joukossa S on pienin luku; olkoon se
r. Joukon S méaaritelmédn mukaan on a = ¢b + r jollain q € Z.

Halutun esityksen olemassaoloon pitdd niyttaa vield, etta r < |b|. Jos b > 0
ja jos olisi r > b, niin luku

a—(@+1)b=a—gb—b=r—0>0

kuuluisi joukkoon S. Toisaalta r—b < r, mikd on mahdotonta, silla r on joukon
S pienin luku. Vastaavasti, jos b < 0 ja jos olisi r > —b, niin olisi

a—(¢g—1b=a—qgb+b=r+0>0

jar+0b<r. Luku a — (¢ — 1) olisi siis lukua r pienempi joukon S luku. On
siis oltava r < |b.

Yksikisitteisyys: Oletetaan, ettd on g1, g, 71,72 € Z, 0 < rq, 19 < |b], joille

a=qb+ri = qb+rs.
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Talloin (¢ — g)b =12 —ry eli b | (ro — 7). Jos ¢1 # o, niin |¢1 — 2| > 1 ja
siten |ro — ry| > |b]. Tdm& on mahdotonta, silld 0 < 71,79 < |b] — 1. On siis
g1 = @9 ja siten myo6s 71 = ro.

Jakoyhtalon esitys luvulle a on siis olemassa ja yksikésitteinen. 0

3.1. Jaollisuus kymmenjirjestelméssia. Muista, ettd Lauseen 1.3.1 mu-

kaan jokaiselle n € N on yksikésitteiset kokonaisluvut s > 0 ja ag,aq,...,as,
joille

(3.1.1) n=a,10° 4+ a;_110°  + - 4+ a;10 + ag = asae_1 . . . ao,

0 <a; <9 kaikillaz = 0,1,...,s ja as > 0. Téssé luvussa luvut ay,...,as

viittaavat esitykseen (3.1.1).

Jaollisuus luvuilla 2,5 ja 10 on helposti paételtavissa. Koska téaysid kymme-
nié siséltdavét luvut ovat aina jaollisia luvuilla 2, 5 ja 10, niin jaollisuuden voi
padtelld kahdesta viimeisestd numerosta Lauseen 2.1.2 avulla.

Lause 3.1.1 (1. jaollisuuslause). Olkoon n € N. Luku n on jaollinen

(1) luvulla 2 (eli parillinen) jos ja vain jos ag on jaollinen luvulla 2 eli jos
ja vain jos ag € {0,2,4,6,8},

(2) luvulla 5 jos ja vain jos ag = 0 tai ag =5,

(3) luvulla 10 jos ja vain jos ag = 0.

Todistus. Seuraa helposti Lauseesta 2.1.2. O

Esimerkki 3.1.2.

(1) Luku 78445 = 78440 + 5 on jaollinen luvulla 5 mutta ei luvulla 2 eikd
luvulla 10.

(2) Luku 100008 = 100000+ 8 on jaollinen luvulla 2 mutta ei luvulla 5 eiké
luvulla 10.

Lohkaisuperiaate

Samaan tapaan voidaan johtaa muitakin jaollisuussdéntoja. Tutkittaessa lu-
vun n € N jaollisuutta luvulla ¢, esitetdin n summana, jonka ensimméiinen
yhteenlaskettava on jaollinen luvulla ¢:

(3.1.2) n=10+k, missdl,keNjat]|l.

Lukua [ sanotaan lohkaisutermiksi ja lukua k kristtiseks: termiksi. Jaollisuus-
lauseesta 2.1.2 seuraa, ettd n on jaollinen luvulla ¢ jos ja vain jos ¢ | k.

Lohkaisuperiaate (3.1.2) on kdyttokelpoinen, jos jaollisuus voidaan selvittéa
sen avulla helpommin kuin jaettaessa lukua n luvulla ¢. Jos kriittinen termi
on helposti méarattavissa ja se on pieni lukuun n verrattuna, niin lohkaisu-
periaatetta kannattaa kiyttdi. Sopivan lohkaisutermin valinta ja olemassaolo
riippuvat luvuista n ja t.

Jos jakaja t on jokin kymmenen potenssien 10, 100, 1000, ... tekiji, niin loh-

kaisutermiksi valitaan luvun n vastaavia kymmenen potensseja siséltdava osa.
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Esimerkiksi, koska 4 | 100, niin neljalld jaollisuutta tutkittaessa lohkaisuter-
miksi valitaan luvun n téysiéd satoja sisédltdva osa asas_ 1 . ..a00.

Lause 3.1.3 (2. jaollisuuslause). Olkoon n € N. Luku n on jaollinen luvulla 4
jos ja vain jos luku aiag on jaollinen luvulla 4.

Esimerkki 3.1.4.

(1) Luvut 12344 ja 2112 ovat 4:114 jaollisia.
(2) Luvut 11013 ja 2007 eivit ole 4:114 jaollisia.

Lukujen 100 ja 1000 tekijoille saadaan vastaavasti esimerkiksi jaollisuus-
lauseet:

Lause 3.1.5 (3. jaollisuuslause). Olkoon n € N. Luku n on jaollinen luvulla
50 jos ja vain jos a; = 0 ja ag = 0 tai ajag = 50. Luku n on jaollinen luvulla
25 jos ja vain jos a; = 0 ja ag = 0 tai ajag € {25,50,75}.

Lause 3.1.6 (4. jaollisuuslause). Olkoon n € N. Luku n on jaollinen luvulla 8
jos ja vain jos luku asaiag on jaollinen luvulla 8.

Tarkasteltaessa jaollisuutta luvuilla 3 ja 9 sopiva lohkaisutermi saadaan lu-
kujen 9 = 10 — 1, 99 = 100 — 1, 999 = 1000 — 1, ... avulla, silld ndma luvut
ovat jaollisia luvuilla 3 ja 9. Esimerkiksi luvussa

2481 =2(999+1)+4(99+1)+8(9+1)+1
=(2-9994+4-994+8-9)+(2+4+8+1)
lohkaisutermi on luvuilla 3 ja 9 jaollisten lukujen summana jaollinen seké lu-
vulla 3 ettd luvulla 9, joten kriittinen termi 15 ratkaisee alkuperdisen luvun
jaollisuuden. Koska 3 | 15 ja 9 4 15, niin 2481 on jaollinen luvulla 3 mutta ei
luvulla 9.

Huomaa, ettd ylla kriittinen termi on lohkaisutermin valinnan seurauksena

alkuperdisen luvun numeroiden summa. Yleisesti, jos
n=ass_q1...a0 = as(10° =14+ 1)+---+a1(9+ 1) + aop,
niin lukua

(313) s+ as—1+---+ag

sanotaan luvun n numerosummaksi. Jos lohkaisutermiksi valitaan luvuilla 3 ja
9 jaollinen summa
as(10° = 1) + -+ -+ «19,

niin numerosumma (3.1.3) on kriittinen termi.

Lause 3.1.7 (5. jaollisuuslause). Olkoon n € N. Luku n on jaollinen luvulla 3
(9) jos ja vain jos numerosumma (3.1.3) on jaollinen luvulla 3 (9).

Esimerkki 3.1.8.
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(1) Luvun 4005 numerosumma on 4+5 = 9, joten 4005 on jaollinen luvuilla
3 ja 9 (Lause 3.1.7).

(2) Luvun 12345 numerosumma 1+ 2+ 3 +4+5 = 15 on jaollinen luvulla
3, mutta ei luvulla 9. Siten 3 | 12345 ja 9 1 12345 (Lause 3.1.7).

(3) Luvut 10550 ja 2300 ovat jaollisia seké luvulla 50 ettéd luvulla 25. Luku
1205 ei ole jaollinen luvulla 25 eiké luvulla 50 (Lause 3.1.5).

(4) Luvut 4032 ja 1160 ovat jaollisia luvulla 8, mutta 8 1 2111 (Lause 3.1.6).

(5) Onko lukujen 14105 ja 25055 summa jaollinen luvulla 87 Lauseen 3.1.6
riittdd tarkastella summan kolmea viimeistd numeroa eli lukua 105 4
55 = 160. Koska 160 = 20-8, niin tutkittava summa on jaollinen luvulla
8.

Tutkitaan seuraavaksi jaollisuutta luvulla 11. Lohkaisutermin méaarittamista
varten haetaan luvulla 11 jaollisia lukuja, jotka ovat mahdollisimman ldhell&
kymmenen potensseja 10, 100, 1000, . . .

Luvut 11 =10+ 1, 99 = 100 — 1 ja 1001 = 1000 — 1 ovat jaollisia luvulla 11
ja yleisesti luvut

10™ 4 1, kun m on pariton

(3.1.4) 10™ — 1, kun m on parillinen

ovat jaollisia luvulla 11. Jaollisuus seuraa kaavasta
(3.1.5) a —b" = (a—0b)(a" " +a™ b+ +ab™ T+,

missi a,b € Z ja m € N (Todistus harjoitus). Luku a — b on siis luvun
a™ — b™ tekija. Valitsemalla kaavassa (3.1.5) a = 10 ja b = —1, n&dhdé&én, etta
luku

0™ — (—1)™

on jaollinen luvulla 11. Koska (—1)™ = —1 parittomilla m ja (—1)™ = 1
parillisilla m, niin (3.1.4) on totta.

Korvataan luvun n summaesityksessd (3.1.1) 10™ summalla
(10" = (=1)") + (=)™

kaikilla m = 1,...s. Lohkaisutermiksi valitaan varmasti luvulla 11 jaollinen
osa

as(10° — (=1)%) + - - - + a299 + a1 11.
Kriittiseksi termiksi jaa talloin
(3.1.6) ag—ay +as — -+ (—1)%a,

eli alkuperdisen luvun numerot laskettuna yhteen vaihtuvin etumerkein. Sum-
maa (3.1.6) sanotaan luvun n vuorottelevaksi numerosummaksi.



Esimerkki 3.1.9. Onko luku 6479 jaollinen luvulla 117 Nyt
6479 =6- (1001 — 1) +4-(9+1)+7-(11-1)+9
=(6-10014+4-99+7-11)+ (-6+4—-7+9)
ja koska vuorotteleva numerosumma (kriittinen termi) —6+4 —7+9 =0 on

jaollinen luvulla 11, niin 11 | 6479.

Lause 3.1.10 (6. jaollisuuslause). Olkoon n € N. Luku n € N on jaollinen
luvulla 11 jos ja vain jos luku 11 jakaa luvun n vuorottelevan numerosumman.

Esimerkki 3.1.11.

(1) 114641045 silld vuorotteleva numerosumma 5 —4+0—1+4—6 = —2
ei ole jaollinen luvulla 11.

(2) 11 ] 2020909 silld vuorotteleva numerosumma 9—0+9—0+42—0+2 = 22
on jaollinen luvulla 11.

Jaollisuussddnnot eivit aina ole yksinkertaisia. Esimerkiksi luvulla 7 jaol-
lisuudelle ei ole yhtd helppoa sddntéd kuin edelld esitetyt jaollisuuslauseet.
Tarkastellaan asiaa esimerkin avulla.

Esimerkki 3.1.12. Onko luku 485 jaollinen luvulla 77
Lohkaisutermin muodostamista varten kirjoitetaan 10 = 7+3 ja 100 = 98+-2,
misséd 7 ja 98 ovat lukuja 10 ja 100 lahimmét luvulla 7 jaolliset luvut. Nyt
485 =4(98 4+ 2)+8(7+3)+5
=(4-98+8-7)+(2-44+3-8+5),
missé kriittinen termi on 2 -4 + 3-8 +5 = 37. Koska 7 { 37, niin 485 ei ole
jaollinen luvulla 7.
Yleisesti, jos
n = asajag = a210% 4+ a110 + aq
on korkeintaan kolminumeroinen luku, niin

n = (CL298 + CL17) + (CLQQ + CL13 + CL()).

Kriittista termiéd as2 + a13 + ag sanotaan 1. jaksotermiksi. Korkeintaan kolmi-
numeroinen luku on siis jaollinen luvulla 7 tdsmélleen silloin, kun 1. jaksotermi
on jaollinen luvulla 7.

Oletetaan seuraavaksi, ettd n € N on korkeintaan kuusinumeroinen. Seit-
semélla jaollisen luvun 1001 = 7-143 avulla voidaan lohkaista luvusta n taysid
tuhansia sisdltavé, luvulla 7 jaollinen osa. Jiljelle jaavaa korkeintaan kolmi-
numeroista lukua késitelladn kuten edellé.

Esimerkki 3.1.13. Onko 648532 jaollinen luvulla 77 Nyt
648532 = 648(1001 — 1) +5(98 +2) +3(7+3) + 2
= (648 -1001 +5-98+3-7) — 648+ (2-5+3-3 + 2)

1. lohkaisu 1. jaksotermi
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ja luvulle —648 (huomaa etumerkki) saadaan
—648 = —[6(98 +2) + 4(7 + 3) + §]
= —(6-98+4-7)—(2-6+3-418).

2. lohkaisu 2. jaksotermi

Luvun 648532 kriittinen termi on 1. ja 2. jaksotermin summa
(2-54+3-3+2)—(2-6+3-4+8)=21-32=—11,
joka ei ole jaollinen luvulla 7. Siten 7 1 648532.

Huomautus 9. Numeroryhméd —648 vastaava kriittisen termin osa, 2. jakso-
termi, muodostettiin merkkié vaille samalla tavalla kuin 1. jaksotermi.

Yleisesti: Tutkittaessa luvun n € N jaollisuutta luvulla 7, luku n jaetaan oi-
kealta alkaen kolmen numeron ryhmiin asa;ag, asasas, ..., (viimeisessi ryhmés-
sd on 1-3 numeroa). Kunkin ryhmén jaksotermi saadaan laskemalla yhteen
2-(vasemmanpuoleinen numero), 3-(keskimméinen numero) ja oikeanpuolim-
mainen numero. Tihin summaan liitetddn etumerkki (—1)""!, missd 7 on
ryhmén jarjestysnumero oikealta. Kriittinen termi saadaan laskemalla né-
mé etumerkilliset jaksotermit yhteen. (Tarkka perustelu induktiolla)

Esimerkki 3.1.14. Luvun 63 104 333 kriittinen termi on
(2:3+3:3+3)—(2-1+3-0+4)+(3-6+3).=18—-6+21 =33
Koska 7 1 33, niin 71 63104333.
Samaan tapaan voidaan johtaa jaollisuussdédntdja muissa lukujérjestelmissa,

katso esimerkiksi [5]. Kuten kymmenjarjestelméssikin, on helpointa 16ytaa
jaollisuussadnnot kantaluvun k potenssien tekijoille.

4. KONGRUENSSI

Kongruenssi mahdollistaa jaollisuuteen liittyvien asioiden késittelyn taval-
la, joka muistuttaa yhtdloiden késittelya. Kiinnitetylle n € N, kokonaisluvut
korvataan luvulla n jaettaessa jaavélla jakojaannokselldan.

4.1. Kongruenssin méiiritelma.

Maéaritelma 4.1.1. Olkoon n € N ja olkoot a,b € Z. Luku a on kongruentti
luvun b kanssa modulo n,
a=b (modn)

josn | (a—b). Jos nt (a—0b), niin merkitdén a #Z b (mod n). Lukua n sanotaan
modulikst.

Huomautus 10. Kongruenssin mééritelmésta seuraa, etté

(1) a=b (mod n) <= a—b=knjollain k € Z <= a = b+ kn jollain
ke Z,
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(2) a = b (modn) <= Luvuilla a ja b on jakajan n suhteen samat
jakojddnnokset jakoyhtélossé eli on k,[,r € Z, 0 < r < n, joille a =
kn+r jab=In+r (Harjoitus 6),

(3) jos a = r (mod n) ja 0 < r < n, niin luku 7 on a:n jakojaddnnos
jaettaessa n:ll&, jakojddannds modulo n.

(4) a=0 (mod n) < n|a.

Esimerkki 4.1.2.
(1) 19=7 (mod 12), 1 = —1 (mod 2), 8 =1 (mod 7),

(2) n € Z on parillinen jos ja vain jos n = 0 (mod 2),

(3) ne Z on pariton jos ja vain jos n = —1 (mod 2),

4) a (mod 1) kaikilla a,b € Z,

(5) jos @ = b (mod n) ja d € N on luvun n tekijé, niin a = b (mod d)

(Harjoitus 6)
(6) kello; minuutit modulo 60 ja tunnit modulo 12 tai 24, esimerkiksi
40 + 35 = 15 (mod 60) ja 10+ 5 =3 (mod 12)

Lause 4.1.3. Kongruenssi on joukon Z ekvivalenssirelaatio. Siis jos n € N ja
a,b,c,d € Z, niin
(1) a=a (mod n) (refleksiivisyys),
(2) josa=0b (mod n), niin b = a (mod n) (symmetrisyys),
(3) josa =0 (mod n) jab=c (mod n), niin a = ¢ (mod n) (transitiivi-
suus).
Todistus. Kohdat 1-3 seuraavat jaollisuuden ominaisuuksista (jaollisuuslause
2.1.2):
(1) n [0,
(2) jos n| (a—"b), niin n| (b —a),
(3) josn| (a—0b)jan| (b—c), niin n jakaa luvun (a —b)+ (b—c) =a—c.
O

Seuraava lause kertoo, kuinka saman modulin kongruensseja voidaan las-
kea yhteen ja kertoa.

Lause 4.1.4 (Laskusddnnot). Olkoon n € N ja olkoot a,b,c,d,x,z € Z.
Talloin
(1) josa=b (mod n) jac=d (mod n), niin ax + ¢y = bx + dy (mod n),
(2) josa=0b (mod n) ja c=d (mod n), niin ac = bd (mod n),
(3) jos a=0b (mod n), niin a™ = b™ (mod n) kaikilla m € N.
Todistus. Jaollisuuslauseen 2.1.2 perusteella saadaan:
(1) Koska n | (a —b) jan| (¢ —d), niin n jakaa luvun

x(a—b) +y(c—d) = (ax + cy) — (bx + dy)
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(2) ja luvun
(a —b)c+ (¢ — d)bac — be + be — bd = ac — bd.
(3) Induktiolla: jos m = 1, niin OK. Oletetaan, ettd ™ = 0™ (mod n).
Valitsemalla kohdassa (2) ¢ = a ja d = b, saadaan
aa=b"b (mod n) eli a™ =" (mod n).

Induktioperiaatteen nojalla viite on totta kaikilla m € N.
OJ

Kongruensseja ei yleensd voi jakaa. Esimerkiksi 14 = 8 (mod 6), mutta
7 # 4 (mod 6). Lukua 2 ei siis voi supistaa pois.

Huomautus 11. Lauseesta 4.1.4 seuraa, etté
(1) (induktiolla)

k k
Z a; Z bz (IIlOd n) ja aag -+ = blbg cet bk (IIlOd n)
i=1 i=1
jos a; = b; (mod n) kaikilla i =1,... k.

(2) jaettaessa samalla luvulla summan jakojaannos on jakojiddnnoksien
summa ja tulon jakojadnnos on jakojéadnnoksien tulo.

(3) kongruenssin molemmille puolille voi lisétd minké tahansa kokonaislu-
vun. Siis jos a,b,a9 € Z jan € N, niin a = b (mod n) jos ja vain jos
a+ag=b+ ay (mod n). (Muista refleksiivisyys Lause 4.1.3 (1)).

Esimerkki 4.1.5. Koska 2 =5 (mod 3), niin Lauseen 4.1.4 perusteella 2% =
519 (mod 3). Edelleen, Lauseista 4.1.3 ja 4.1.4 seuraa, etti

2% 4+ 5=5"%42 (mod 3).
Seuraava, tulos kertoo, miten kongruensseja voi/saa jakaa.

Lause 4.1.6 (Supistussdantd). Olkoon n € N ja olkoot a, b, ¢ € Z lukuja, joille
ac = bc (mod n). Jos syt(n,c) = 1, nitn a = b (mod n). Yleisemmin, jos
d = syt(n, c), niin

a=b (mod%).

Todistus. Todistetaan tapaus d = 1. Pitd4 siis ndyttédd, ettd n | (a — b). Ole-
tuksen mukaan ac = be (mod n), joten n | ¢(a — b). Koska syt(n,c) = 1, niin
Seurauksen 2.2.11 perusteella n | (a — b). On siis a = b (mod n). O

Lauseen 4.1.3 perusteella kongruenssi on ekvivalenssirelaatio joukossa Z.
Ekvivalenssirelaatio jakaa joukon Z erillisiin ekvivalenssiluokkiin, joita kong-

ruenssin tapauksessa kutsutaan kongruenssiluokiksi.
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Maéaritelma 4.1.7. Olkoon n € N ja olkoon a € Z. Joukko
la)=[a]l,={b€Z:a=b (modn)}
on luvun a mddarddamd kongruenssiluokka modulo n.

Luokka [a],, koostuu siis muotoa a + kn, k € 7Z, olevista kokonaisluvuista,
esimerkiksi

[4);={...,—-8,—5,-2,1,4,7,10,...}.

Lemma 4.1.8. Olkoon n € N ja olkkot a,b € Z. Tdlloin
(1) a € [a]n,
(2) a=0b (mod n) jos ja vain jos |al, = [b],,
(3) joko [a], =[], tai[a]l, N[b], = 0.

Todistus.

(1) Lause 4.1.3 (1).

(2) Kongruenssiluokan méaéaritelmé ja Lause 4.1.3 (2)-(3).

(3) Riittad nayttds, ettd jos [a], N [b], # 0, niin [a], = [b],. Oletetaan,
ettd on ¢ € [a], N [b], eli @ = ¢ (mod n) ja b = ¢ (mod n). Lauseen
4.1.3 (2)-(3) perusteella on a = b (mod n). Viite seuraa kohdasta (2).

O
Seuraava lause kertoo, ettd jokainen kongruenssiluokka vastaa yhtéd luvulla

n jaettaessa jadvad jakojadnnosta 0,1,...,n — 1.
Lause 4.1.9. Olkoon n € N. Kongruenssiluokat [0],,[1]n,...,[n — 1], ovat

erillisid ja niiden yhdiste on Z. Toisin sanoen, jokainen kokonaisluku on kong-
ruentti modulo n tasmdlleen yhden kokonaisluvun 0,1,...n — 1 kanssa.

Todistus. Huomataan ensin, ettd mitkaéan kaksi luvuista 0,1, ..., n—1 eivat ole
kongruentteja keskenddn (Harjoitus 6). Siten Lemman 4.1.8 nojalla kongru-
enssiluokat [0],,[1]s,...,[n — 1], ovat erillisia.

Jos k € 7Z, niin jakoyhtdlon nojalla on luvut q,r € Z, joille k = qn + r ja
0<r<n-—1.Siten k=r (mod n) ja k € [r],.
Koska toisaalta jokainen kongruenssiluokka [i],, i =0,1,...,n — 1, on jou-
kon Z osajoukko, niin
n—1
z=Jlil.
i=0

Usein merkitddn
Zy=A{li]ln:i=0,1....n=1} ={[i],: i € Z}

ja kutsutaan joukkoa Z, kokonaisluvuiksi modulo n.
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Esimerkki 4.1.10. Koska kaikki kokonaisluvut ovat kongruentteja keskenéén
modulo 1, niin kongruenssiluokkia modulo 1 on vain yksi; Z; = [0]; = Z.

Kongruenssiluokkia modulo 2 on kaksi ja Zg = {[0]2, [1]2}. Luokista [0], ja
[1]2 edellinen koostuu parillisista ja jalkimméinen parittomista luvuista.

Kongruenssiluokilla voidaan laskea yhteen-, vihennys- ja kertolaskuja.

Maaritelma 4.1.11. Olkoon n € N ja olkoot a,b € Z. Maaritellaan laskutoi-
mitukset joukossa 7, seuraavasti

[a]n + [b]n = [a + b]n,
(4.1.1) lal, — [b]n = [a — b],,

Jotta laskutoimitukset olisivat hyvin méériteltyjd, kohdan (4.1.1) kaavojen
oikeat puolet saavat riippua vain eksivalenssiluokista [a], ja [b],, eiviit eksiva-
lenssiluokkien edustajista a ja b.

Néytetadn, ettd yhteenlasku on hyvin méaaritelty: Pitdd ndyttéad, ettd jos on
a*, b* € Z, joille [al,, = [a*], ja [b], = [b*],, niin [a + b],, = [a* + b*],,. Lemman
4.1.8 (2) nojalla on a = a* (mod n) ja b = b* (mod n), joten Lauseen 4.1.4
(1) perusteella on a + b = a* + b* (mod n). Lemma 4.1.8 (2) toiseen suuntaan
kertoo, ettd [a + b],, = [a* + b*],.

Esimerkki 4.1.12. Esimerkkeja kongruessiluokkien yhteen- ja kertolaskusta:

[1]s+[2]s3=[1+2]3=[3]3=[0]
[2]5[4]s =[2-4]s=[8]s=[3]5

Esimerkki 4.1.13. Olkoon n € N, olkoot a,b € Z ja olkoon P kokonaisluku-
kertoiminen polynomi,

P(z)=cy+ 1z + cx® + -+ 2, co,en,. .., 0 € Z.
Jos a =b (mod n), niin P(a) = P(b) (mod n).

Perustelu: Koska ¢ = b (mod n), niin Lauseen 4.1.4 (ja Huomatuksen 11)
perusteella a' = b* (mod n) kaikilla ¢ € N. Edelleen, Lauseesta 4.1.4 seuraa,
etti ¢;a’ = b’ (mod n) kaikilla 7 ja ettéd S5 c;a’ = S5 b’ (mod n). Siten
P(a) = P(b) (mod n).

Jos kokonaislukukertoimisella polynomilla P on juuri a € Z, niin P(a) =0
(mod n) kaikilla n € N. Edellisestd esimerkin avulla voidaan joskus paitetelld,
ettd polynomilla ei ole kokonaislukujuuria: jos yhtélolla P(x) =0 (mod n) ei

ole ratkaisua, niin polynomilla P ei ole juuria.
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4.2. Jaollisuussidéntoja kongruenssien avulla. Edellisesséd luvussa johdet-
tuja jaollisuussadntojéa voidaan todistaa kitevasti myos kongruenssien avulla.
Onko luku n € N,

n=as10° +as_110° " 4+ - - 4+ a110 + ay,
jaollinen luvulla t € N?

Esimerkki 4.2.1. Kolmella jaollisuus perustellaan seuraavasti: Koska 10 =1
(mod 3), niin Lauseen 4.1.4 (3) perusteella 10 = 1 (mod 3) kaikilla k£ € N.
Koska Lauseen 4.1.4 ja Huomautuksen 11 perusteella on

as10°+ -+ a;10+ay=as+---+a; +ay (mod 3),

niin 7 on jaollinen luvulla 3 jos ja vain jos sen numerosumma on jaollinen
luvulla 3. Vastaava perustelu toimii luvulla 9 jaollisuudelle.

Esimerkki 4.2.2. Neljilli jaollisuus: Koska 10* = 0 (mod 4) kaikilla k € N,
k > 2, niin Lauseen 4.1.4 ja Huomautuksen 11 perusteella on

as10° + - - 4+ ap10% + ayag = (as + -+ as) - 0+ (ayag) (mod 4),

eli n = ayap (mod 4). Siten 4 | n jos ja vain jos 4 jakaa luvun aqay.
Toisaalta koska 10 = 2 (mod 4), niin

as10° 4+ -+ a110 + ap = (as + -~ +az) - 0+ (@12 + ap) (mod 4),

eli n = 2a; + ap (mod 4). Siten n | 4 jos ja vain jos 4 jakaa luvun 2a; + ay.
Néin saatiin toinen sdanto luvulla 4 jaollisuudelle.

4.3. Lineaarinen kongruenssi. Olkoonn € N ja olkoot a,b € Z. Kongruens-
sia

(4.3.1) ar =b (mod n)

sanotaan (yhden muuttujan) lineaariseksi kongruenssiyhtiloksi. Lukua
joka toteuttaa yhtdlon (4.3.1) sanotaan kongruenssiyhtalon ratkaisuksi.

Esimerkki 4.3.1. Tarkastellaan lineaarista kongruenssiyhtaloéa

(1) 2z =6 (mod 12).
Etsitdén siis kokonaislukuja z, joille 12 | (2z — 6). Ainakin luvut x = 3
ja x = 9 ovat ratkaisuja. Onko muita?
Esimerkiksi = 15 on ratkaisu, mutta koska 15 =3 (mod 12), niin se
on kongruenssimielessd sama ratkaisu kuin 3.

(2) 2 =3 (mod 4).
Etsitdén kokonaislukuja z, joille 4 | (22 — 3).
Koska 20 —3=2r—3—-14+1=2r—4+1=2(x —2)+ 1 on pariton
kaikilla € Z, niin kongruenssiyhtélolla ei ole ratkaisua.

Huomautus 12.
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(1) Jos ¢ € Z, niin joko kongruenssiluokan [c|, kaikki luvut ovat
lineaarisen kongruenssiyhtélon (4.3.1) ratkaisuja tai mikéén luvuista
x € [c], el ole ratkaisu.

(2) Koska jokaisen luvun = € Z jakojdénnokselle r modulo n pétee z = r
(mod n), niin yhtdloon (4.3.1) ratkaisua haettaessa riittdd kohdan (1)
perusteella tutkia luvut 0,1,...,n — 1.

Esimerkin 4.3.1(1) ratkaisuja ovat siis [3]12 ja [9]12. Se, ettd yhtalolld (2)
ei ole ratkaisuja, voitaisiin perustella myos tarkistamalla, ettd mikdan luvuista
0,1,2,3 ei ole yhtélon ratkaisu.

Milloin lineaarisella kongruenssiyhtélolla on ratkaisu? Tarkastellaan asiaa
esimerkin avulla.

Esimerkki 4.3.2. Etsi yhtdlon 182 = 8 (mod 22) ratkaisut. Jakojdénnoksien

0,1,...,21 testaaminen on iso urakka. Haetaan lukuja x € Z, jolle 18x — 8 =
22y jollain y € Z eli etsitddn lineaarisen yhtéalon
18z — 22y =8

kokonaislukuratkaisuja. Bézoutin yhtélon nojalla on k, [ € Z, joille

(4.3.2) 18k — 221 = syt(18,22) = 2.

Luvut k,l € Z saadaan Eukleideen algoritmista tai keksiméllé; téssa & = 5 ja

[ = 4 kelpaavat. Kertomalla yht&lo (4.3.2) puolittain luvulla 4 saadaan
18-5-4—-22-4-4=8,

joten 18 - 20 = 8 (mod 22). Siten x = 20 (mod 22) on alkuperiisen kongruens-
siyhtélon ratkaisu. Kokeilemalla huomataan, ettd myos z = 9 (mod 22) on
ratkaisu (18 -9 — 8 =162 — 8 = 154 =7 - 22).

Yleisesti saadaan

Lause 4.3.3 (Lineaarisen kongruenssin lause). Olkoon n € N, olkoot a,b € Z
ja d = syt(a,n).

(1) Jos d t b, niin lineaarisella kongruenssilla ax = b (mod n) ei ole rat-
kaisua v € Z.

(2) Jos d | b, niin lineaarisella kongruenssilla ax = b (mod n) on d rat-
kaisua (kongruenssiluokkaa modulo n). Ratkaisut saadaan seuraavasti:
haetaan ko, ly € Z, joille akg + nly = d. Tdalldin

b

4.3. = -k
( 33) Lo do

on yhtdlon ax = b (mod n) ratkaisu. Kaikki ratkaisut saadaan kaavalla
xzxo—l—ig (mod n), i=0,1,...,d—1.
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Todistus. Todistetaan véite (1). Jos = € Z olisi yhtdlon ax = b (mod n) rat-
kaisu, niin olisi az — b = ny jollain y € Z. Koska d | a ja d | n, niin d jakaisi
luvun ax — ny = b. Tdma on mahdotonta, silld d t b. Siis kongruenssiyhtalolla
ax = b (mod n) ei ole ratkaisua.

Kohdasta (2) todistetaan vain, ettd (4.3.3) on ratkaisu. Todistuksen loppu
on harjoitustehtivi. Bézoutin yhtdlon nojalla on kg, Iy € Z, joille

ako + nly = d.
Kertomalla tdmé yht#lo puolittain luvulla b/d € Z saadaan
b b
kot lo=b
@ o +n go="0
missé ¢ L € 7. Siten zo = ¥ (mod n) on ratkaisu. O

Seuraus 4.3.4. Josn € N, a € Z jasyt(a,n)=1, niin lineaarisella kongruens-
silla ax = b (mod n) on ratkaisu kaikilla b € Z. Ratkaisu on yksikdsitteinen
kongruenssiluokkana.

Todistus. Lause 4.3.3. O

Esimerkki 4.3.5. Ratkaise yhtdlo

(1) 10x =6 (mod 12)
Koska syt(10,12) = 2 ja 2 | 6, niin Lauseen 4.3.3 nojalla yhtlolla on
kaksi ratkaisua. Nyt

10-(—1)+12-1=2,

joten zg = § - (=1) = =3 =9 (mod 12) on ratkaisu.
Toinen ratkaisu on z; = 2o + 2 (mod n) eli z; = 3 (mod 12). Ratkai-
sut ovat siis kongruenssiluokat [3]12 ja [9]i2.

(2) 7z =3 (mod 12).
Koska 7-9 = 63 = 3 (mod 12), niin kongruenssiluokka [9 ]2 on rat-
kaisu. Koska syt(7,12) = 1, niin Lauseen 4.3.3 nojalla timé on ainoa
ratkaisu.

(3) 4z =5 (mod 12).
Koska syt(4,12) = 4 ja 4 1 5, niin ratkaisua ei ole.

Tarkastellaan lopuksi lineaaristen kongruenssiyhtéléiden muodostamia yh-
taloryhmié. Aloitetaan esimerkill4.

Esimerkki 4.3.6. Onko lukua x € 7Z, jolle lineaariset kongruenssiyhtalot
r=2 (mod3), z=3 (modb) ja x=2 (mod?7)
ovat totta? Huomaa, etté jos ¢ € Z on yhtéaloryhmén ratkaisu, niin myos luku
To+3-5-7t

on ratkaisu kaikilla ¢t € Z. Kaikki kongruenssiluokan [zg]i05 luvut ovat siis

ratkaisuja. Se, ettd muita ratkaisuja ei ole, seuraa Lauseesta 4.3.8.
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Esimerkki 4.3.7. Onko lukua x € Z, jolle lineaariset kongruenssiyhtélot
r=3 (mod9) ja z=2 (mod6)

ovat totta?

Jos =3 (mod 9), niin 3 | (x — 3) ja siten 3 jakaa luvun z — 3+ 3 = z. Jos
x =2 (mod 6), niin 3 | (z — 2). Jos 3 | z, niin 3 jakaisi luvun z — (z — 2) = 2,
miké ei ole totta. Siis 3 1 z, eikd yhtéloilla ole yhteistd ratkaisua.

Lause 4.3.8 (Kiinalainen jdénnoslause). Olkoot ny,...,ng € N lukuja, joille
syt(ni,nj) = 1 aina, kun @ # j. Olkoot by,... b, € Z. Tdlloin kongruens-
siyhtdaloryhmdlla

r=0b (modny), z=by (modny) ja x=b (modny)
on yksikdsitteinen ratkaisu kongruenssiluokkana modulo n, n = ny - - - ng.

Todistus. Olkoon

Koska syt(n;,n;) = 1 aina, kun ¢ # j, niin syt(c;,n;) = 1 kaikillai =1,2,... k.
Seurauksen 4.3.4 perusteella yhtalolla

cx=1 (mod n;)

on yksikésitteinen ratkaisu kongruenssiluokkana modulo n;. Olkoon se [d;],,
Néytetaan, etta luku

o — b101d1 + bQCQdQ + -+ bkckdk

on yhtéaloryhmén ratkaisu.
Jos @ # j, niin n; | ¢; ja siten bjc;d; = 0 (mod n;). Luvun zp mééritelmén
mukaan on siis zg = b;¢;d; (mod n;). Koska ¢;d; =1 (mod n;), niin on

xg=0b; (mod n;)

eli xy on kaikkien ryhmén kongruenssiyhtiloiden ratkaisu. Jaollisuuslauseen
avulla ndhdaén helposti, ettd kongruenssiluokka [x¢], on yhtéloryhmén ratkai-
su.

Néytetddn seuraavaksi, ettd muita ratkaisuja ei ole. Olkoon x € Z yhté-
I6ryhmén ratkaisu. Koska tdlloin on = = b; (mod n;) ja xy = b; (mod n;),
niin Lauseen 4.1.3 perusteella 2o = z (mod n;) ja siten n; | (x — x¢) kaikilla
i=1,2,..., k. Koska syt(n;,n;) = 1, niin Seurauksen 2.2.11 perusteella luku
n = ny---ng jakaa luvun x — g eli © = zo (mod n). Siis ainoa ratkaisu on
[I’O]n. ]

Esimerkki 4.3.9. Luku x = 23 toteuttaa Esimerkin 4.3.6 lineaariset kongru-
enssiyhtélot. Kiinalaisen jddnnoslauseen perusteella kongruenssiluokka [23];05
on yhtaloryhmén yksikésitteinen ratkaisu.
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