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Sisalto

A—B={a€ A:a¢ B} joukkojen A ja B erotus.

F(X,Y)={f: X — Y} kaikkien kuvausten f: X — Y joukko.

A(X,R) rajoitettujen funktioiden f: X — R avaruus.

Uaca Ua ={u:Ja € A, jolle u € U, }.

Naca Ua = {u: u € U, kaikilla o € A}.

A G B joukko A on joukon B aito osajoukko: A C B ja A # B.

1 josm=n
° 6mn = .
0 muuten

|z] luvun x € R kokonaisosa.

y funktion y: ]a,b[ — R derivaatta.

¢ funktion y: Ja,b] — R toinen derivaatta.

Uusien késitteiden maaritelmat on laatikoitu néin. Niitd ei ole numeroitu.
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Luku 1

Lineaarialgebraa

Tassa luvussa kertaamme ja laajennamme yleisen kerroinkunnan tapaukseen lineaarial-
gebran perusasioita, jotka ovat esiintyneet aiemmilla kursseilla. Tutustumme myo6s joihin-
kin kurssilla toistuvasti esiintyviin vektoriavaruuksiin.

1.1 Vektoriavaruus

Olkoon K kunta. Olkoon V' # () joukko, jossa on maaritelty laskutoimitus + ja vakiolla
kertominen K x V' — V| (A, v) — Av, jotka toteuttavat ehdot

1) x+y=y+x kaikilla z,y € V

2) (x+y)+v=ao+(y+v) kaikilla z,y,v € V

3) on 0 €V, jolle 0+ x = x kaikilla z € V ja

)
)
)
4) jokaisella z € V on —z € V, jolle x + (—z) = 0.
5) AMv+w) = I+ dw kaikille A € K ja v,w € V,
)
)
) 1

6) (A4 p)v = v+ pv kaikille \, p e Kjav e V,
7) p(Av) = (uM)v kaikille A, p € Kjav € V ja
8) 1v = v kaikille v € V,

niin V varustettuna talla rakenteella on K- vektoriavaruus[@

*Muistamme algebrasta, ettd (V,+) on kommutatiivinen ryhmaé ehtojen (1)—(4) nojalla.

Talla kurssilla tarkastelemme tapauksia, joissa K = R tai K = C. Kutsumme R-
vektoriavaruutta reaaliseksi vektoriavaruudeksi ja C-vektoriavaruutta kompleksiseksi vek-
toriavaruudeksi.
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Lineaarialgebraa

Esimerkki 1.1. (1) Kun joukko R™ varustetaan komponenteittaisella yhteenlaskulla
ja tavanomaisella vektorien vakiolla kertomisella saadaan reaalinen vektoriavaruus R™.
Vastaavasti C" on C-vektoriavaruus

(2) Olkoon X # () ja olkoon V jokin K-vektoriavaruus. Joukko
FX,V)={f: X =V}

varustettuna pisteittaisila laskutoimituksilla ja vakiolla kertomisella on K-vektoriavaruus.

Jos K-vektoriavaruuden V osajoukko H C V, H # (), on vakad] vektoriavaruuden V'
yhteenlaskun ja vakiolla kertomisen suhteen ja jos se on néilld operaatioilla varustettuna
reaalinen vektoriavaruus, niin H on vektoriavaruuden V' (vektori-)aliavaruus.

®Siis kaikille h,k € H ja A\ € K pétee h + k,\h € H.

Lemma 1.2. Olkoon V K-vektoriavaruus ja olkoon H C 'V epdtyhjd. Tdlloin H on vek-
torialiavaruus, jos ja vain jos kaikille x,y € H ja A\, p € K pdtee \x + py € H. [

Esimerkki 1.3. (1) Joukot
(*(K) ={w e Z(N,K) : sup |w(n)| < oo}
neN

(K = {w e Z(NK) : i w(n)| < o0}

ovat vektoriavaruuden .# (N, K) aliavaruuksia.

(2) Olkoon X topologinen avaruus. Koska jatkuvien funktioiden summat ja reaaliluvulla
kerrotut jatkuvat funktiot ovat jatkuvia,

C'(X,R = {f € Z(X,R): f on jatkuva}

on avaruuden .# (X, R) aliavaruus.

1.2 Lineaarikuvaus

Olkoot V' ja W K-vektoriavaruuksia. Kuvaus L: V' — W on (K-)lineaarikuvaus, jos se
on homomorfismi kommutatiivisesta ryhmaésta (V, +) kommutatiiviseen ryhmaan (W, +),
jolle patee L(Av) = AL(v) kaikilla A € K ja v € V. Erityisesti, jos F: V — K on K-
lineaarikuvaus, niin F' on funktionaali[

2 Jotkut lahteet vaativat funktionaalilta enemman. Palaamme tahian luvussa

Esimerkki 1.4. (1) Olkoon z € R. Evaluaatiokuvaus E,: 7 (R,R) — R, E.(f) = f(x),
on lineaarikuvaus.

(2) Olkoon
Z[0,1]) = {f: [0,1] — R integroituva} .

Mitta- ja integraaliteoriassa osoitettiin, ettd kuvaus #: Z'([0,1]) — R,

I =] f
0.1

on lineaarinen.
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1.2. Lineaarikuvaus

Propositio 1.5. Aliavaruden kuva ja alkukuva lineaarikuvauksessa ovat vektorialiava-
ruuksia.

Todistus. Olkoon L:V — W linearikuvaus ja olkoon H avaruuden V vektorialiavaruus.
Olkoot z,w € LH. Talloin on z,y € H, joille Lx = 2z ja Ly = w. Lineaarisuuden nojalla

Az + pw = ALz + pLy = L(A\x + py) € LH .
Toinen vaite tehdadn harjoituksissa. O

Lineaarikuvauksen ydin on
ker L ={x €V : Lz =0}.

Seuraus 1.6. Lineaarikuvauksen ydin ja kuvajoukko ovat vektorialiavaruuksia. O

Esimerkki 1.7. Suppeneva jono kunnassa K on rajoitettu. Lisaksi on helppo tarkastaa,
ettd kahden suppenevan jonon summa on suppeneva ja ettd suppenevan jonon vakiolla
kertominen ei vaikuta jonon suppenemiseen. Siis

¢(K) ={w e Z(N,K) : Elnh_>nolow(n) € R}
on avaruuden (> aliavaruus. Harjoituksissa osoitetaan, ettd kuvaus lim: ¢(K) — K,

limw = lim w(k),
k—o00

on lineaarikuvaus. Seurauksen [1.6] nojalla

co(K) = kerlim = {w € ¢(K) : lim w(n) =0}

n—oo

on vektoriavaruuden ¢(K) aliavaruus.

Olkoon V' vektoriavaruus. Joukon X C V| X # () virittdma aliavaruus (X) on inkluusion
suhteen minimaalinen vektorialiavaruus, joka sisdltda joukon X.

Propositio 1.8. Olkoon V vektoriavaruus ja olkoon X C V, X # 0. Tdlloin

(X)=(W{H:X CH ja H on aliavaruus}

k
:{Z)\ixi:/\iEK, xiEX,kJGN—{O}}.
i=1

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Olkoon V' vektoriavaruus. Joukko X C V on lineaarisesti riippumaton, jos kaikille
x1,...,2, € X ehdosta

k
i=1

seuraa

/\1:)\2::)\k20

Lineaarisesti riippumaton joukko X C V on Hamelin kanta, jos (X) = V.
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Propositio 1.9. Jos vektoriavaruudella V' on ddrellinen kanta, niin kaikki sen kannat
ovat ddrellisid ja jokaisessa kannassa on yhtda monta alkiota.

Jos vektoriavaruudella on dérellinen kanta, niin se on aarellisulotteinen. Talloin avaruuden
dimensio on kannan alkioiden lukuméaédra. Muuten vektoriavaruus on daretonulotteinen.

Esimerkki 1.10. (1) Polynomien avaruus
K[z] = {Zaixi ca; €K, ne N}
=0

on méaaritelmansid mukaan monomien z’, ¢ € N lineaaarikombinaatioiden joukko. Mono-
mien joukko on selvisti lineaarisesti riippumaton, joten K[z] = (z* : k € N).

Talla kurssilla samastamme polynomiavaruuden K[z] polynomifunktioiden p: K — K|
p(x) = P(z) jollain P(x) € K[z], kanssa.

(2) Olkoon X &éreton joukko. Télloin .7 (X, K) on déretonulotteinen: Yhden pisteen jouk-
kojen karakteristiset funktiot y,,

1, kiny==

Xa(y) = {

0  muuten,

x € X, ovat selvésti lineaarisesti riippumattomia. Ne virittaviat avaruuden .# (X, K) aidon
aliavaruuden

(Xx:a:EX}:{f:X%K:#{xEX:f(x)#O}<oo}.

(3) Esimerkkien ja jonoavaruudet .7 (N, K), (*(K), (*(K), ¢(K) ja co(K) ovat
aaretonulotteisia.

Olkoon V' K-vektoriavaruus ja olkoon L: V — V lineaarikuvaus. Jos on v € V' — {0} ja
A € K, joille patee
Lv = )\v,

niin A on lineaarikuvauksen L ominaisarvo ja v on sita vastaava ominaisvektori.

Esimerkki 1.11. Analyysin kursseilla on osoitettu, ettd derivointi D: C*(R) — C*(R),
Df(x) = f'(z) on lineaarikuvaus. Olkoon A € R. T&llsin D e’ = X\ e, Funktio z +— e*
on siis lineaarikuvauksen D ominaisvektori ominaisarvolla A.

1.3 Zornin lemma ja Hamelin kanta

Osoitamme tassa luvussa, etté jokaisella nollasta poikkeavalla vektoriavaruudella on kan-
ta. Tatd varten tarvitsemme Zornin lemmaa, joka koskee osittain jarjestettyja joukkoja.
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1.3. Zornin lemma ja Hamelin kanta

Olkoon A # (). Relaatio =< on osittainen jarjestys, jos
(1) a < a kaikilla a € A,
(2) josa=<bjab=a,nina=>
(3) josa=<bjab=c nina=c

Alkio M € A on osajoukon B C A ylaraja, jos b = M kaikilla b € B. Alkio M € A on
maksimaalinen, jos ehdosta M =< b seuraa b = M kaikille b € A.

Propositio 1.12. Olkoon V wvektoriavaruus. Osajoukko B C V' on Hamelin kanta, jos ja
vain jos se on inkluusion suhteen maksimaalinen lineaarisesti risppumaton joukko. O

Todistus. Olkoon B Hamelin kanta. Olkoon B C V siten, ettd B & B. Osoitetaan,
ettd B ei ole lineaarisesti riippumaton. Olkoon y € B. Koska B on Hamelin kanta, on
by, ba, ..., b, € Bja A, A, ..., \, € K— {0}, joille patee y = Y-7_; Arbg. Siis

Z)\kbk—y:(),
k=1

joten joukko B ei ole lineaarisesti riippumaton.

Oletetaan, ettd B on maksimaalinen lineaarisesti riippumaton joukko. Jos y ¢ B,
niin joukko B U {z} ei ole lineaarisesti riippumaton, joten joillain by,bs,...,b, € B ja
Ay A2, -y Ay € K—{0} patee Y0 _; M —y = 0, joten y = Y3_; A\gbg. Siis B on Hamelin
kanta, koska jokainen joukon B alkio b voidaan esittaé triviaalina lineaarikombinaationa

b= 1b. [l

Osittain jarjestetyn joukon (A, <) osajoukko C' # ) on ketju, jos kaikille ¢, ¢y € C' pétee
C1 '_< Co tai Co j C1.

Aksiooma 1.13 (Zornin lemma). Olkoon (A, <) osittain jarjestetty joukko. Jos jokaisella
ketjulla on ylaraja, niin osittain jarjestetyssa joukossa (A, <) on maksimaalinen alkio.

Otamme Zornin lemman aksioomana. Se on yhtépitdava valinta-aksiooman kanssa,
kun joko Zornin lemma tai valinta-aksiooma lisdtaén Zermelon ja Fraenkelin joukko-
opin aksioomiin. Talla kurssilla emme perehdy aiheeseen sen syvéllisemmin, nykyaikaiseen
joukko-oppiin ja sen sovelluksiin muussa matematiikassa voi perehtya esimerkiksi kirjan
[Cie] avulla.

Seuraava tulos todistetaan aarellisulotteisille avaruuksille lineaarialgebran kursseilla.
Yleinen tulos vaatii hieman syvéllisemman pohdiskelun Zornin lemman avulla.

Lause 1.14. Jokainen lineaarisesti riippumaton vektoriavaruuden V- # {0} osajoukko
sisaltyy johonkin kantaan.

Todistus. Olkoon E C V lineaarisesti riippumaton joukko. Olkoon o7y vektoriavaruuden
V sellaisten lineaarisesti riippumattomien joukkojen kokoelma, jotka sisaltavit joukon E.
Inkluusio C on osittainen jarjestys joukossa .o7g. Olkoon C joukon @75 ketju. Harjoituksissa
osoitetaan, etta joukko

M=|JBcCV.
BeC
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on lineaarisesti riippumaton, joten M € @x. Se on méaritelméansé nojalla ketjun C' ylara-
ja. Zornin lemman nojalla osittain jarjestetysséa joukossa (&g, C) on maksimaalinen alkio.

Proposition nojalla tallainen maksimaalinen alkio on kanta. [
Seuraus 1.15. Jokaisella vektoriavaruudella V' # {0} on Hamelin kanta. [

Harjoitustehtavia

1.1. Osoita, etta vektorialiavaruuden alkukuva lineaarikuvauksella on vektorialiavaruus.
1.2. Osoita, etté lineaarikuvaus on injektio, jos ja vain jos sen ydin on {0}.

1.3. Olkoon V K-vektoriavaruus. Olkoon I # () indeksijoukko ja olkoon H, vektoriava-
ruuden V' vektorialiavaruus jokaisella o € I. Osoita, etté vektorialiavaruuksien leikkaus

N H, on vektorialiavaruus.
acl

1.4. Olkoon V vektoriavaruus ja olkoon X C V, X # (). Osoita, etta
k
(X) = {ZAixi:)\ieK, z; € X, kEN—{O}}.
i=1
1.5. Osoita, ettd (*(K) ja ¢!(K) ovat vektoriavaruuden .Z (N, K) aliavaruuksia.
1.6. Osoita, ettd ¢(K) on vektoriavaruuden .# (N, K) aliavaruus ja etta lim: ¢(K) — K,

limw = lim w(k),
k—o0

on lineaarikuvaus.
1.7. Osoita, etté CO<[O, 1],R) on daretonulotteinen reaalinen vektoriavaruus.

1.8. Osoita, etté lineaarikuvauksen eri ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat li-
neaarisesti riippumattomia.

Olkoon o: .Z(N,C) — Z (N, C) vasen siirto, joka mééritellddn asettamalla
ow)(n) =w(n+1)

kaikille n € N.
1.9. Osoita, ettd o on lineaarikuvaus. Méaritd sen ominaisarvot.

1.10. Maarita kuvausten o|se(c) ja o|n(c) ominaisarvot.
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1.11. Olkoon & vektoriavaruuden V' sellaisten lineaarisesti riippumattomien joukko-
jen kokoelma, jotka sisaltavéit lineaarisesti riippumattoman joukon E. Olkoon C' osittain

jarjestetyn joukon (&7, C) ketju. Osoita, ettd joukko

M=|JBcV
BeC

on lineaarisesti riippumaton.
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Luku 2

Normiavaruus

Tassa luvussa tarkastelemme vektoriavaruuksia, joissa on méaritelty normi. Normin avulla
vektoriavaruudelle saadaan lineaarisen rakenteen kanssa yhteensopiva metrisen avaruuden
rakenne. Oletuksena on, ettd normin késite on tuttu metristen avaruuksien kurssilta, jolla
kasitetlyja asioita kertaamme ja laajennamme téssa luvussa.

2.1 Normi

Olkoon V' K-vektoriavaruus. Funktio || - ||: V' — [0, 0o[ on seminormi, jos
(1) |[Ax|| = |A] ||=|| kaikille A € K ja z € V.
@) llz+yl < Jol + Jy] kaikille ,y € V.

Jos lisdksi

(0) |||l = 0, jos ja vain jos x = 0,
niin || - || on normi.
Pari (V)] - ||) on normiavaruus.

Jos merkitsemme normiavaruutta lyhyesti esimerkiksi symbolilla V', sen normia kut-
sutaan joko yksinkertaisesti normiksi || - || tai tarvittaessa esimerkiksi || - ||y .

Esimerkki 2.1. Metristen avaruuksien kurssilla tarkastelimme vektoriavaruuden R™ nor-

meja

n

lzlle = >_ |zl
k=1
n
lzllz = | > lzal?

k=1

ja

]l = max |y
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Kuva 2.1: Yksikkéympyroita eri normeilla, kun p > 1.

Esimerkin [2.1] yleistyksessa tarvitaan seuraavaa aputulosta.
Lemma 2.2. Olkoon 1 < p < oo ja olkoot a,b > 0. Tdlloin
(a+b)f = inf ' Pa? + (1 —1)""Pp.
0<t<1

Todistus. Funktio
t P (1 — )P

on siled, sen raja-arvot véalin |0, 1] paatepisteissia ovat oo ja sen derivaatan nollakohta on
pisteessa to = _{7. Tassa pisteessa saavutetaan minimiarvo

a
— | = b)P. O
f(a + b) (a+9)
Propositio 2.3. Olkoon 1 < p < co. Lauseke

n
lzllp = %] > lel?
k=1

mddrad normin avaruudessa R™.
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Todistus. Normin ominaisuudet (0) ja (1) ovat selvid. Itseisarvon kolmioepayhtalén ja
Lemman [2.2] avulla saadaan kaikille z,y € R ja kaikille 0 < ¢ < 1

lz+ylly = > o+ ywl” < Z || =+ [yr])”
k=1 k=1
<O TP a4+ (1 =) [yl
k=1
=t flllh + (1 =) lyllp,
josta minimoimalla valitsemalla

]l

f= P
1]l + [yl

saadaan kolmioepayhtalo
lz +yllp < l=ll, + |yl (Minkowskin epayhtélo)
kuten haluttiin. O
Esimerkki 2.4. Olkoon X # () ja olkoon
B(X,R) = {f: X = R:sup|f(z)| < oo}

zeX

joukossa X maédriteltyjen rajoitettujen R-arvoisten funktioiden joukko. Avaruuden E! kol-
mioepdyhtalon nojalla Z(X,R) on kaikkien funktioiden vektoriavaruuden % (X, R) vek-
torialiavaruus, joten se on vektoriavaruus. Metristen avaruuksien kurssilla osoitimme, etta

funktio | - ||oc: B(X,R) — [0, 00,
[flloc = sup [ f(2)]
zeX

on normi. Kaytdmme avaruuden .# (X, R) normina normia || - ||« ellei toisin mainita.

Esimerkki 2.5 (Jonoavaruudet). Térked erikoistapaus rajoitettujen funktioiden ava-
ruudesta on Esimerkissa [2.5] esitelty rajoitettujen lukujonojen avaruus

*(K) = {w e Z(N,K) : sup jw(n)| < oo}

Lauseke
[wloo = sup |w(n)|
neN

on normi vektoriavaruudessa ¢>°(K).
[Minkowskin epayhtéalon avulla ndhdéaan, etta

PK) ={we.Z Z Jw(n)|P < oo}

on vektorialiavaruus ja lauseke
o0
lwllp = ¢ > lw(n)lP
k=1

on normi vektoriavaruudessa 7(K) kaikilla 1 < p < co. Tarvittaessa merkitsemme lyhyesti
? = (P(R). Kédytamme avaruuden ¢*(K) normina normia || - ||, ellei toisin mainita.
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Esimerkki 2.6. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon
Ch(X,R) = {f € C°(X,R) : || flloc < 00}

Jos funktiot f, g € A(X,R) ovat jatkuvia, niin Af 4+ g on jatkuva kaikilla A, 4 € R. Siis
CY(X,R) on normiavaruuden %(X,K) vektorialiavaruus ja (C2(X,R), | - |ls) on normia-
varuus.

Jos X on kompakti, niin C)(X,R) = C°X,R). Tamé pétee esimerkiksi, jos X =
la,b] C R.

Normi maadrittelee metriikan luonnollisella tavalla: Olkoon (V|| - ||) normiavaruus.
Olkoon d = dj;: X x X — [0, 00 funktio

d(z,y) = ||z =yl
Propositio 2.7. Lauseke d mddrittelee metritkan avaruudessa X . Metriikka d toteuttaa
d(z +v,y +v) =d(z,y)
kaikille x,y,v € V. [
Propositio 2.8. Olkoon V K-vektoriavaruus. Tdlldin normi on jatkuva funktio.

Todistus. Tehtiin metristen avaruuksien kurssilla. OJ

Vektoriavaruuden V' osajoukko K # () on konveksi, jos jokaista kahta joukon A pistetté
yhdistava jana
[z, yl ={sz+(1—s)y:0<s<1}

siséltyy joukkoon A. Joukko A on aidosti konveksi, jos avoin jana
Jz,y[={sz+(1—-s)y:0<s <1}

koostuu joukon A sisépisteistd kaikilla =,y € A.

Propositio 2.9. Normiavaruuden pallot ovat konvekseja ja niiden avoimet pallot ovat
aidosti konvekseja.

Todistus. Propositionnojalla riittad tarkastella 0-keskisia palloja. Olkoot z,y € B(0, R).
Talloin
sz + (1 =s)yl| < sllzf| + (1 = s)llyl <sR+(1—-s)R=R. O

Esimerkki 2.10. (1) Normiavaruuksien (R", |- ||1) ja (R™, |- |lo) pallot eivét ole aidosti
konvekseja.

(2) Lauseke (y/|z1| + (1/]72])? ei midrda normia avaruudessa R?, koska joukko

{z € R (|ma| + (|z2)? < 1}

ei ole konveksi.
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1.0 n T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ]
0.5} .
0.0+ .

-05} .

-1.0F .

| 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 |
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Kuva 2.2:

2.2 Aliavaruuksista

Adretonulotteisten normiavaruuksien ddretonulotteiset aliavaruudet eivit valttaméatta ole
suljettuja.

Esimerkki 2.11. Olkoon 1 < p < oo. Jonoavaruuden ¢*(K) aliavaruus

d’(K) ={w € P : #suppw < oo}

on selvisti aito aliavaruus. Osoitetaan, ettd dP(K) ei ole suljettu: Olkoon w € P(K).
Maaritellaan alkiot wy, € dP(K) kaikille k£ € N asettamalla

, w(i), kuni <k
wi (i) =
0 muuten .
Talloin péatee
lw —willp = >~ lw)I" =0,
j=k+1
kun kun k£ — oo. Siis w, — w, kun k — oo, joten dP on aito tihed aliavaruus.

Huomaa, ettd d*°(K) ei ole tiheé: vakiojonon 1 € (>°(K) etdisyys jokaisesta aliavaruu-
den d>(K) alkiosta on vahintaan 1.
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Lemma 2.12. Jos (xy) ja (yx) ovat suppenevia jonoja normiavaruudessa V ja () ja
(ug) ovat suppenevia jonoja kunnassa K, niin

A O+ ) = i e i, i g e [, e

Propositio 2.13. Normiavaruuden vektorialiavaruuden sulkeuma on vektorialiavaruus.

Todistus. Todistetaan Lemman avulla harjoitustehtavana. O]
Metrinen avaruus X on separoituva, jos silla on numeroituva tiheéd osajoukko.

Propositio 2.14. Normiavaruus on separoituva, jos ja vain jos silli on numeroituva
osajoukko, joka virittdda tihedn aliavaruuden.

Todistus. Jos @ on tihed osajoukko, niin (Q)) on tihed aliavaruus. Haastavampi osa jéte-
taan harjoitustehtéavaksi. O]

Esimerkki 2.15. (1) Olkoon p > 1. Esimerkissé osoitettiin, ettd d”(K) on tihed
avaruudessa 7(K). Koska d?(K) = (e; : i € N), niin /?(K) on separoituva, kun p > 1.

(2) £>°(K) ei ole separoituva: Tarkastellaan ylinumeroituvaa joukkoa
{XAIACN}:{XAZAEQN}.

Jos A # B, niin ||xa — x|« = 1. Siis pallot B(x4,3) ovat erillisid. Ei ole numeroituvaa
joukkoa, jonka pisteité sisdltyy jokaiseen naista erillisista palloista.

Lause 2.16 (Weierstrassin approksimointilause). Polynomifunktioiden aliavaruus on ava-
ruuden C°(I) tihed aliavaruus kaikilla kompakteilla vileilld I C R.

Todistus. Talle klassiselle lauseelle on monia erilaisia todistuksia, jotka kaikki vaativat
enemméan tyotd kuin tdssd yhteydessia on mielekédstd. Katso esimerkiksi [Kahl Luku 2],

[Krel, 4.11-5], [Werl, Satz 1.2.10]. O

Esimerkki 2.17. Weierstrassin approksimointilauseen nojalla polynomien avaruus on
tihed avaruudessa C°([a, b]). Polynomien avaruudella on numeroituva Hamelin kanta, joten
C%([a, b]) on separoituva.

2.3 Ekvivalentit normit

Tassa luvussa laajennamme metristen avaruuksien kurssilla aloitettua ekvivalenttien nor-
mien tarkastelua.

Vektoriavaruuden V' normit || - || ja || - || ovat ekvivalentit, jos on ¢ > 0, jolle patee
1 / /!
ol < llvll < ellvl

kaikille v € V.

Propositio 2.18. Normit mdaridvat saman topologian, jos ja vain jos ne ovat ekviva-
lentit.
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Todistus. Oletetaan, ettd normit maardaavat saman topologian. Talloin on € > 0 siten,
ettd B).1(0,€) C By (0,1). Olkoon v € V' — {0}. Talléin

€
———v € By.(0,¢) C By(0,1).
2||v||’ II-1l Il

Siis

<1,

H €

v
2[jv]’
joten

2
< - ",
ol < = ol

Toinen epéyhtélé saadaan kéyttdmalld vastaavalla tavalla sita, etta By (0, €') C By (0,1)
jollain € > 0.
Viéitteen toinen suunta tehtiin metristen avaruuksien kurssilla. OJ

Esimerkki 2.19. Olkoon I C R kompakti véli. Maaritellidn normit jatkuvasti derivoi-
tuvien funktioiden f: I — R avaruudessa C'(I) asettamalla

[fllera = I flloo + 11f Nl
ja
1F e 00 = max [ flloos 1 /lloo } -

Néama normit ovat ekvivalentteja:

Iflleroo < M llcra = Iflloe + 1/ oo < 20 fllcr o

Kiytdmme oletuksena avaruudessa C!(I) niitd normeja.

Esimerkki 2.20. ¢'(K) on avaruuden £*(K) aliavaruus, joten ||-||1 ja ||-||c ovat normeja
avaruudessa (1 (K). Olkoon 0 < A < 1 ja olkoon wy (k) = A*. Talloin w € ¢! ja

Jwrlls = T ®
Kuitenkin ||wy||o = 1 kaikilla A, joten normit eivit ole ekvivalentteja.
Itse asiassa, jos p, ¢ € [1,00] ja p < ¢, niin normit || - ||, ja || - ||, eivit ole ekvivalentteja.
Tamén nakee tapauksessa p = 1 tarkastelemalla jonoja wy, joille

1
— L kunn < k¢
wy(n) =
0  muuten
Nyt
k4
el = B - o
ja
L~7]
fenllg = 7 <1
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2.4 Adrellisulotteiset (ali)avaruudet

Tassa luvussa tutkimme, miten darellisulotteiset ja adretonulotteiset normiavaruudet eroa-
vat toisistaan. Seuraava metristen avaruuksien kurssilta tuttu tulos ja Esimerkki ker-
tovat, etta dimensio vaikuttaa siihen, millaisia erilaisia normeja samassa avaruudessa voi
olla.

Propositio 2.21. Kaikki darellisulotteisen vektoriavaruuden normit ovat ekvivalentteja.

Todistus. Voimme olettaa, etté tarkasteltava avaruus on R™. Osoitetaan, ettd normi ||-|| on
ekvivalentti euklidisen normin || - | kanssa. Olkoon ey, e, ... e, standardikanta. Téll6in
kolmioepayhtélon, normin homogeenisuuden ja Cauchyn ja Schwarzin epayhtalon nojalla

n n
Z%@z’ < Z’%‘”@%H
i=1 i=1

= (@1, sza) | (lells- s llel)
< G, ma)ll2 el - e D)
§\/ﬁmaX{Hei:1S@'Sn”}”(ml,...,xn)”g, (2.1)
joten haluttu epayhtéld saadaan toiseen suuntaan.
Vastakkaisen suunnan todistamiseksi huomataan, etta epayhtédlon (2.1) nojalla normi
| - || on jatkuva, joten se saavuttaa miniminsa m > 0 euklidisen metriikan kompaktilla

yvksikkopallolla. Siis kaikille x € R™ patee Hﬁ” < m, josta seuraa haluttu epayhtalo
]| < m]lz]2. O

Seuraus 2.22. Suljetut ja rajoitetut joukot ovat kompakteja ddrellisulotteisissa normia-
varuuksissa. [

Propositio 2.23. Normiavaruuden ddrellisulotteinen aliavaruus on suljettu.

Todistus. Olkoon (V.|| -||) normiavaruus ja olkoon H sen &éirellisulotteinen aliavaruus.
Olkoon zy € V—H. Osoitetaan, ettd xy on joukon V— H sisipiste. Aliavaruus H' = (H, )
on dim H + 1- ulotteinen. Lauseke

[z, Azo)[|" =l + |

on normi aliavaruudessa H'. Proposition nojalla normit || - [|, || - || ovat ekvivalentteja
avaruudessa H', joten on C' > 0, jolle

]l :
LLAINPY < (C
o =yl =Clly|

kaikille y € H'. Kaikille h € H pétee

1

1 1
_ > |lp — —— >
I = zoll = ZllA = zoll = = (bl +1) = =,

joten xq ei ole aliavaruuden H sulkeumassa. O]
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Pisteen x etiisyys osajoukosta A # () normiavaruudessa on
d(z, A) = inf [la —al].
Lemma 2.24. Olkoon H normiavaruuden V ddrellisulotteinen aliavaruus ja olkoon xq €
V — H. Tdlloin on hy € H, jolle pitee d(xo, H) = ||zo — hol|-
Todistus. Harjoitus. []

Esimerkki 2.25. Aliavaruuden H ldhin piste ei valttamétta ole yksikasitteinen: Olkoon
V = (R% || - |le)- Olkoon {x;) = R x {0} ja olkoon y, = (0,1). Talléin

ly2 = (£, 0)[loc = 1

kaikilla —1 < ¢t < 1.

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd Lemman oletusta aliavaruuden H &arellisulot-
teisuudesta ei voi heikentaé olettamalla avaruus H suljetuksi.

Esimerkki 2.26. Olkoon
V= ({feC(0,1): f(1) =0} | lluo) -
Harjoituksissa osoitetaan, etta aliavaruus

H:{fGV:/[OHf:O}

on suljettu.
Olkoon zy € V — H ja oletetaan, ettd on hy € H, jolle patee d(zo, H) = ||zo — ho||co-
Talloin fo = 2= ¢ V — H ja pitee ||follo = 1 ja ||fo — hl|ee > 1 kaikille h € H.

[lzo—holloo
Olkoot f, € V: fu(t) =1 —t" ja olkoot
R L (LY
Joay T ~
Talloin h,, € H. Oletuksesta, ettd kaikilla n péatee
Jio.17 fo
HTHJ@I%%—MMZL
n+1 [e's)
seuraa )
>1— ——
‘ ./[0,1} fo| 2 n+1

kaikilla n, joten |f[0,1} fol > 1. Koska kuitenkin fy on jatkuva ja pétee fo(1) = 0, on
| Jo.p fol < 1, ristiriita.

Metristen avaruuksien kurssilta tiedamme, etta euklidisen avaruuden suljettu yksik-
kopallo on kompakti ja Seurauksen nojalla sama patee kaikissa aarellisulotteisissa
normiavaruuksissa. Seuraava esimerkki osoittaa, etta vastaava tulos ei pade daretonulot-
teisissa avaruuksissa.
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Esimerkki 2.27. Avaruuden ¢>(K) yksikkopallo ei ole kompakti: Olkoon e; € ¢*°(K),
ei(j) = 0;5. Jono (e;);en el suppene eiké silla ole suppenevaa osajonoa, koska

llen = emlloo =1

kaikilla n # m. Kuitenkin |le,|l = 1 kaikilla n € N, joten jono sisiltyy suljettuun
yksikkopalloon.

Esimerkissa tehty havainto pétee kaikissa adretonulotteisissa normiavaruuksissa:
Lause 2.28. Seuraavat ominaisuudet ovat ekvivalentteja normiavaruudessa V :
(1) V on darellisulotteinen.
(2) Avaruuden V suljettu yksikkopallo on kompakti.
(8) Jokaisella avaruuden V rajoitetulla jonolla on suppeneva osajono.

Todistus. Se, ettd (2) seuraa ominaisuudesta (1) seuraa Seurauksesta
Oletetaan, ettd normiavaruudella V' on ominaisuus (2). Olkoon (zx)%2, rajoitettu jono.

Talloin on M > 0, jolle [|zx|| < M kaikille k. Siispa (% :’_1 on jono yksikkdpallon pisteiti
ja silld on ominaisuuden (2) nojalla suppeneva osajono (%):1 Proposition [2.22| nojalla

jono (zx, )7, suppenee.

Oletetaan, ettd V' on ddretonulotteinen. Olkoon z; € V' vektori, jolle pétee ||z1| =
1. Olkoon yo € V — (x1). Aliavaruus (z1) on suljettu Proposition nojalla, joten
d({x1),y2) > 0. Lemman nojalla on vy € (x1), jolle

d(v% y2> = d(<x1>7y2) :

Olkoon
Ya — U2

Ty = ——— 0.
e — vl

Maarittelysta seuraa, ettd ||zq| = 1. Lisdksi d(xq, (x1)) < d(22,0) < 1 ja toisaalta, jos
jollekin w € (x1) péatisi d(xs,,w) < 1, niin

lv2 = (w2 + wlys = v2) )| = lly2 = vall 122 = wl| < [ly2 = vall,

mika on mahdotonta, koska vy on lahin piste. Siis

d(zq, (1)) = 1.

Jatketaan induktiivisesti ja saadaan seuraavassa vaiheessa piste x3, jolle pétee ||z3]| = 1.
Lisaksi d(x3, (x1,29)) = 1 ja niin edelleen. Saadaan jono (zy), joka on rajoitettu, koska
||| = 1 kaikilla k. Koska pisteet xj ovat konstruktion perusteella etdalla toisistaan, talla
jonolla ei ole suppenevaa osajonoa. O]
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Harjoitustehtavia

2.1. Olkoon U vektoriavaruus ja olkoon (W, || - |lw) normiavaruus. Olkoon L: U — W
lineaarinen isomorfismill] Osoita, etti lauseke

[l = [ Lullw

antaa normin avaruudessa U.

2.2. Olkoon I C R kompakti vili. Osoita, etté

[fllers = [1fllee + 11/l

on normi avaruudessa C!(T).

2.3. Olkoon V normiavaruus ja olkoon
S0,1) ={zx eV :|z| =1}

Olkoon prg: V—{0} — S(0, 1) kuvaus, joka maaritellain asettamalla prg(z) = % kaikille

R

x € V —{0}. Osoita, ettd prg on jatkuva.

2.4. Olkoot (z1)52, ja (yx)i>, suppenevia jonoja normiavaruudessa V' ja olkoot (Ax)52,
ja (ug)72, suppenevia jonoja kunnassa K. Osoita, etta

Hm (A\gzg + preyr) = lim A\, im xp + lim gy lim gy
k—o00 k—o00 k—o0 k—o0 k—o0

2.5. Osoita, ettd normiavaruuden vektorialiavaruuden sulkeuma on vektorialiavaruus.

2.6. Osoita, etta reaalinen normiavaruus V' on separoituva, jos ja vain jos sen osajoukko
S(0,1) = {z € V : ||lz|| = 1} on separoituva. []

2.7. Osoita, ettd reaalinen normiavaruus on separoituva, jos silla on numeroituva osa-
joukko, joka virittaa tihean aliavaruuden.

Olkoot (V|| - [|v) ja (W, ] - |lw) normiavaruuksia.

2.8. Osoita, ettéd lauseke

10, w)loo = max({[o]lv, [[w[lw)

méaaraa normin vektoriavaruudessa V x W.

Ibijektio
2Jos T C S(0,1) on numeroituva tihed joukko, tarkastele joukkoa T = {rt : 7 € Q,r > 0,t € T'}.
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2.9. Olkoon 1 < p < 0o. Osoita, ettd lauseke

1w, w)llp, = Ny + lwlly

méaaraa normin vektoriavaruudessa V' x W.

2.10. Osoita, ettd normit || - ||, ovat ekvivalentteja kaikilla p > 1 ja p = oc.

2.11. Osoita, ettd normien ekvivalenssi on ekvivalenssirelaatio vektoriavaruuden V' nor-

mien joukossa.
Iflli= [ 171
[0,1]

)

2.12. Osoita, ettd normit

ja
il = max 17(2)
eivit ole ekvivalentteja vektoriavaruudessa C°([0, 1]).

2.13. Olkoon H normiavaruuden V' aarellisulotteinen aliavaruus ja olkoon xqg € V' — H.
Osoita, ettd on hg € H, jolle patee

d(wo, H) = |20 — hol| -

3Jos jono suppenee yhdessé topologiassa mutta ei toisessa, niin topologiat ovat erit.
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Luku 3

Normiavaruuden lineaarikuvaukset

3.1 Rajoitetut lineaarikuvaukset

Koska normi maarad metriikan, voidaan normiavaruuksissa tarkastella jatkuvia kuvauk-
sia. Lineaarikuvausten yhteydessa on kuitenkin tapana kayttaa toista, yhtapitavaa kési-
tetta.

Olkoot V' ja W normiavaruuksia. Lineaarikuvaus L: V' — W on rajoitettu, jos on C' > 0,
jolle patee
[ Lo[lw < Cllvllv

kaikilla v € V. Sanomme rajoitettuja lineaarikuvauksia operaattoreiksi. Olkoon
Linb(V, W)

Lemma 3.1. (1) Olkoot V' ja W wvektoriavaruuksia. Lineaarikuvausten joukko Lin(V, W)
on vektoriavaruuden % (V, W) vektorialiavaruus.

(2) Olkoot V' ja W normiavaruuksia. Rajoitettujen lineaarikuvausten joukko Liny,(V, W)
on vektoriavarvuden Lin(V, W) vektorialiavaruus.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

Propositio 3.2. Olkoon V' ddrellisulotteinen normiavaruus ja olkoon W normiavaruus.
Lineaarikuvaus L:V — W on rajoitettu.

Todistus. Olkoon fi, fo, ..., fn vektoriavaruuden kanta ja olkoon || - ||; normi, joka méaa-
ritelldan asettamalla
1
1> wifills = [l wn v,y o) ]
Lineaarikuvaus L: R"® — V, L(v1,va,...,v,) = Y. v;fi, on isometria normiavaruuksien (R™, | - 1)

ja (V]| - ||1)valilla.
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Jollakin vakiolla Cy > 0 patee C—lv|| A< lv <Oyl - |h- Siis

| Lv||w = ||L(ZU7;€¢)HW = || ZUiLeiHW
i=1 i=1

n
< lviLellw =D |vill| Les |l w

i=1 i=1

n
< max IlLeij; o]l

< Ov max [|Lejllwllviw - O

Esimerkki 3.3. Riippumatta siita, milld normilla vektoriavaruus R" varustetaan, kaikki
lineaarikuvaukset, erityisesti siis funktionaalit, ovat rajoitettuja. Jokainen avaruuden R"
funktionaali L: R™ — R voidaan esittdd muodossa Lx = Ax jollekin 1 x n-matriisille A.
Funktionaali L on rajoitettu, silla

L) = |3 A
1=1

missd matriisi A ajatellaan vektorina A € R™.

< [|Allollz]l1

Seuraavan tuloksen avulla normiavaruuksien valisten lineaarikuvausten rajoittunei-
suutta tarkasteltaessa voi kunkin normin korvata ekvivalentilla normilla, jos se tekee las-
kut yksinkertaisemmiksi.

Propositio 3.4. Vektoriavaruuden V' normit || - || ja || - ||' ovat ekvivalentteja, jos ja
vain jos id: (V,|| - ||) = (V.|| - ||') on rajoitettu lineaarikuvaus, jonka kddnteiskuvaus on
rajoitettu.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Propositio 3.5. Olkoon L:V — W lineaarikuvaus. Seuraavat ovat yhtapitdvid:
(1) L on rajoitettu,
(2) L on Lipschitz-jatkuva,
(3) L on jatkuva,
(4) L on jatkuva origossa.

Todistus. Oletetaan, ettd L on rajoitettu. Olkoon z,y € V. Télloin lineaarisuuden ja
rajoittuneisuuden nojalla saadaan

L — Lyl = | L(z = y)|| < M|z —y|

jollain M > 0 kaikille z,y € V, joten L on Lipschitz-jatkuva. Siis L on jatkuva ja erityisesti
jatkuva origossa.

Oletetaan, ettd L on jatkuva origossa. Jos L ei ole rajoitettu, niin kaikilla n € N on
zn € V —{0}, jolle |[Lay|| > nl|zy||. Olkoon y, = 2. Télldin ||y, || — 0 ja jatkuvuuden
nojalla siis Ly, — 0, kun n — oco. Kuitenkin

[ L
|

Lyl =

joka antaa ristiriidan. Siis L on rajoitettu. [
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Seuraus 3.6. Rajoitetun lineaarikuvauksen ydin on suljettu aliavaruus. 0

Esimerkki 3.7. Esimerkissi [1.7] tarkasteltu lineaarikuvaus lim: ¢(K) — K on rajoitet-
tu, koska
[limw| = | lim w(k)| < sup |w(k)| = [|w|so , -
k—o0 keN

Siis ker lim = ¢y on normiavaruuden ¢(K) suljettu aliavaruus.

Esimerkki 3.8. Olkoon d>°(K) C ¢*(K) darellisten jonojen avaruus. Olkoon T": d*°(K) —
K lineaarikuvaus

k=1
Olkoot e; € ¢°(K) kuten Esimerkissa [2.27] Talloin

’TZ €;
=1

=n — 00,

kun n — oo, mutta H o6

= 1 kaikilla n. Siis T ei ole rajoitettu.

Esimerkki 3.9. Esimerkin nojalla identtinen kuvaus id: (¢4(K), || - [|,) — ¢4(K) ei
ole rajoitettu, jos p > ¢ tai jos p = oo ja q # p.

Esimerkki 3.10. Derivaattaoperaattori D: (C'(I), |- [|c1,00) — C°(I) on rajoitettu, jos
C(I) varustetaan kummalla tahansa niistéd normeista koska

IDflloe = 1F oo < N1fllct o < Nl -

Sen sijaan derivaattaoperaattori D: (C'(I),] - ||«) — C°(I) ei ole rajoitettu kuten har-
joituksissa osoitetaan.

3.2 Duaali ja operaattorinormi
Lineaarikuvauksen 7" € Liny,(V, W) operaattorinormi on
||| = inf {M >0: ||Tv]| < M [lv]| Yo e V}.
Esimerkki 3.11. (1) Olkoon a € R. Esimerkissé tarkastellun evaluaatiokuvauksen
rajoittuma F,: B(R,R) — R, E,(f) = f(a) on rajoitettu, koska

|Eaf| = f(a)] < sup [f(#)] = [ /]l -

Téastd saamme ||F,|| < 1. Toisaalta |E,1| =1 = ||1]|, joten ||E]| = 1.
(2) Kuvaus .#: C°([0,1]) — R,

1
I~ | gy,
0
on rajoitettu ja ||.#]| = 1, koska || (1)|| =1 = ||1].
Lemma 3.12. Jos V # {0}, pdtee

Tv
H ”W: sup ||Tv||w -
vev—{o} IV[lv Jellv=t

1T =
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Todistus. Harjoitustehtava. O
Lemma 3.13. Operaattorinormi on normi. Jokaiselle v € V' patee ||[Tv|| < ||T|[v]-

Todistus. Selvésti operaattorinormi saa arvoja joukossa [0, co[. Jos ||T'|| = 0, niin ||Tv|| =
0 kaikilla v € V, joten T' = 0. Normi kayttaytyy hyvin myos vakiolla kertomisen suhteen,
joten ainoastaan kolmioepayhtélossa on tarkastamista: Olkoot S, T € Liny,(V, W). Télloin

I(S +T)oll = [[Sv +To|| < [[Svll + [[Tv]|

kaikilla v € V. Erityisesti tamé patee, kun [Jv|| = 1, mista véite seuraa siirtymaélla supre-
mumiin.
Toinen vaite harjoituksissa. O]

Varustamme avaruuden Liny,(V, W) jatkossa oletuksena operaattorinormilla.

Normiavaruuden V' duaali on normiavaruus

V' = Liny(V, K)..

Lemma 3.14. Olkoot Vi, V5, V3 normiavaruuksia ja olkoot S: Vi — Vo jaT: Vo — V3 ra-
joitettuja lineaarikuvauksia. Tdlloin

1o S| < (IS

Todistus. Harjoitustehtava. O

Harjoitustehtavia
3.1. Olkoot V ja W vektoriavaruuksia. Osoita, etté lineaarikuvausten joukko Lin(V, W)
on vektoriavaruuden .7 (V, W) vektorialiavaruus.

3.2. Olkoot V ja W normiavaruuksia. Osoita, etta rajoitettujen lineaarikuvausten jouk-
ko Liny(V, W) on vektoriavaruuden Lin(V, W) vektorialiavaruus.

3.3. Osoita, ettd vektoriavaruuden V normit || - || ja || - || ovat ekvivalentteja, jos ja
vain jos id: (V.| - |) = (V.|| - ||) on rajoitettu lineaarikuvaus, jonka kaanteiskuvaus on
rajoitettu.

3.4. Olkoon

V=({feC0,1,R): f(1) =0} - [loo) -
Osoita, ettéd aliavaruus

H:{feV:/[wf:O}

on suljettuf]

2 Analyysin kursseilla todistettuja asioita ei tarvitse todistaa uudelleen.
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3.5. Lineaarikuvaus . : (C%([0,1]), ]| - [lo) = ({g € C*([0,1]) : g(0) = O}, [| - ||so)

x

(@)= [ fdt,

0

on bijektio analyysin peruslauseen nojalla. Osoita, ettd . on rajoitettu ja etti £ 1 ei
ole rajoitettu.

3.6. Olkoon V # {0}. Osoita, ettd

T
ITulw _ o el

||| =
vev—foy Ivllv  jollv=t

3.7. Olkoot Vi, V5, V3 normiavaruuksia ja olkoot S: Vi — V5 ja T': Vo, — V3 rajoitettuja
lineaarikuvauksia. Osoita, ettd |77 o S| < [|T||||S||. Anna esimerkki, jossa pédtee aito
erisuuruus.

Olkoon T': {>°(K) — ¢*°(K) lineaarikuvaus, joka madritellaan asettamalla

(o)) = 8

jokaiselle w € £°(K) ja jokaiselle k € N.
3.8. Osoita, ettd T on rajoitettu ja ettd T—1: T(£>°(K)) — £*°(K) ei ole rajoitettu.

3.9. Osoita, ettd T'((*°(K)) ei ole normiavaruuden ¢*(K) suljettu aliavaruus.
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Luku 4

Banachin avaruuksista

4.1 Banachin avaruus

Taydellinen normiavaruus on Banachin avaruus.

Propositio 4.1. (1) Banachin avarvuden suljettu aliavaruus on Banachin avaruus.

(2) Normiavaruuden aliavaruus, joka on Banachin avaruus indusoidulla normilla, on sul-
jettu.

Todistus. Seuraa metristen avaruuksien kurssin tuloksista. OJ

Esimerkki 4.2. (1) Euklidinen avaruus (R", | - ||2) on tédydellinen, koska R on taydelli-
nen. Samoin C" on taydellinen.

(2) Aédrellisulotteiset normiavaruudet ovat Banachin avaruuksia: Koska kaikki adrellisu-
lotteisen vektoriavaruuden V' normit ovat ekvivalentteja keskenédan, taydellisyys ei riipu
normin valinnasta. Voimme siis olettaa, ettd V' on varustettu normilla, joka tekee siitéa
isometrisen euklidisen avaruuden kanssa.E] Talloin véite seuraa kohdasta(1).

(3) Olkoon X kompakti metrinen avaruus. Metristen avaruuksien kurssilla osoitettiin, etta
(CO(X), I| - ||Oo) on Banachin avaruus.

Esimerkki 4.3. (Cl([a, b)), |l - ||Oo) ei ole Banachin avaruus: Funktiot fj,

fi(t) = \ +11€,

ovat jatkuvasti derivoituvia ja f, — | - | avaruudessa C°([—1,1]), kun & — oo. Jatkuvas-
ti derivoituvien funktioiden tasainen rajafunktio ei siis vélttamétté ole derivoituva. Sen
sijaan (C'([a,b]), || - [c1.00) on Banachin avaruus.

'Katso Harjoitustehtivi
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Todistus. Olkoon (fi)ken Cauchyn jono avaruudessa (C*([a, b)), || - ||c1 o0). Talloin (fy)ken
ja (fi)ren ovat Cauchyn jonoja avaruudessa C°([a,b]). Koska C°([a,b]) on Banachin ava-
ruus, on f,g € C%[a, b)), joille fr, — f ja gr — g, kun k — oo. Tasaisesta suppenemisesta
seuraa, etta

J@) = (@)  ful@) = ful@) = [ = [ g,
kun k£ — oo. Analyysin peruslauseen nojalla g = f’, joten
1fx = gllctoo = 1fx = glloc + [[fz = 9'llc = 0,

kun k — oo. Siis f, — f avaruudessa C!([a, b]), kun k — oo. O

[e.°]
Olkoon V' normiavaruus ja olkoot x, € V', k € N. Sarja . x; suppenee itseisesti, jos sarja
k=0

o0
> ||zk|| suppenee.
k=0

Esimerkki 4.4. Olkoon e, € d>® C (>, ex(j) = d;;. Télloin sarja

ooek_ooi

o0
suppenee, joten sarja ), & suppenee itseisesti. Sen summa avaruudessa ¢>° on kuvaus
k=1
w € L —d™,
1
Eh
Sarja siis ei suppene avaruudessa d>° vaikka se on itseisesti suppeneva.

w(k)

Lause 4.5. Normiavaruus on Banachin avaruus, jos ja vain jos sen jokainen itseisesti
suppeneva sarja suppenee.

Todistus. Olkoon V Banachin avaruus. Itseisesti suppenevan sarjan osasummat muodos-
tavat Cauchyn jonon: Jos n > m, patee

m

n
POETRD 9P
k=1

k=1

n

>

k=m

n
< D llall =0,
k=m

kun m — oo. Siis itseisesti suppenevan sarjan osasummien jono on Cauchyn jono, joten
itseisesti suppeneva sarja suppenee.

Olkoon V' normiavaruus, jonka itseisesti suppenevat sarjat suppenevat. Jos (ay)5>; on
Cauchyn jono avaruudessa V', niin silld on osajono (ax, )52, jolle pitee

Hakj+1 - akj” < 27j

o0 . o0
kaikilla j. Geometrinen sarja - 277 suppenee, joten oletuksen mukaan sarja - ay,,, —ax;
, ~

J=1 J=
suppenee. Mutta tdmén sarjan osasummien jono on (ag; —ax, )32, joten (ax,; )32, suppenee.
Cauchyn jonolla (ay)2, on siis suppeneva osajono, joten se suppenee. O]
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Esimerkki 4.6. (1) Olkoon X # (). Osoitamme, ettd (X, K) on Banachin avaruus.

[e.e] [ee)
Olkoon Y fy itseisesti suppeneva sarja. Talloin sarjat > fx(z) ovat itseisesti suppenevia
k=1 k=1

kaikilla z. Koska K on tdydellinen, niin sarja %O: fr(x) suppenee jokaisella z. Lisaksi
k=1

< @) < D0l
k=1 k=1

joten funktio f(x) = § fr(x) on rajoitettu. Lisdksi patee edellisten nojalla
k=1

N N e )
Hf—ka —sup‘ Z )| <sup| D> fulx
k=1 (e} zeX k=1 zeX k=N+1
< Z sup | fx(z)] = Z [ fe(@)]lec = 0,

k=N+12€X k=N+1

kun N — oo. Siis sarja § fr suppenee, joten Lauseen nojalla Z(X,K) on Banachin
k=1
avaruus.

(2) Kohdan (1) nojalla ¢>°(K) on Banachin avaruus. Suppenevien jonojen aliavaruus
¢(K) ja nollaan suppenevien jonojen aliavaruus ¢o(K) ovat Proposition nojalla Ba-
nachin avaruuksia koska ne ovat Banachin avaruuden ¢*° suljettuja aliavaruuksia Harjoi-

tustehtavan [4.4] ja Esimerkin [3.7 nojalla.

Propositio 4.7. Jos X on normiavaruus ja' Y on Banachin avaruus, niin Lin,(X,Y") on
Banachin avaruusP

Todistus. Olkoon (T}) Cauchyn jono avaruudessa Lin,(X,Y). Kun x € X on kiinnitetty,
(Trz) on Cauchyn jono avaruudessa Y silld

[Thx = Tzl = [[(Th — To)z|| < [ Th = Tullll=]] -

Koska Y on téydellinen, jono (T;z) suppenee kohti raja-arvoa y, € Y. Madaritelldén kuvaus
T: X — Y asettamalla T'z = y,.
Kuvaukselle T patee

T(Axy + pxs) = klgglo Ti(Axy + pxg) = ,}E&O‘Tkxl + pTyxs) = )\klggo Twx1 + “131_,120<Tkx2)
= \NT'xy + pul'xs

kaikilla zq, x2 € X, joten se on lineaarinen. Se on myos rajoitettu: Koska (7}) on Cauchyn
jono, on M > 0, jolle ||T|] < M Xkaikilla k. Siispd normin jatkuvuuden nojalla

1Tzf} =[] lim Tyzl] = lim {|Tyz]] < Mllz]].

Osoitetaan vield, ettéd Ty = T. Olkoon € > 0. Talloin on ng siten, etta |7 — T, || < e,
kun k,n > ng. Koska ||Tpz — T ZL‘” = |Tx — T,x||, saadaan siis kaikille z € X epéyhtélo

(T = To)zl| = 1Tz = Toa| < el
kun n > ng. Siispa |[(T' — T,,)|| < ¢, kun n > ny. O

Seuraus 4.8. Normiavaruuksien duaalit ovat Banachin avaruuksia. O]

2Muista, ettd kiytdmme operaattorinormia.
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4.2 Jonoavaruudet

Tutustuimme jonoavaruuksiin #(K), kun 1 < p < oo tai p = oo, Esimerkissé [2.5] Tote-
simme, ettd kaikki avaruudet ¢?(K) ovat avaruuden (>°(K) aliavaruuksia. Seuraava tulos
kuvaa niiden keskindiset suhteet tarkemmin.

Propositio 4.9. Olkoot 1 < p < q. Tdlloin

C(K) ¢ (K) & 0(K) & co(K) & e(K) & (K).

Todistus. Muut sisikkéaisyydet ovat selvia mutta ¢P-avaruuksien sisdkkéisyys vaatii tar-
kastelun. Seuraava lemma osoittaa, ettd normien || - ||, yksikkopallot kdyttaytyvit kuten
kuvassa 2.1

Lemma 4.10 (Jensenin epayhtald). Olkoot 1 < p < q. Kaikille z € R™ pditee
]y = [llg -

Todistus. Koska tieddmme, etté | - ||, ja ||z||, ovat normeja, riittdé osoittaa, etta ||z||, >
1 kaikille z, joille patee ||z]|, = 1. Koska télloin kaikille ¢ patee |x;| < 1 ja ¢ > p, niin
|z;]7 < |x;]P kaikilla 1 <14 < n, joten

n n
=1 i=1

Siis ||z]|? > 1 = ||=||P. Huolellisemmalla tarkastelulla ndhdddn, ettd yhtdsuuruus pétee
vain vektoreilla e;. O

Lemman nojalla 7(K) C ¢4(K). Olkoon f, € £>°(K) funktio f,(k) = kv, Tallsin
on helppo tarkastaa, etté kaikilla ¢ > p patee f, € £9(K)—¢?(K), joten #(K) ¢ ¢4(K). O

Eksponentin p € [0, 00[ U {oco} duaalieksponentti on

]ﬁ ,josl<p<oo
p =900 ,josp=1

1 , Jos p =00

Huomaa, ettéa erityisesti 2" = 2. Seuraavan térkedn epéayhtédlon avulla saamme késitel-
tya klassiset esimerkit ¢P-avaruuksien duaalisuusominaisuuksista.

Lemma 4.11 (Holderin epéyhtild). Jos w € P(K) ja ' € 7 (K), niin ww' € (1(K) ja
lww'[[1 < [l

Todistus. Tarkastellaan tapaus 1 < p < oo. Tapaus p = 1 tai p = oo on helpompi ja
jatetdan harjoituksiin. Kdytadmme seuraava differentiaalilaskennan lemmaa.

Lemma 4.12 (Painotettu aritmeettis-geometrinen epayhtélo). Kaikiller,s > 0 ja kaikille
0 <r <1 patee
ST <rs+(1—r)t. (4.1)
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Todistus. Epahtédlo seuraa logaritmin konkaavisuudesta: Koska logaritmifunktion x
log z toinen derivaatta on —;12 < 0, patee kaikille 0 < r < 1 epayhtalo

rlogs+ (1 —r)logt <log(rs+ (1 —r)t),
mista vaite seuraa. ]

Olkoot w € *(K) ja 7 € ¢*(K). Epéyhtilon (4.1) nojalla valitsemalla r = %, s =
Jw(k)|? [ ()’

Tl® jat = ||TH§; saamime
© 1lwE)P 1|7k 1 1
Z' 7] g L®P | L 1 1
Wy Il =&p Wl "7 o2 » b
mista vaite seuraa. 0

Lemma 4.13. Olkoon p € [1,00] ja olkoon T € /¥ (K). Kuvaus L,: *(K) — R

- iwmm)

on rajoitettu funktz’onaaliﬂ

Todistus. Kuvaus L, on hyvin mééritelty, silld sarja Yo% |w(i)7(¢)| suppenee Hélderin
epayhtalon nojalla, joten >5°) w(i)7 (i) suppenee. Se on lineaarinen koska

L, (w+ Xw') => (w(i) + Nw'(4))7(i) = AL (w) + NL(w')
=0
ja se on rajoitettu funktionaali, koska

o0

o
= | X w(i)r(@)] < Z @] = llwrlly < [I7llp [l
=0

Holderin epayhtalon nojalla. O

Maéritellasn kuvaus 7: ¢ (K) — (*(K))' asettamalla
T(r)=L,.
Lemma 4.14. T on lineaarikuvaus kaikilla 1 < p < oo.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

Olkoot V' ja W normiavaruuksia. Lineaarikuvaus L: V — W on isometria eli isometrinen
isomorfismi, jos || Lv|| = ||v|| kaikille v € V.

On hyvd huomata, etté lineaarisuuden nojalla isometrinen isomorfismi on isometria
my6s metristen avaruuksien teorian mielessa: kaikille xz,y € V pétee ||Lx — Ly|| = ||l —y||.

3Vertaa Esimerkkiin
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Lause 4.15. Olkoon 1 < p < oo. Tdlloin kuvaus T: 7 (K) — (£(K))" on isometrinen
isomorfismi. Kuvaus T: (* — (co(K))' on isometrinen isomorfismi.

Todistus. Jos T'(T) = 0, niin 0 = L, (e;) = 7(7) kaikilla ¢, joten 7" on injektio.

Oletetaan, ettd 1 < p < oo ja osoitetaan surjektiivisuus: Olkoon F' € (¢°(K))'. Maa-
ritelldédn ehdokas jonoksi 7 € .#(N,K), jolle patisi T'(7) = I asettamalla kuten edelld
7(i) = F(e;) kaikilla i. Osoitetaan ensin, ettid 7 € #'(K). Olkoon 7 € .# (N, K),

(@)1
i) =9 @)

0 muuten .

kun 7(i) # 0

Jokaiselle N € N pétee
N N /
DIF@F =2 [r@F
i=0 i=0

ja kayttamalla tietoa, etta F' on rajoitettu lineaarikuvaus saamme

i (i) = §:07<i>%<¢> _ éﬂz‘me» _ F(éﬂi)ei)
< |17 (i |%<z'>|ﬁ) R (f: |T<z'>|p’)w,

josta saadaan
v y
(Zrr)” <l
i=0

kaikille N, joten 7 € €7 ja ||7||, < || F|l.
Normien arvio toiseen suuntaan seuraa Holderin epéyhtalosta:

| Lr (@) < [lwllplillp

joten ||F'|| < |||y, kunhan osoitetaan, ettd T'(7) = F: Selvasti T'(7)(e;) = Lre; = F(e;)
kaikilla 7 € N, joten lineaarisuuden nojalla T'(7)|s» = F|s. Koska molemmat lineaariku-
vaukset ovat rajoitettuja ja dP(K) on tihed avaruudessa ¢?(K), véite seuraa. Olemme siis
osoittaneet, etti T on surjektio ja ettd kaikille 7 € 7' (K) patee ||T(7)|| = ||7||, joten T
on isometria.

Harjoituksissa todistetaan samaan tapaan, ettd ¢>°(K) on isometrisesti isomorfinen
avaruuden (¢}(K))" kanssa ja ettd ¢!(K) on isometrisesti isomorfinen avaruuden (co(K))’
kanssa. on isometrinen isomorfismi. [ ]

My6hemmin ndemme Hahnin ja Banachin lauseen (Lause|10.6|) avulla, etté (€°(K))" on
aidosti suurempi avaruus kuin 7'(¢').

Seuraus 4.16. ?(K) on Banachin avaruus jokaisella p € [1, 00]. O

Todistus. Lauseen mukaan jokainen ¢?(K) on jonkin normiavaruuden duaali. Viite
seuraa Seurauksesta [4.8 O

4Esimerkissi osoitimme, ettd d*°(K) ei ole tihed avaruudessa ¢°(K).
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4.3 Bairen lause

Taydellisten metristen avaruuksien tulokset ovat kaytettavissd Banachin avaruuksissa.
Palautamme mieleen Bairen lauseen topologian kurssilta jossa sitd kasiteltiin syksylla
2017 luvussa 9.4.

Topologinen avaruus on Bairen avaruus, jos sen tiheiden avoimien joukkojen numeroituvat
leikkaukset ovat tiheité. Topologisen avaruuden osajoukko on harval jos sen sulkeumalla
ei ole sisapisteita.

“nowhere dense

Propositio 4.17. Topologinen avaruus on Bairen avaruus, jos ja vain jos sen suljettujen
harvojen joukkojen numeroituvilla yhdisteilld ei ole sisdpisteitdll] O

Todistus. Topologian kurssilla O]
Lause 4.18 (Bairen lause). Tdydellinen metrinen avaruus on Bairen avaruus.
Todistus. Topologian kurssilla O]

Kaytdmme Bairen lausetta myohemmin kurssilla Banachin ja Steinhausin lauseen
todistuksessa. Téssé luvussa osoitamme harjoitustehtavina seuraavan tuloksen:

Propositio 4.19. Adreténulotteisen Banachin avaruuden Hamelin kanta on ylinumeroi-
tuva.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]

Harjoitustehtavia

4.1. Olkoon X # () ja olkoon V Banachin avaruus. Olkoon Z(X,V) rajoitettujen
funktioiden f: X — V vektoriavaruus. Selvasti lauseke

LFIF = sup [|f(2)]lv
zeX

madrad normin avaruudessa #(X, V). Osoita, etta (%’ (X, V), |- Hoo) on Banachin avaruus.

4.2. Olkoot | - || ja || - || ekvivalentteja normeja vektoriavaruudessa V. Osoita, etté
(V.| - |I) on Banachin avaruus, jos ja vain jos (V.| - ||') on Banachin avaruus.

4.3. Olkoot X ja Y Banachin avaruuksia. Varustetaan vektoriavaruus X x Y normilla

Gz, )| = max({[z]lx, lylly) -

Osoita, ettd X x Y on Banachin avaruus.

5Suljettu joukko on harva, jos ja vain jos sillé ei ole sisdpisteita.
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4.4. Osoita, ettd ¢(K) on avaruuden (£°(K),|| - [|o) suljettu aliavaruus.
4.5. Olkoot 1 < p < ¢ < co. Osoita, ettd P(K) on avaruuden ¢9(K) tihed aliavaruus. []
4.6. Olkoot w € (*(K) ja ' € £*(K). Osoita, ettd ww' € ¢*(K) ja

ol < e[l |l oo -

4.7. Olkoon p € [1,00] ja olkoon 7 € 7. Olkoon L,: *(K) — K,
Lo(w) => w(i)7(i).
1=0

Osoita, ettd kuvaus T': /7 (K) — (¢7(K))’

on lineaarinen.
4.8. Osoita, ettd (°°(K) on isometrisesti isomorfinen avaruuden (¢*(K))’ kanssa.

4.9. Osoita, ettd d>*(K) = ¢o(K).

4.10. Osoita, ettd ¢*(K) on isometrisesti isomorfinen avaruuden (co(K))’ kanssa.

4.11. Osoita, etta aaretonulotteisen Banachin avaruuden Hamelin kanta on ylinumeroi-
tuva. Bl

4.12. Onko reaalisten polynomien vektoriavaruudella R[X] normia || - ||, jolle normiava-
ruus (R[X], || - ||) on Banachin avaruus?

Olkoot 1 < p < g. Olkoon iy, : P(K) — (4(K) kuvaus iy,(w) = w.
4.13. Olkoon r > 0. Osoita, etté i,,(B(0,7)) on suljettu joukko, jolla ei ole sisépisteit.
4.14. Olkoon ¢ > 1. Osoita, etta

U g€

1<p<q

on avaruuden £? aito aliavaruusl

60lkoon (fx)32, Cauchyn jono avaruudessa c. Koska ¢> on Banachin avaruus, jonolla (f;)32, on
raja-arvo. Osoita, ettd raja-arvona saatu jono on suppeneva.

"Esimerkki

8Kiytéd Bairen kategorialausetta.

IKayta tehtavas, m ja Bairen kategorialausetta. Tatd varten pitda siirtyd numeroituviin yhdisteisiin.
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Luku 5

Tekijaavaruudet

Téssa luvussa tarkastelemme vektoriavaruuden aliavaruuksien avulla muodostettuja teki-
jaavaruuksia. Osoitamme tdmaéan konstruktion avulla, ettd jokainen normiavaruus voidaan
upottaa isometrisesti Banachin avaruuteen. Tarkastelemme myos mittateorian kurssilta
tuttuja LP-avaruuksia p-integroituvien funktioiden avaruuksien tekijaavaruuksina.

5.1 Tekijaavaruus
Olkoon V vektoriavaruus ja olkoon H sen vektorialiavaruus. Alkion v € V sivuluokka on
v+ H={v+h:heH}.

Sivuluokat muodostavat tekijajoukon

V/IH={v+H:veV}

Lemma 5.1. Olkoon V wektoriavaruus ja olkoon H sen vektorialiavaruus. Lausekkeet
(c+H)+(y+H)=(@x+y +H
ja
M+ H)=N+H

kaikille x,y € V ja A € K, mdardavdt laskutoimituksen ja vakiolla kertomisen tekijajou-
kossa V/H. Kolmikko (V/H,+,-) on vektoriavaruus.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Olkoon V' vektoriavaruus ja olkoon H sen vektorialiavaruus. Vektoriavaruus (V/H,+, )
on aliavaruutta H vastaava tekijé(vektori)avaruus.
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Tekijaavaruudet

Tekijaavaruuden avulla voi muodostaa monenlaisia hy6dyllisia normiavaruuksia. Tar-
kastelemme niitd sovelluksia luvuissa ja [5.3l Seuraavat aputulokset ovat oleellisia
havaintoja.

Lemma 5.2. Vektoriavaruuden minkd tahansa seminormin p ydin
kerp={v eV :p(v) =0}
on vektorialiavaruus.

Todistus. Seminormille patee aina p(0) = 0, joten 0 € ker p. Olkoot v, w € ker p ja olkoot
a, 8 € K. Talloin
0 < plav + fw) < [a|p(v) + |8 p(w) =0,

joten av + fw € ker p. H
Lemma 5.3. Olkoon p seminormi vektoriavaruudessa V. Lauseke

[v + ker pl| = p(v)
madrittelee normin tekijiavaruudessa V/ ker p.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

5.2 Normiavaruuden tiaydellistidminen

Téssa luvussa osoitamme, ettd jokainen normiavaruus V' voidaan kuvata lineaarisella iso-
metrialla jonkin Banachin avaruuden W tihedksi aliavaruudeksi. Télle tulokselle on useita
erilaisia todistuksia. Luvussa todistamme saman tuloksen kédyttamélld normiavaruu-
den V duaalin duaalia. Osoitamme my0s, etté tiallainen Banachin avaruus W on isometriaa
vaille yksikasitteinen.

Olkoon %' (V') avaruuden V' Cauchyn jonojen vektoriavaruus.
Lemma 5.4. Olkoon V normiavaruus. Lauseke
Pl(ve)sen) = lim o]

mddrittelee seminormin avaruudessa € (V).

Todistus. Osoitetaan ensin, etta funktio p on hyvin méaritelty: Kaanteisen kolmioepayh-
talon nojalla |[|v;|| — ||v;]|] < ||lvi — vj]|, joten (||vg]|)ken on Cauchyn jono reaalilukujen
joukossa, joten se suppenee kohti raja-arvoa joukossa [0, ocol.

Normin homogeenisuus seuraa Lemmasta ja kolmioepayhtédlo seuraa normiava-
ruuden V' kolmioepéayhtalosté. O]

Lemma 5.5. Olkoon V' normiavaruus ja olkoon || - |l¢n Lemmassa[5.4) médritellyn se-
minormin madriamda normi avarvudessa € (V) /ker p. Kuvaus ¢: V — € (V)/ kerp,

P(v) = (V)gen + kerp,

on lineaarinen isometrinen upotus. Lisiksi p(V') = € (V) / ker p.
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Todistus. Harjoitustehtava. O

Lause 5.6. Olkoon V normiavaruus ja olkoon || - |4 Lemmassa mddaritellyn se-
minormin mddradamd normi avaruudessa € (V) / ker p. Talloin (€' (V')/ kerp, | - [|¢)) on
Banachin avaruus.

Todistus. Olkoon (ck)ren Cauchyn jono avaruudessa €' (V')/ ker p. Muodostetaan Lemman
avulla avaruuden V' Cauchyn jono c.., joka on jonon (c)ren raja-arvo normiavaruu-
dessa €' (V') / ker p.

Jokaisella k € N—{0} valitaan Lemmanavulla v, € V siten, etté ||¢(vg) — i < 7
Talloin (vg)gen on Cauchyn jono avaruudessa V': Olkoon € > 0. Olkoon N, > 0 siten, etté
[en — | < § jajam,n > 2. Téllsin

[on = vmllv = ll¢(vn) = G(om)|| < ll@(vn) = enll + llen = cmll + llem — d(uvm)l| <.

Olkoon siis
Coo = (V) + kerp € € (V) / kerp.

Talloin .

leso = cull < fleoo = dlwr)ll + lo(ve) —eull < e+ 7,
joka saadaan edellisen nojalla pieneksi valitsemalla k riittdvan isoksi. Siis ¢, — ¢, kun
k — oo. O

Seuraus 5.7. Jokainen normiavaruus uppoaa isometrisesti Banachin avaruuden tihedkst
aliavaruudeksi. [

Olkoon V' normiavaruus. Jos on lineaarinen isometrinen upotus ¢: V' — W Banachin
avaruuteen W, jolle (V') = W, niin pari (W,4) on avaruuden V' téiydolhstyméiﬂ

?Usein Banachin avaruutta W sanotaan normiavaruuden V téaydellistymaéksi.

Olkoon X normiavaruuden V' aliavaruus ja olkoon W normiavaruus. Jos lineaarikuvauk-
sille T' € Lin, (X, W) ja T € Lin,(V, W) pétee T'|x = T, niin T on rajoitetun lineaariku-
vauksen T’ rajoitettu jatko avaruudessa V.

Propositio 5.8. Olkoon X normiavaruuden V' tihed aliavaruus ja olkoon W Banachin
avaruus. Jokaisella operaattorilla T € Lin, (X, W), on yksikdsitteinen rajoitettu jatko T
avaruudessa V. Lisiksi ||T|] = ||T||.

Todistus. Harjoitustehtava O
Lause 5.9. Normiavaruuden tdaydellistymd on isometriaa vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Olkoot (i1, W7) ja (iz, W) normiavaruuden V' taydellistymid. Proposition
nojalla isometrialla j5 = iy 0 i7" : i1(V) — Wy on yksikésitteinen jatko rajoitetuksi li-
neaarikuvaukseksi (7/1\2 Wi, — W, ja isometrialla jo = 4, 04y : i5(V) — Wi on yksi-
késitteinen jatko rajoitetuksi lineaarikuvaukseksi jAgl Wy — Wi. Proposition nojalla
1]l = [lje2ll = 1.
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Kuvaus j;o j/l\z on identtisen kuvauksen idy, : i1 (V') rajoitettu jatko ja kuvaus j/\lgo ]/2\1 on
identtisen kuvauksen idy, : io(V') rajoitettu jatko. Rajoitetun jatkon yksikéasitteisyydesté
seuraa, etta jo; 0 j12 = idyy, ja ji12 © jo1 = idy,. Jokaiselle w € W, patee siis

[w]l = ll721 0 r2 (W) < [laa(w)]] < [},

joten ]/1\2 on isometrinen upotus ja vastaavalla tavalla nahdaan, etta jAgl on isometrinen
upotus, joka on edella nahdyn nojalla kuvauksen j;5 kdanteiskuvaus. O

5.3 LP-avaruudet

Olkoon (Z,u) = (Z, A, i) mitta-avaruus: Z # (), B sigma-algebra ja p mitta. Olkoon
1 < p < o0 ja olkoon ZP(Z, i) niiden mitallisten funktioiden f: Z — R avaruus, joille
patee

1715 = [ 1517 de < oo

Integraalin perusominaisuuksien nojalla lauseke || f||, maéaraa seminormin, joka ei yleensa
ole normi. Vastaavasti mééritelladn .£>°(Z, u) niiden mitallisten funktioiden f avaruute-
na, joille

[ flloo = esssup,ez | f(x)] = inf{c > 0: p{y € Z : |f(y)| > ¢} = 0}
on aarellinen.

Lemma 5.10 (Minkowskin epayhtélo). Lauseke ||f|, on seminormi avaruudessa Z£°
kaikilla p > 1 ja p = oo.

Todistus. Mitta- ja integraaliteorian luennoissa. O]

Mitta-ja integraaliteoriasta muistamme, ettd esimerkiksi avaruudessa R varustettuna
Lebesguen mitalla on paljon mitallisia funktioita, jotka ovat 0 melkein kaikkialla. Téllaiset
funktiot muodostavat seminormin || - || ytimen kaikilla p.

Tekijaavaruus
LN Z,p) = ZL2(Z, p) [ ke || - ||,

varustettuna tekijanormilla || - ||, on Lebesguen avaruus, jota kutsutaan LP-avaruudeksi.
Lause 5.11. Lebesguen avaruus on Banachin avaruus kaikilla p.

Todistus. Mitta- ja integraaliteorian luennoissa. O]
Esimerkki 5.12. ?(R) = ZP(N,#) = LP(N, #), kun # on lukuméaaramitta.

Lemma 5.13. [Hélderin epiyhtild] Olkoon (Z,u) mitta-avaruus Jos f € LYW Z,n) ja
g € ZL>%(Z, ), niin fg € LY Z,p) ja

1fglle < I f 112 llglloo -
Olkoon p > 1 ja olkoon p' = - Jos fe L jage L niin fg € LNZ, 1) ja

gl < [1F1lpllgll
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Todistus. Samaan tapaan kuin Lemma [£.11] Mitta- ja integraaliteorian luennoissa. [

Lause 5.14. Olkoon 1 < p < oo tai p = oo. Tdllgin kuvaus T: L (Z, 1) — (LP(Z, )Y,

(Tg)f = /ngdu,
on sometrinen upotus.

Todistus. Kuvaus T' on lineaarinen integraalin lineaarisuuden nojalla.
Holderin epayhtélo (Lemma [5.13)) antaa

To)f1 < [ |fgldu=11fgll < lglly 1711

joten

IT(g)] = sup L]
w0 [f1

Tarkastellaan ensin tapaus p = oo, p’ = 1. Seuraavissa lausekkeissa kidytdmme sopi-
musta § = 0. Méaritelldén kaikille g € L'(Z, ) — {0}

< llglly -

g
fo=2.
7 gl

Tallsin f, € L(Z, 1), |1 f,llee = 1 ja
g
@)fo) = |, g9 g1l

Siis || T'(g)|| = llgll:- /
Jos 1 < p < 0o, niin kaikille g € LP (Z, i) pétee

g ( lgl \7
/ :( ) € (7, n).
= 11 \Tgll

Hngp =1ja

g (1ol \* 1 v
T = |, ( )gdﬂ‘:ﬂ/2|g|p“du=||gupf,

|g| ||g||p’ HgH?
p/

joten [[T'(g)[| = llgllp-
Tapauksessa p = 1 valitaan g € Z°(Z, 1), jolle ||g]|oc # 0 ja jokaiselle € > 0 joukko

Ac{zeZ:]g(2)] > llglle — €}

siten, ettd 0 < u(A) < co. Maaritellaan

_ 1
B =
Talloin || f,]l1 =1 ja ,
T(6)(a) = iy [, 19 2 gl = ¢

joukon A mééritelméin nojalla. Rajalla e — 0 saadaan ||T'(g)|| = |9/ c- O
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Mitta-avaruus (Z, ) on o-adrellinen, jos avaruus Z voidaan esittdd numeroituvana yhdis-
teend aarellismittaisista mitallisista joukoista.

Lause 5.15. Olkoon (Z,u) o-ddrellinen mitta-avaruus ja olkoon 1 < p < oo. Kuvaus
T: L(Z,p) — (L (Z,p))',

(Tg)f = /ngdu,
on 1sometria.

Todistus. Tarvitaan hieman enemmaén mitta- ja integraaliteoriaa kuin kurssilla. Katso
esimerkiksi [EW| Luku 6.3], [Wer, Satz I1.2.4]. Tarkastelemme tapausta p = 2 Hilbertin
avaruuksien yhteydessi Luvussa [8.4] O

Seuraus 5.16. Olkoon Q@ C R™ # () mitallinen ja olkoon X Lebesquen mitta. Olkoon
1 < p < oo. Téllgin kuvaus T: LY (Q,\) — (LP(2,\)),

(Tg)f = [ fodu.

on isometria.

Avaruuden L*° duaali on jalleen monimutkaisempi. Téata aihetta saatetaan kasitelld
kurssilla Reaalianalyysi.

Harjoitustehtavia
5.1. Olkoon V seminormi vektoriavaruudessa V. Osoita, etta
[lv + ker p[| = p(v)

on normi tekijaavaruudessa V/ ker p.

Olkoon V' normiavaruus. Maaritelldan
P((vk)ren) = lim [Jug]
jokaiselle avaruuden V' Cauchyn jonolle (vg)gen. Olkoon ¢: V' — €(V')/ ker p kuvaus

¢(v) = (v)ren + kerp,

joka liittéa vektoriin v € V vakiojonon (v)keny € € (V) luokan tekijaavaruudessa € (V') / ker p.
5.2. Osoita, ettd ¢ on lineaarinen isometrinen upotus.

5.3. Osoita, ettd ¢(V') on normiavaruuden & (V') / ker p tihed aliavaruus.
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Olkoon X normiavaruuden V' tihed vektorialiavaruus. Olkoon W Banachin avaruus ja
olkoon 7' € Liny,(X,W). Jokaisella v € V on avaruuden X jono (zj)ren, jolle patee

v = limy_, Tr. Asetetaan ~
T(v) = lim T(zy).

k—o00

5.4. Osoita, ettd kuvauksen T: V — W mééritelmé on on hyvin asetettu ja ettd se on
riippumaton jonon (z)ren valinnasta. Osoita, ettd 7" on lineaarikuvaus, jolle T'|x = T.

5.5. Osoita, ettd T € Lin,(V, W) ja ettd | T]| = ||T).
5.6. Olkoot T, T € Liny(V, W) kuvauksia, joille T|x = T|x. Osoita, etta 7' = T.

5.7. Osoita, ettd isometrisen upotuksen 7: X — W rajoitettu jatko on isometrinen
upotus.
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Luku 6

Banachin avaruuksien
operaattoriteorian keskeisia lauseita

Tassa luvussa todistamme kolme tarkead Banachin avaruuksien operaattoreita koske-
vaa lausetta. Kaikissa naissé tuloksissa taydellisyys on oleellista ja sita kaytetdan Bairen
lauseen kautta.

6.1 Banachin ja Steinhausin lause

Lause 6.1 (Banachin ja Steinhausin lause eli tasaisen rajoittuneisuuden periaate). Olkoon
X Banachin avaruus ja olkoon Y normiavaruus. Olkoon I indeksijoukko ja olkoot T, €
Ling(X,Y) kaikilla o € 1. Jos joukko {Tox : ov € 1} on rajoitettu kaikilla x € X, niin on
M >0, jolle ||T,|| < M kaikilla o € 1.

Todistus. Olkoon p(z) = ||z||. Joukot

E,={z € X :sup|Tyx| <n}= ﬂ(po Ta)’l[O,n] .
acl o

ovat suljettujen joukkojen leikkauksina suljettuja ja oletuksen nojalla

X =JE,.

a€cl

Bairen lauseen!| nojalla jollain joukolla Ey on sisépiste. Siis jollain # € Ey ja r > 0 pétee
B(z,r) C Ey. Normin ominaisuuksien nojalla —z € Ey, jos ja vain jos € Ey. Joukon
E,, konveksiudesta seuraa, ettd B(0,7) C Ey, joten kaikille v € I pétee

T. N
1Tl = sup 1ol <
fzl|=r T r
Vaitteen luvuksi M voidaan siis valita % O

Lause m
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Jos jono T,, € Liny(X,Y’) suppenee avaruudessa Lin,(X,Y") kohti operaattoria 7', sano-
taan, etta se suppenee tasaisesti tai operaattorinormin suhteen. Jos T,,x — Tx € Y kai-
kille z € X, niin sanotaan, ettd jono T,, on vahvasti suppeneva. Jos on T € Lin,(X,Y),
jolle Tz = lim T,z kaikilla # € X, niin jono T,, suppenee vahvasti kohti operaattoria T[]

*Témé terminologia on hieman murheellista. Lisdksi vield joissain ldhteissd vahva suppeneminen
tarkoittaa suppenemista normin suhteen.

Maaritelméasta on selvéa, ettd vahvasti suppenevan jonon raja-arvo, jos sellainen on,
on yksikésitteinen.

Propositio 6.2. Tuasaisesti suppeneva jono operaattoreita suppenee vahvasti samaan raja-
arvoon.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd vahvasta suppenemisesta ei seuraa tasainen suppe-
neminen:

Esimerkki 6.3. Olkoon T} € Lin, (¢! (K), ¢}(K)),
0, kun j < k
w(j) kunj >k

Tew(j) = {

Talloin Tpw — 0 kaikilla w € £1(K), joten (Ty)ren suppenee vahvasti kohti nollaoperaat-

toria. Kuitenkin
|T|| = sup |[Thex|| =1,

llwllr=1
joten || Ty — 0| = ||T%|| # 0, kun k& — oo.

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd yleisessa tapauksessa vahvasti suppeneva jono ei
valttamatta suppene vahvasti.

Esimerkki 6.4. Harjoitustehtavéssa [4.12| osoitettiin, ettd reaalisten polynomien ava-
ruus R[z] ei ole Banachin avaruus milldén normilla koska silli on numeroituva kanta.
Tarkastellaan avaruutta R[x] normilla

[ fllee = sup |f ()]
z€[0,1]
varustettuna. Olkoon T, € Liny(R[z],R),

1
T.(f) = - f(1——)).
(N =n(f) -1~ )
Nythéan 7;, on selvésti lineaarinen ja

Tl <201l

Lisaksi T,,f — f'(1) kaikilla f € R[z], joten jono T, on vahvasti suppeneva. Jonon
maaraama rajaoperaattori 7: R[z] — R,

Tf=r(1)

on lineaarinen mutta ei rajoitettu: Jos p,(x) = z™, niin ||p,|| = 1 ja Tp, = n kaikilla
n € N. Siis jono T), ei suppene vahvasti avaruudessa (R[z], | - ||).
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Seuraus 6.5. Olkoon X Banachin avaruus ja olkoon Y mnormiavaruus. Olkoon (T),)nen
vahvasti suppeneva jono avaruudessa Liny (X, Y). Tdlloin (T,,)nen Suppenee vahvasti kohti
jotain operaattoria T € Liny(X,Y).

Todistus. Jono T,x on rajoitettu jokaisella x € X koska se on suppeneva. Siis Banachin
ja Steinhausin lauseen nojalla (||7,||)neny on rajoitettu. Maaritellaan kuvaus 7: X —
Y asettamalla

Tr = lim T,z

n—oo

kaikille z € X. Kuten Proposition todistuksessa nahdaan, ettd 7' on lineaarinen ja
rajoitettu. [

6.2 Avoimen kuvauksen lause

Topologisten avaruuksien vélinen kuvaus on avoin, jos jokaisen avoimen joukon kuva on
avoin.

Jos bijektio on jatkuva ja avoin, niin se on homeomorﬁsmi Adérellisulotteisten nor-
miavaruuksien véliset bijektiot ovat homeomorfismeja Proposition nojalla. Harjoitus-
tehtavassa tarkastelimme sellaista esimerkkié rajoitetusta lineaarisesta bijektiosta aa-
retonulotteisten normiavaruuksien vélilla, jonka kadnteiskuvaus ei ole rajoitettu. Avoimen
kuvauksen lause kertoo muun muassa, milloin rajoitettu lineaarinen bijektio on homeo-
morfismi.

Lemma 6.6. Olkoon X normiavaruus ja olkoonY Banachin avaruus. JosT € Lin,(X,Y)
on surjektio, niin on § > 0 siten, ettd

B(0,8) ¢ T(B(0,1)).

Todistus. Koska X = U2, B(0,n) ja T on surjektio, patee
Y= T(B(0,n)).
n=1

Bairen lauseen nojalla on N € N, z € Y ja r > 0, joille B(z,r) C T(B(0,N)). Koska
T(B(0,N)) on symmetrinen, patee myos B(—z,r) C T(B(0, N)). Konveksiuden nojalla

y= (= +9)+ (~= +y)) € T(BO, V)

kaikilla y € B(0,7), joten B(0,7) C T'(B(0,N)) ja siis B(0, i;) C T'(5(0,1)). O

Lause 6.7 (Avoimen kuvauksen lause eli Banachin ja Schauderin lause). Olkoot X ja
Y Banachin avaruuksia ja olkoon T € Lin,(X,Y) surjektiivinen. Tdllgin T on avoin
kuvaus.

2Katso Seuraus
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Todistus. Olkoon T € Lin,(X,Y). Riittda osoittaaﬂ ettd 0 on avoimen yksikkopallon
kuvan sisapiste. Olkoot ¢, > 0 siten, etta

oo
Z€k<1.
k=1

Lemman [6.6] ja lineaarisuuden nojalla jokaisella & € N — {0} on &, > 0 siten, etta

Voimme olettaa, ettd d, — 0, kun k — oc.

Osoitamme, ettda B(0,0;) € TB(0,1). Olkoon y € B(0,0;) C Y. Inkluusion (6.1))
nojalla B(0,0,) € TB(0, ¢;). Tiheyden nojalla on siis z; € B(0, ¢;), jolle ||y —T(z1)|| < Js.
Siis y — T'(z1) € B(0,02), joten vastaavasti inkluusion nojalla on x5 € B(0,€),
jolle ||y — T'(x1) — T'(z2)|| = ||(y — T'(x1)) — T'(x2)|| < 03. Jatkamalla niin saadaan jono
xr € B(0,€), jolle patee

=(E )] < o2

kaikilla k. Sarja > x, suppenee itseisesti, koska
k=1

0o 0o
k=1

k=1

o

Koska X on Banachin avaruus, sarja ) x, suppenee Lauseen nojalla kohti jotain
k=1

pistetta

T=) my EB(O,Zek> C B(0,1),
k=1 k=1
jolle pétee epayhtaloiden (6.2) nojalla Tx = y. Siis B(0,d;) C TB(0,1). H

Seuraus 6.8. Olkoot X ja Y Banachin avaruuksia ja olkoon T € Lin,(X,Y) bijektio.
Tdalloin T on homeomorfismi.

Todistus. Olkoon U C X avoin. Télloin (7T1)~Y(U) = T(U) on avoin, koska T on avoin
kuvaus. Siis 77! on jatkuva. O

Seuraus 6.9. Olkoon V vektoriavaruus, joka on Banachin avaruus normien |- |1 ja || -2
suhteen. Jos on M > 0 siten, ettd kaikille v € V patee ||v||a < M ||v||1, niin normit ||- || ja
| - ||l2 ovat ekvivalentteja.

Todistus. Identtinen kuvaus (V.|| - ||1) — (V] - ||2) on rajoitettu surjektio, joten Avoimen

kuvauksen lauseer[] nojalla sen kiidnteiskuvaus on rajoitettu. Siis on N > 0, jolle |jv[|; <

N o]l O
3Harjoitusteht&va.

4Lause
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Esimerkki 6.10. (1) Harjoitustehtévéssé osoitettiin, ettd normit
Iflli= [ 171
[0,1]

| flloo = Inax | f(z)]

ja

eivit ole ekvivalentteja vektoriavaruudessa C°([0,1]). Kuitenkin pétee

7= [ A< [ e = 1l

joten identtinen kuvaus id: (C°([0,1]), || - l) = (C°([0,1]), ]| - [[1) on jatkuva biektio. Sen
kaanteiskuvaus id: (C([0,1]), ] - 1) — (C°([0,1]),]| - ||oo) €i kuitenkaan ole rajoitettu,
joten id ei ole avoin kuvaus eika siis homeomorfismi. Avoimen kuvauksen lauseen nojalla

normiavaruus (C°([0,1]), || - ||1) ei ole Banachin avaruus.
(2) Olkoon T': >°(K) — ¢>°(K) lineaarikuvaus, joka mééaritellién asettamalla
w(k)
Tw)(k) = —=
(o)) =

jokaiselle w € (*(K) ja jokaiselle £ € N. Harjoitustehtévassa osoitimme, ettd T
on rajoitettu injektio ja ettd T1: T({*(K)) — (*°(K) ei ole rajoitettu. Seurauksen
nojalla T'(¢>°(K)) ei ole suljettu, silli muuten 7~ olisi rajoitettu. Saimme néin siis lyhyen
ratkaisun Harjoitustehtavalle [3.9]

Joskus kuvauksen osoittaminen homeomorfismiksi onnistuu muista syisté ilman avoi-
men kuvauksen lausetta. Nain on esimerkiksi, jos kuvaus saadaan hairitsemalld identtisté
kuvausta maltillisella tavalla:

Lause 6.11 (Neumannin sarja). Olkoon V' Banachin avaruus ja olkoon T € Liny, (X, X),
jolle || T|| < 1. Talloin idx —T on bijektio ja sen kddnteiskuvaus

(idy —T)"'=>_T*"
k=0

on rajoitettu,
1

Ilidx 7))l < — = -
1— |7

Todistus. Harjoitustehtava. O

6.3 Suljetun kuvaajan lause

Lineaarikuvauksen 7": X — Y kuvaaja eli graafi on vektoriavaruuden X x Y vektoriali-
avaruus

G(T)={(x,Tz):z € X} C X xY.

Lemma 6.12. Lineaarikuvauksen T: X — Y kuvaaja on vektoriavaruuden X XY wek-
torialiavaruus.
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Todistus. Harjoitustehtava. O

Lause 6.13 (Suljetun graafin lause). Olkoot X ja Y Banachin avaruuksia. Jos operaat-
torin T: X =Y kuvaaja on suljettu, niin T € Liny(X,Y).

Todistus. Varustetaan X x Y normilla ||(z,y)|1 = ||z] + |ly||. Normiavaruus X x Y on
Banachin avaruus Harjoitustehtavien ja nojalla. Oletuksen mukaan ¥(7) on
Banachin avaruuden suljettuna aliavaruutena Banachin avaruus.

Tarkastellaan rajoitettua lineaarista bijektiota p: ¢4(T) — X,

p(z,Tz) =x.
Avoimen kuvauksen lauseen Seurauksen nojalla p~! on rajoitettu. Siispa
)| + 1T ]| = (I, Tx) || = [lp~ 2]l < [lp~ 2]l

joten
1Tz < (o~ = 1)ll=] O

Esimerkki 6.14. Olkoon A = (a;;);jen, a;; € C &éretén matriisi, jolle patee
o M =supla;;| < oo ja

o A miiria lineaarikuvauksen| A: £1(C) — (*(C) asettamalla

Aw(i) = iaijw(j) .

Osoitetaan suljetun graafin lauseen avulla, ettd operaattori A on rajoitettu.
Olkoon (w,)%%, jono avaruudessa ¢*(C) siten, ettd w, — w € (1(C) ja Aw, — T €
(*(C). Osoitetaan, ettd Aw = 7. Olkoon Ay: ¢*(C) — C funktionaali, joka méaritellain

asettamalla

Apo = Ao (k)
kaikille o € ¢*(C). T&ll5in

Aol =13 ao(§)] < D lasllo ()] < Mlo]ls
j j

kaikille o € £*(C), joten A on rajoitettu. Siis

n—oo n—00

kaikilla k, joten (w,7) € 4(A). Suljetun graafin lauseen nojalla A on rajoitettu operaat-

tori.

®Huomaa, etté esimerkiksi vakiomatriisi a;; = 1 ei méiérdé tillaista kuvausta.
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Harjoitustehtavia

6.1. Olkoon T} : d*°(K) — K, Tyw = kw(k). Osoita, kuvausten T} avulla, ettd Banachin
ja Steinhausin lause ei pade ilman méarittelyavaruuden taydellisyytta.

6.2. Osoita, ettéd tasaisesti suppeneva jono operaattoreita suppenee vahvasti.

6.3. Olkoon X Banachin avaruus ja olkoon Y normiavaruus. Olkoot T} € Lin,(X,Y)
siten, ettd sup,qy ||Tk|| = co. Osoita, ettd on zq € X, jolle supyey || Txolly = oo.

6.4. Olkoot X ja Y normiavaruuksia. Osoita, ettd lineaarikuvaus T: X — Y on avoin
kuvaus, jos 0 on avoimen yksikkdpallon kuvan T'(B(0, 1)) sisapiste.

6.5. Olkoon i1o: /}(R) — (*(R) kuvaus ¢(w) = w. Rajoittamalla maalijoukkoa saadaan
kuvaus i12: £1(R) — i55(¢*(R)), joka on rajoitettu lineaarinen surjektio. Osoita, etti se ei
ole avoin[f]

6.6. Olkoon X Banachin avaruus ja olkoon 7" € Liny, (X, X) siten, ettéd ||T|| < 1. Osoita,
ettd sarja Y20 TF suppenee ja madrdid kuvauksen idy —7T kidnteiskuvauksen. Osoita,

etta ]
I(idx =T)7!|| € —=-
L7

Olkoot X ja Y Banachin avaruuksia ja olkoon 7' € Liny(X,Y") injektio.

6.7. Osoita, ettd jos T'(X) on suljettu, niin jollekin 5 > 0 patee ||[Tz| > S| x| kaikille
re X[

6.8. Osoita, ettd jos jollekin 8 > 0 patee ||Tz|| > f||z| kaikille z € X, niin T(X) on
suljettu. [f

6.9. Osoita, etta lineaarikuvauksen 7T: X — Y kuvaaja on vektoriavaruuden X xY vek-
torialiavaruus.

6Kannattaa ehki ajatella aliavaruutta d?(R) C £2(R).
"Kéytd avoimen kuvauksen lausetta.
8Mité oletus kertoo kuvauksesta 771: T(X) — X?

30. huhtikuuta 2018






Osa 11

Hilbertin avaruudet

30. huhtikuuta 2018 57






Luku 7

Sisatuloavaruudet

Tassé luvussa aloitamme sisatuloavaruuksien tarkastelun. Havaitsemme, etté sisdtuloava-
ruudet antavat mielenkiintoiseia esimerkkejé normiavaruuksista.

7.1 Sisatuloavaruus

Olkoon V' K-vektoriavaruus. Kuvaus (- | -): V x V — K on sisitulo, jos
(1) (v |v) >0 kaikille v € V ja (v | v) = 0, jos ja vain jos v = 0,

(2) kuvaus v — (v | v9) on funktionaali kaikille vy € V/,

(3) (v|w) = (w|v) kaikille v,w € V.

Pari (V, (- | )) on sisidtuloavaruus.

Olkoot V' ja W ja Z kompleksisia vektoriavaruuksia. Kuvaus F': V' — W on antilineaari-
nenﬂ, jos F(\) = v kaikille v € V ja A € C.

Jos X, Y ja U ovat K-vektoriavaruuksia, niin kuvaus B: X Xy — U on bilineaarinen,
jos kuvaukset v — B(v,wy) w — (vg,w) ovat lineaarisia kaikille wy € W ja kaikille
vy € V. Kuvaus S: V. x W — Z on sesquilineaarinen[] jos kuvaus v — S(v,wp) on
lineaarinen kaikille wg € W ja kuvaus w — (v, w) on antilineaarinen kaikille vy € V.

%ai konjugaattilineaarinen
bsesquizlé, latinaa

Reaalisen sisatuloavaruuden sisédtulo on bilineaarinen ja kompleksinen sisdatulo on sesqui-
lineaarinen, koska se on antilineaarinen jalkimmaisen argumentin suhteen.
Esimerkki 7.1. (1) Tavallinen sisdtulo avaruudessa R™.
(2) Sisatulo

n
(z | w) =" z Wy
k=1
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avaruudessa C".

(3) Olkoon (Z, p) mitta-avaruus. Avaruuden L?*(Z, 1) luonnollinen sisitulo on

(Fl9)= [ fadn.

Maarittely onnistuu tasmaélleen eksponentilla 2 Holderin epayhtélon nojalla koska 2" = 2.
Erityisesti avaruudet ¢?(K) ovat sisidtuloavaruuksia sisétulolla

] ") =k§_°:w<k>f<k>.

(4) Mitta~-avaruuden (Z, 1) nelidintegroituvien mitallisten kompleksiarvoisten funktioiden
Lebesguen avaruus L4(Z, u)on on sisédtuloavaruus varustettuna sisitulolla

(Fl9)= [ fadn.

Sisdtulon ominaisuudet tarkastetaan kuten reaalisessa tapauksessa, jalkimmaisen funktion
kompleksikonjugointi takaa, ettd ominaisuus (3) saadaan voimaan.

(5) Jos (V, (- | )v) on sisdtuloavaruus ja W C V on vektorialiavaruus, niin W varustet-
tuna sisdtulolla (- | -)y on sisdtuloavaruus.

Propositio 7.2 (Cauchyn epayhtélo). Olkoon V' sisdtuloavaruus. Kaikille x,y € V' pditee
(@ P < (@]2)(y]y).
Epayhtdilossd patee yhtdsuuruus, jos ja vain jos x ja y ovat lineaarisesti riippuvia.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd z,y € V — {0}. Kaikille A € K pétee

0< (x4 My e+ Xy)=(]z)+ X[y + Ay |z)+ Ay ]y). (7.1)
Valitsemalla @1y
_ @1y
A= (v]w)
saadaan
T S I P (A1)
O ] >+\(m) ans

josta haluttu epayhtald seuraa siistimallé lauseketta.
Jos Cauchyn epéayhtélossa patee yhtdsuuruus, niin epayhtalossa (7.1) patee yhtasuu-

ruus, kun A = — & Sijg
(yly)
o= (o= el |l
(W ly) W ly)
joten z = &y, ]
(yly)
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7.2 Sisatuloavaruus normiavaruutena
Propositio 7.3. Sisdtulo mddarittelee normin lausekkeella
]| = /(x| ).
Todistus. Harjoitustehtéva. O
Jos ei muuta erikseen mainita, niin sisdtuloavaruudessa kaytetaan téta normia.

Lemma 7.4. Olkoon V sisdtuloavaruus. Kaikille x,y € V' pdtee

R 1 2 o 2
e(z]y) 14(H:1: —l—yH ) I y|| )2 (Polaarikaavat)
Im(z [ y) = 3([|[x +iy||* — [z — iy]*)
Jja
||z + y||2 + ||z — y||2 = 2||x||2 + 2Hy||2 . (Suunnikasséénto)
Todistus. Suora lasku, harjoitustehtava. O]

Olkoot X, Y sisdtuloavaruuksia. Lineaarikuvaus L: X — Y on (sisdtuloavaruuksien) iso-

morfismi, jos
(Ll’l | LCL’Q) = (l’l | [I)Q)

kaikille x1, x5 € X.

Propositio 7.5. Olkoot X,Y sisdtuloavaruuksia. Lineaarikuvaus L: X — Y on sisdtu-
loavaruuksien isomorfismi, jos ja vain jos se on normiavaruuksien X ja 'Y isometria.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]

Esimerkki 7.6. Suunnikassidénto ei ole voimassa normiavaruudessa (R?, ||-||,,), jos p # 2:
2
2[(L,0)l5 + 211(0, Iy = 4 =227 = [|(1, [l + (1, D)5

pitee tésmélleen silloin, kun p = 2. Proposition [7.4] nojalla normi || - |, ei ole sisdtulon
maaraama normi. Samalla tavalla nahdéaédn, ettd ¢7(K) on sisatuloavaruus, jos ja vain jos
p=2.

Lause 7.7. Jokainen normiavaruus, jossa pdatee suunnikassadnto on sisatuloavaruuden
maaraama.

Todistus. Osoitetaan, ettd polaarikaavassa esiintyvét lausekkeet méarittelevit sisdtulon
asettamalla

1 i , .
(@ y) = Uz +yl* = llz = yI*) + (e + iyl* = llo = iy]*)

ja ettd nain saatu sisdtulo maaraé alkuperéisen normin. Katso yksityiskohdat esimerkiksi
[Wer|, Satz V.1.7], [Eri, Thm. 6.1.5]. O
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Lemma 7.8. Olkoon (V, (-|-)) sisdtuloavaruus. Sisdtulon mddrdidmd normi on aidosti su-
badditiivinen:
[z +yll < ll=ll + {1yl

ellei © = \y tai y = Ax jollain A\ > 0.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

Lemma 7.9. Olkoon (V,(- | -)) sisdtuloavaruus. Funktionaali v — (v | vg) on rajoitettu
jokaisella vg € V. Sisdtulo on jatkuva bilineaarikuvaus avaruudesta V x V' kuntaan K.

Todistus. Olkoon vy € V ja olkoon h: V' — K kuvaus h(v) = (v | vg). Cauchyn epéyhtélon
nojalla
()] = 1(v [ vo)| < f[wolll[o]] -

Toinen vaite jatetaan harjoitustehtéavaksi. O]

7.3 Hilbertin avaruus

Jos sisdtuloavaruus V' on normiavaruutena téydellinen, niin V' on Hilbertin avaruus.

Esimerkki 7.10. (1) Avaruuden L?(Z, i) luonnollista sisituloa vastaava normi on L?2-
normi: Jos f € L*(Z, ), niin

(10 = [ fFdu= [ |fPan= 1115

Lauseen nojalla L?(Z, 1) on Hilbertin avaruus. Erityisesti neliGsummautuvien jonojen
avaruus ¢*(K) on Hilbertin avaruus. Tamé seuraa erikoistapauksena Lauseesta ja
todistettiin myos duaalia tarkasteltaessa Seurauksessa [4.16|

(2) Koska Proposition nojalla 7(K) C (*(K) kaikilla 1 < p < 2, niin myos ?(K)
on sisdtuloavaruus, kun se varustetaan avaruuden ¢?(K) sisitulolla. Se ei kuitenkaan ole
taydellinen kuten harjoitustehtavassa osoitettiin.

On helppo nihdé, ettd kaikilla luokilla f € L%([a,b]) ei ole jatkuvaa edustajaa. Kom-
paktin vilin jatkuvat funktiot ovat inegroituvia, joten C°([a,b]) on luonnollisella tavalla
avaruuden C L?([a,b]) aliavaruus. Seuraavan tuloksen mukaan C°([a,b]) C L?*([a,b]) on
tihed aliavaruus, joten sisdtuloavaruus C°([a, b]) ei ole Hilbertin avaruus. Todistuksessa
tarvitaan mittateorian koneistoa.

Propositio 7.11. C°%([a, b]) on Hilbertin avaruuden L?([a,b]) tihed aliavaruus.

Todistus. Mitta- ja integraaliteorian kurssilla osoitetaan, etté reaaliselle mitalliselle funk-
tiolle, joka ei saa negatiivisia arvoja on kasvava jono (si)ren vksinkertaisia funktioita,
joka suppenee pisteittiin funktioon f. Kun f € L?*([a,b]), niin s, € L?*([a,b]). Koska
|f — sk < f kaikilla k € N, niin dominoidun konvergenssin lauseen[] mukaan s, — f ava-
ruudessa L?([a, b]), kun k — oo.. Erityisesti ||sp|lcc < 0o kaikilla k € N

I Mitta-ja integraaliteorian kurssilla
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Olkoon € > 0. Lusinin lauseen [Rud, Thm. 2.24| mukaan jokaisella f € L*([a,b]) ja
jokaisella € > 0 on g € C%([a, b]), jolle joukon

{tela]: 1(t) # (1))

mitta on korkeintaan e ja lisiksi [[glloc < supgeiqy [f(s)]- Télloin erityisesti jokaiselle
yksinkertaiselle funktiolle s on jatkuva g, jolle patee

lg = sll2 < vVe2lsllo -
Siis CY([a, b]) on tihed avaruudessa L?([a, b]). O

Sisatuloavaruus taydellistdéd Hilbertin avaruudeksi samalla tavalla kuin normiavaruus
voidaan taydellistad Banachin avaruudeksi.

Lause 7.12. Olkoon V' sisatuloavaruus. Talloin on isomorfismia vaille yksikdsitteinen
Hilbertin avaruus V' ja isomorfinen upotus ¢: V' — V siten, ettd ¢(V') on tihed aliavaruus.

Todistus. Lauseen nojalla on isometriaa vaille yksikésitteinen Banachin avaruus v,
johon V uppoaa tihedksi aliavaruudeksi. Kaikille x,y € V on jonot g, yr € V siten, etta
d(xy) =  ja é(yr) — y, kun k — 0.

Cauchyn epéayhtilon nojalla

(x| ye) = (@ | ya)| = | L) = (@ ) + (@ | ) = (2 | )|
= |G | w5 = yn) = (@0 — 20 | )|
[ |y = )| + |0 — | )|
&l lye = ynll = llzn — @il {1ynll -
Koska Cauchyn jonot xj,y, ovat rajoitettuja ja kayttamalla Cauchyn ehtoa, ndhdaén,
ettd jono ((zx|yx))r on Cauchyn jono kunnassa K, joten se suppenee. Asetetaan

(x|y) = ,}g{}o(fck | Yi) -

Tamé madritelma on riippumaton jonojen xy, yr € V valinnasta Lemman nojalla.

Funktio (z,y) — (z | y) on reaalisessa tapauksessa bilineaarinen ja kompleksisessa
tapauksessa sesquilineaarinen: Ensimmaiselle komponentille lineaarisuus néhdaan raja-
arvolaskulla

Az +py | 2z) = lim (Azy + e | 21)
= A\ lim (@, | 2) + p lim (yg | 22))
k—o0 k—o0
=Mz |2) +ply | 2)
ja toiselle samaan tapaan. Myos sisdtulon (anti)symmetrisyysehto on helppo tarkastaa.

Varmistetaan vield, ettd (x | x) > 0 kaikille x # 0: Koska ¢(zx) — x, kun k — oo, pétee
jostain indeksista N lahtien

[l

(i | ) = el = o) > 12
[Ed]

joten funktion (- | -) méadritelméan nojalla (x | x) > 7' > 0. O

2Reaalianalyysin kurssilla.
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Itse asiassa Lauseen todistuksen loppua tarkastelemalla huomataan, etta

(@ | zi) < (@n [ ) = [lowll* = No(z)|* — ll=[I*,

kun k — 0o, joten avaruuden V normi on, kuten pitdékin, sisitulon (- | -) maArdama.

Lause voidaan todistaa myos Lauseen avulla, kun osoitetaan, etta sisatuloa-
varuutta vastaavan normiavaruuden taydellistymassa péatee suunnikassaanto. Tallainen
todistus esitetaan muun muassa kirjoissa [Eri] ja [Wer].

Harjoitustehtavia

7.1. Olkoon (V, (+]-)) sisdtuloavaruus. Oletetaan, etta vektoreille u,v € V' pétee

(@ |u) = (z|v)
kaikilla x € V. Osoita, ettd u = v.

7.2. Osoita, ettd sisdtulo maarad normin lausekkeella

2]l = /(2 | ).

7.3. Osoita, ettd Propositio|7.3|ei pdde kompleksisessa vektoriavaruudessa, jos sisatulon
madritelmén ehto (3) korvataan symmetrisyysvaatimuksella (v | w) = (w | v) kaikille
v,we V.

7.4. Olkoon (V,(- | -)) kompleksinen sisatuloavaruus. Todista, ettd kaikille x,y € V
patee

1
Re (x| ) = (I +yl* ~ Iz~ y]*)

7.5. Olkoon (V,(- | -)) kompleksinen sisiatuloavaruus. Todista, ettd kaikille z,y € V
patee

1 . )
e | ) = 5 (e +igll* = llz — iy]*) .

7.6. Olkoot Hi ja H, sisdtuloavaruuksia. Olkoon ¢: H; — Hs isometrinen lineaarinen
bijektio. Osoita, etta

(@(x) | 6(y)) = ([ y)
kaikille z,y € H;.
7.7. Osoita, etta sisdtuloavaruuden normille patee suunnikassaanto.
7.8. Osoita, ettéd suunnikassédénto ei ole voimassa normiavaruudessa ¢7(K), kun p # 2.
7.9. Olkoon (V, (- | -)) sisdtuloavaruus. Osoita, etté sisdtulon mééraama normi on aidosti

subadditiivinen: Kaikille z,y € V' patee

lz 4+ yll < =l +

ellei z = Ay tai y = Az jollain A > 0.

7.10. Osoita, etté || - ||; ei ole aidosti subadditiivinen normi avaruudessa R?.
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7.11. Olkoon (V, (-]-)) sisituloavaruus. Osoita, ettd sisitulo on jatkuva kuvaus avaruu-
desta V' x V kuntaan K.

7.12. Osoita esimerkilld, etta sisatuloavaruus C°([0, 1]) € L?([0, 1]) ei ole Hilbertin ava-
ruus.

7.13. Osoita, ettid Banachin avaruuden C°([0, 1]) normi ei ole sisdtulon mairadma.

7.14. Olkoon (z%)72, Hilbertin avaruuden H jono ja olkoon x € H siten, ettd pétee
klim (2 | z) = (x| ) ja klim llxk|] = ||z||. Osoita, etté jono (x)7, suppenee ja ettéd sen
— 00 —00

raja-arvo on .

7.15. Anna esimerkki Hilbertin avaruudesta H ja jonosta (hy)gen, hx € H kaikilla k € N
siten, ettéa klim (hi | ) = (0 | x) kaikille z € H ja jono (hg)ren i suppene nollavektoriin.
—00

7.16. Olkoon (V, (- | -) sisatuloavaruus, olkoon W vektoriavaruus ja olkoon ®: W — V/
lineaarinen bijektio. Osoita, ettéd lauseke (wy | wy) = (P(wq) | P(ws)) médrittelee sisétulon
avaruudessa W.

7.17. Olkoot a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d. Anna esimerkki isometrisestd isomorfismista

g: L*([a,b]) — L*([c,d]).

30. huhtikuuta 2018






Luku 8

Hilbertin avaruuden geometriaa

Tassa luvussa tarkastelemme konvekseja joukkoja sisatuloavaruuksissa. Maarittelemme
lahimmén pisteen kuvauksen konveksille osajoukolle Hilbertin avaruudessa ja sen erikois-
tapauksena saamme ortogonaaliprojektion, kun konveksi joukko on suljettu vektorialiava-
ruus. Luvun lopuksi todistamme Fréchet’n ja Rieszin esityslauseen, joka antaa isometrisen
isomorfismin Hilbertin avaruudesta duaalinsa.

8.1 Konveksit joukot ja lahimman pisteen kuvaus

Normiavaruuden suljetut pallot ovat konvekseja kolmioepédyhtdlon nojalla. Sisdtuloava-
ruksien normeilla on vahvempi ominaisuus:

Seuraus 8.1. Sisdtuloavaruudessa suljetut pallot ovat aidosti konvekseja.

Todistus. Riittda osoittaa viite pallolle B(0,1). Olkoot z,y € V, ||z|, |lyll < 1, z # y. Jos
x ja y ovat samalla séiteelld, niin

lsz 4 (1 = s)yll < max(|[z[], [y[l) -
Muuten taas Lemman [7.§ nojalla
[sz + (1 =s)yl| < sllzfl + (1 =s)llyll <1. O

Esimerkki 8.2. (1) Normiavaruuden (R? || - ||o) suljetut pallot eivit ole aidosti kon-
vekseja: pisteita(1, —1) ja(1, 1) yhdistava jana sisiltyy suljetun yksikképallon reunaan.

(3) Normiavaruuksien (R?, || -||,) suljetut pallot ovat aidosti konvekseja, kun 1 < p < oo
vaikka vain || - ||2 on sisdtulon maaraama normi.

Lause 8.3. Olkoon H Hilbertin avaruus. Olkoon K C H suljettu konveksi osajoukko.
Jokaiselle h € H on yksikdsitteinen hx € K, jolle

= hacll = pnf | K| = d(h, K.

Katso kuva
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Todistus. Siirtamalla joukkoa K voimme olettaa, ettd h = 0. Etdisyyden maéaritelman
nojalla on pisteet k; € K, joille ||k;|| — d(0, K), kun j — oco. Osoitetaan, etta (k;);en on
Cauchyn jono. Koska 3(k,, + kn,) € K konveksisuuden nojalla, niin

1
|50k + k)| = (0, K)
kaikilla n, m € N. Suunnikassaénnoén nojalla
e = Fonl® = 2([1Enl® + Vom 1) = [[(kn + k) |* = 0,

kun n,m — oo, silla ||k;|| — d(0, K), kun j — oo. Siis jono (k;)jen on Cauchyn jono
Hilbertin avaruuden suljetussa osajoukossa K. Siis se suppenee kohti jotain pistetta kj, €
K. Koska jonolta (k;)jen el edellytetty muuta kuin [|k;|| — d(0, K'), kun j — oo, piste
hg on yksikasitteinen ldhin piste. O

Pisteen hx yksikésitteisyytta voi perustella myos pallon B(0, ||k ||) aidolla konveksiu-
della: Jos olisi k, € K — ky, joille [|ky|| = ||k, ||, niin 3(k, + k;) € K ja normin aidon
subadditiivisuuden nojalla ||3 (ks + k)| < ||k4||, miké on ristiriita

Lauseen vaite ei pade kaikissa Banachin avaruuksissa.

Esimerkki 8.4. Olkoon K Banachin avaruuden (R?, |- ||« ) aliavaruus R x {0} ja olkoon
h = (0,1). Talloin d(h, K) = 1 = d(h, (0, s)) kaikilla —1 < s < 1.

Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon K C H suljettu konveksi osajoukko. Lahimman
pisteen kuvaus Pgx: H — K on kuvaus, jolle pétee

1 = P (h)|| = d(h, K)
kaikilla h € H.

Lauseen nojalla lahimmén pisteen kuvaus on hyvin méaritelty.
Esimerkki 8.5. Olkoon V sisatuloavaruus. Tall6in
T , jos z € B(0,1)

PE(O,l)(x): T muuten.

]

Seuraava tulos on ldhimmaén pisteen karakterisointi sisatulon ja varsinkin reaalisessa
tapauksessa kulman avulla:

Propositio 8.6. Olkoon H Hilbertin avaruus. Olkoon K C H suljettu konveksi osajoukko.
Olkoot h € H ja k € K. Talloin ||h — k|| = d(h, K), jos ja vain jos

Re(h—k|z—k) <0
kaikilla z € K.

Todistus. Oletetaan, ettd ||h — k|| = d(h, K). Olkoon z € K ja olkoon 0 < t < 1.
Konveksiuden nojalla k + t(z — k) € K, joten

|h—Kk|?<||h—(k+t(z—k)||>=|h—k|*—2t Re(h—k |z —k)+t*|z—K|?.
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Siis ;
Re(h—k|z—k) < §Hz—k\|2

kaikille 0 < t < 1, mistd Re (h — k | z — k) < 0 seuraakin.
Oletetaan, etta kaikille z € K péatee Re (h — k | z — k) < 0. Télloin

Ih—=z*=llh =k = (z=k)|* = [lh = kl|* = 2Re(h =k | 2 = k) + ||z = K[> > [|h — K|]?
kaikille z € K, joten k£ on lahin piste. O

Reaalisessa tapauksessa muistamme aiemmilta kursseilta, ettd Proposition ehto
(h—k | z—k) <0 on yhtépitéva sen kanssa, ettd vektorien h — k ja z — k vélinen kulma
on vahintaan 7.

Seuraus 8.7. Olkoon H Hilbertin avaruus. Olkoon K C H suljettu konveksi osajoukko ja
olkoon Py : H — K lihimmdn pisteen kuvaus. Kaikille x,y € H pdtee

[1Pr(x) = Pr ()|l < [l =yl

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

8.2 Ortogonaalisuus
Olkoon V sisatuloavaruus. Vektorit v,w € V' ovat ortogonaalisia, v L w, jos (w | v) = 0.

Lemma 8.8 (Pythagoraan lause). Jos (x | y) =0, niin
l1* + llyll* = llz + ylI* -
Todistus. ||[z+y|* = (z+y |z+y) = (@ [2)+ (@ [y)+y | 2)+(y | y) = |z +]lyl]*. O
Osajoukon A C V ortogonaalikomplementti on
At ={veV:(v|a)=0Vac A}.
Propositio 8.9. Olkoon V sisdtuloavaruus. Jokaisen osajoukon A C 'V ortogonaali-

komplementti on suljettu aliavaruus.

Todistus. Lemman nojalla kuvaus h,: V' — K, h(a) = (v | a) on rajoitettu funktio-
naali jokaisella a € A. Seurauksen [3.6| nojalla ker h, on avaruuden V suljettu aliavaruus.
Siis
At =) kerh,
acA

on suljettu aliavaruus. O
Propositio 8.10. Olkoon V sisdtuloavaruus. Tdllgin
(1) kaikille osajoukoille B C A C 'V pitee A* C B*.

=1

(2) kaikille aliavaruuksille U C V pitee U+ = U .
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(3) kaikille osajoukoille A pitee A C (A+)L.
(4) {0} =V ja V= {0}.
(5) Kaikille A C 'V pitee AN A+ C {0}.

Todistus. (1) on selva.

(2) Kohdan (1) nojalla pétee U" C U*. Osoitetaan inkluusio toiseen suuntaan. Olkoon
v € U*. Jokaiselle u € U on jono vektoreita u, € U, jolle pétee limy_,oo up = u. Koska
kuvaus x — (z | v) on jatkuva Lemman [7.9 nojalla, saadaan

(u]v) = lim (ug | v) = lim 0 =0.
k—ro0 k—o0

Siis U+ c U™

(3) Harjoitustehtavé.

(4) (0 | v) = 0 kaikille v € V, joten {0}+ = V. Koska jokaiselle v € V — {0} pitee
(v]v)>0,v¢V™L Siis VI = {0}.

(5) Todistetaan samalla paattelylla kuin kohdan (4) jalkimmé&inen véite. O
Seuraus 8.11. Jos H on sisituloavaruuden tihed aliavaruus, niin H+ = {0}.

Todistus. Seuraa Proposition kohdista (2) ja (4). O

8.3 Ortogonaaliprojektio

Lause 8.12. Olkoon H Hilbertin avaruus. Olkoon U C H suljettu aliavaruus ja olkoon
w € U. Tillgin h —u € UL, jos ja vain jos ||h — u|| = d(h,U).

Todistus. Oletetaan, ettd, h — v € UL. Talloin kaikille z € U péitee
O=(h—ulz—u)=2Re(h—u|z—u).

Proposition [8.6| nojalla ||h — u|| = d(h, U).
Oletetaan sitten, etta ||h — u|| = d(h,U). Kaikilla z € U ja t € K pétee Proposition
nojalla

0>Re(h—u|(u+tz)—u)=Re(h—u|tz)=Re(t(h—u|z)).

Valitsemalla t = (h —u | 2) saadaan |(h —u | 2)|* < 0 kaikilla 2 € U, joten (h—u | 2) =0
kaikilla z € U. L

Seuraus 8.13. Olkoon H Hilbertin avaruus. Olkoon U C H suljettu aliavaruus. Jokaiselle
h € H on yksikisitteinen hy € U, jolle h — hy € UL ja

lh = holl = d(h, U) .

Todistus. Lauseen [8.3] nojalla aliavaruudessa U on yksikésitteinen lahin piste hy. Véite
h — hy € U' seuraa Lauseesta [8.12) O
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Olkoot X ja Y vektoriavaruuden V aliavaruuksia. Jos jokainen v € V voidaan esittaé
yksikasitteisesti muodossa v = x + y joillekin z € X ja y € Y, niin V on aliavaruuksien
X ja 'Y suora summa,

V=XV

Jos V on sisdtuloavaruus ja X ja Y ovat lisdksi ortogonaalisia, niin V' on aliavaruuksien
X ja 'Y ortogonaalinen suora summa,

i
V=XaV

Seuraus 8.14. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon U sen suljettu aliavaruus. Tdlloin
1
H=UaU".

Todistus. Seurauksen [8.13| nojalla jokaisella vektorilla h € H on esitys h = u + p, missa
weUjapeUr. Josonu,v€Uijap,q€ UL, joille u +p=h = v + ¢, niin

Usu—v=q—peU,
joten u = v ja p = q, joten esitys on yksikasitteinen. O]

Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon U C H suljettu aliavaruus. Lahimmén pisteen
kuvaus Py: H — H suljetulle aliavaruudelle U on ortogonaaliprojektio aliavaruudelle U.

Propositio 8.15. Olkoon U Hilbertin avaruuden H suljettu aliavaruus. Ortogonaali-
projektio Py on rajoitettu lineaarikuvaus, jolle pdtee ||Pyll < 1 ja jos U # {0}, niin
[Pyl = 1.

Todistus. Osoitetaan kuvauksen lineaarisuus. Olkoot x,y € H ja olkoot A, u € K. Tall6in
x— Pyx e Ut jay — Pyy € U*. Koska U ja Ut ovat aliavaruuksia, péitee

APyx + uPyy € U
ja
Az + py — (APya + pPuy) = Ma — Pux) + ply — Pyy) € U™

Siis Py(Ax + py) = APyx + pPyy.
Pythagoraan lauseen nojalla kaikille x € H pétee

l]* = | Pua|l* + |z — Pyz||* = || Pyz|,
joten | Py|| < 1. Jos x € U — {0}, niin Pyz = z, joten ||Py| = 1. O
Propositio 8.16. Olkoon U Hilbertin avaruuden H suljettu aliavaruus.
(1) Pyo Py =Py,
(2) ker Py = U+,
(3) id —Py = Pyu.
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(4) (Pyx |y) = (x| Pyy) kaikille x,y € H.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon U sen suljettu aliavaruus. Proposition no-
jalla U~ on suljettu aliavaruus, joten ortogonaaliprojektio avaruudelle U+ on médritelty.
Seurauksen nojalla jokaiselle h € H pétee

h — PUh + PULh .
Pythagoraan lauseen nojalla
IAl* = | Pohl* + || Py bl
Seuraus 8.17. (U+)t =U.

Todistus. Koska U on suljettu aliavaruus, saamme kohdan (3) ja Proposition m
kohdan (2) nojalla

Prp=id—Pz. =id—Py. = Pyuv
Siis U+ =T. O
Seuraus 8.18. Jos U on Hilbertin avaruuden H suljettu aito aliavaruus, niin U+ # {0}.
Jos M # 0 on Hilbertin avaruuden H osajoukko, niin (M) on tihed, jos ja vain jos

+ = {o}.

Todistus. Jos U on suljettu aito aliavaruus, niin U = U+ # H, joten U+ # {0}. m

8.4 Fréchet’n ja Rieszin esityslause

Lauseessa osoitimme, ettd £2(K) on isometrisesti isomorfinen duaalinsa kanssa. Téssd
luvussa muun muassa yleistimme taman tuloksen kaikille Hilbertin avaruuksille.

Propositio 8.19. Olkoon H sisdtuloavaruus ja olkoon T: H — H' kuvaus

(Ty)(z) = (z | y)

kaikille x,y € H. Kuvaus T on lineaarinen isometrinen upotus, jos K = R. Se on konju-
gaattilineaarinen isometrinen upotus, jos K = C.

Todistus. Harjoitus. O]

Esimerkki 8.20. Jos H = (*(K), niin Proposition kuvaus T" on sama kuin Luvussa
madritelty 7"

o0

(TTw=(w]|T1)= Z

Tieddmme siis Lauseen nojalla, ettd T': (?(K) — (¢*(K))" on isometrinen isomorfismi.

Lause 8.21 (Fréchet’'n ja Rieszin esityslause). Olkoon H Hilbertin avaruus. Jokaisella
y € H' on yksikasitteinen y € H, jolle

Y(z)=(z]y)
kaikille x € H. Lisdiksi ||y']] = ||yll-
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Todistus. Jos y' = 0, valitaan y = 0. Olkoon y’ # 0. Talléin ker 3’ on Hilbertin avaruuden
H suljettu aito aliavaruus. Seurauksen nojalla on (ker ')+ # {0}. Rajoittumakuvaus
Y'|(ery)~ ON injektio, koska se on lineaarikuvaus ja ytimen mééritelmén nojalla pétee
y'(2) # 0 kaikilla z € (kery')* — {0}. Siis dim(kery/)* = 1.

Olkoon z € (kery')* — {0} ja olkoon x € H. T&lloin ¢/(z)x — ¢/(z)z € kery/, joten

0=(y(z)e—y(2)z]2) =y (2)(x|2) —y(2)]],

josta jarjestamalla saadaan
/ y'(2) )
y'(z) = (x z .
I1=]]?

kaikille x € H. Pisteen y yksikésitteisyys seuraa Harjoitustehtavasta [7.1}
Viite ||y'|| = ||ly|| seuraa Propositiosta [3.19] O

Nyt saamme taydennettya Proposition hienoksi tulokseksi.

Seuraus 8.22. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon T: H — H' kuvaus

(Tx)(y) = (y | z)

kaikille x,y € H. Kuvaus T on lineaarinen isometrinen isomorfismi, jos K = R. Se on
konjugaattilineaarinen isometrinen kuvaus, jos K = C. [

Seuraus 8.23. H' on Hilbertin avaruus sisdatulolla
(@' |y)= (T | T '),

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

Harjoitustehtavia

8.1. Olkoon
A={feco,1): f(1) =1},

Osoita, ettd A on normiavaruuden C°([0, 1]) suljettu konveksi osajoukko, jossa on déret-
toman monta normin minimoivaa alkiota.

8.2. Olkoon .
B={reco.1): f(0) =0, [ fyde—1}.

0
Osoita, ettd B on normiavaruuden C°([0,1]) suljettu konveksi osajoukko, jossa ei ole
normin minimoivaa alkiota.
8.3. Olkoon H Hilbertin avaruus. Olkoon K C H suljettu konveksi osajoukko ja olkoon
Py : H — K lahimmén pisteen kuvaus. Osoita, etta kaikille x,y € H péiteeE]

1Pk (x) = Px)ll < llz =yl

2Kayté Propositiota molempien pisteiden kuville, tee hieman laskelmia ja kdytd Cauchyn epéyh-
taloa.
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8.4. Olkoon H Hilbertin avaruus. Osoita, etti A C (A1)* kaikille A C H. Anna esi-
merkki jonkin sisituloavaruuden aliavaruudesta A, jolle (A1) # A.

8.5. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon U avaruuden H suljettu aliavaruus. Osoita,
etta

(1) ker Py = U+,
(2) id—Py = Py

8.6. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon U avaruuden H suljettu aliavaruus. Osoita,
ettd (Pyx | y) = (x| Pyy) kaikille z,y € H.

Olkoon P € Liny(H, H) operaattori, jolle patee Po P = P ja (z | Py) = (Pz | y) kaikille
x,y € H.

8.7. Osoita, etta U = P(H) on suljettu aliavaruus.
8.8. Osoita, ettd P = Pp.

8.9. Olkoon H reaalinen sisiatuloavaruus ja olkoon T': H — H' kuvaus

(Tz)(y) = (y | z)

kaikille z,y € H. Osoita, ettd kuvaus 7" on lineaarinen isometrinen upotus.

8.10. Olkoon H Hilbertin avaruus. Osoita, ettd sen duaali H' on Hilbertin avaruus
sisatulolla

(@' |y) = (T | T7).
8.11. Olkoon M # () Hilbertin avaruuden H osajoukko. Osoita, ettd (M) on tihed, jos
ja vain jos M+ = {0}.

8.12. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon U C H vektorialiavaruus. Osoita, etté
jokaisella rajoitetulla funktionaalilla v’ € U’ on rajoitettu jatko funktionaaliksi ' € H'.
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Ortonormaalit kannat

Tassa luvussa tarkastelemme ortonormaaleja joukkoja sisatuloavaruuksissa ja erityisesti
Hilbertin avaruuksien ortonormaaleja kantoja. Todistamme Besselin epayhtalon, Parseva-

lin yhtéalon ja Rieszin ja Fischerin lauseen. Luvun lopuksi tarkastelemme trigonometrisia
Fourier'n sarjoja.

9.1 Ortonormaalit joukot

Olkoon H sisdtuloavaruus. Joukko F C H on ortonormaali, jos ||e]| = 1 kaikilla e € e ja
(e| f)=0kaikillae, f € E, e # f.

Lemma 9.1. Ortonormaali joukko on lineaarisesti riippumaton.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

Esimerkki 9.2. Joukko {e; : i € N} on ortonormaali joukko avaruudessa ¢*(K):

(en | m) = ienuwmw =S Gy 8() = B

J=0

Propositio 9.3. Olkoon H sisdtuloavaruus. Olkoon U sen ddarellisulotteinen aliavaruus

ja olkoon ey, ..., ey aliavaruuden U ortonormaali (Hamelin) kanta. Télldin
N
Pyo =2 (v]ej)e;
j=1
Jja

N
1ol = 3210 [eg)].
j=1
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Erityisesti kaikille u € U pdtee

lull* = ZI (u] el

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

Lause 9.4 (Gram ja Schmidt). Olkoon H Hilbertin avaruus. Olkoon B ddrellinen tai
numeroituva lineaarisesti riippumaton joukko. Talloin on ortonormaali joukko E, jolle
patee (E) = (B).

Todistus. Vaite todistetaan lineaarialgebran ensimmaisiltd kursseilta tutulla Gramin ja
Schmidtin menetelmalla: Olkoon N = N tai N = NN [0, N] ja olkoon {v, € H : n € N}

lineaarisesti riippumaton joukko avaruudessa H Maarittelemme ortonormaalin joukon
E induktiivisesti. Aloitamme asettamalla ey = Olkoon

||vo||

vk‘-i—l - P<€1,62,...€k>(vk2+1)
HUkJrl - P(el,eg,...ek)<vk+1>H

Ck+1 —

Talloin {eq, ey, ... ex41} on linearisesti riippumaton ja

(61, €2, ... €k+1> = <U1,U27 .- -Uk+1> .

Induktio antaa siis
(en:meN)y=(v,:neN). O

Gramin ja Schmidtin menetelma toimii yleisessa sisatuloavaruudessa silla ortogonaa-
liprojektion P olemassaoloon riittaa aliavaruuden téydellisyys, koko avaruuden taydelli-
syytté ei tarvita. Adrellisulotteinen aliavaruus on téiydellinen kuten luvussa todistettiin.

Esimerkki 9.5. [Legendren polynomit| Jos sovellamme Gramin ja Schmidtin menetel-
mai avaruudessa L?([—1,1]) lineaarisesti riippumattomaan joukkoon {p, : n € N}, missé,
pn(x) = 2" kaikille x € [—1, 1], saamme ortonormaalin joukon

L:{,/%;lpn:neN},

missa P, on n:s Legendren polynomi

[5] .
. j (2(n —7))! n—2;j
Pl = 2 it i o

Lauseen nojalla L on polynomifunktioiden avaruuden Hamelin kanta, joka on ortonor-
maali avaruuden L?([—1,1]) sisdtulon suhteen. Ensimmaéiset Legendren polynomit ovat

Po(x) =1

P(x) ==z

Py(z) = ;(333 ~1)

Psy(x) = ;(Ew —3x)

Py(z) = ;(3533 —302% + 3)
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1.0}
0.5}
<
_1.0\7 : wmo
~0-61-
-1.0}

Kuva 9.1: Legendren polynomifunktioiden Py, P;, P, P, Py kuvaajat valilla [—1, 1].

Lause 9.6 (Besselin epayhtélo). Olkoon E numeroituva tai ddrellinen ortonormaali jouk-
ko sisdtuloavaruudessa V. Tdlloin

> @ le)f < lzf®

eck
kaikille x € 'V

Todistus. Tarkastellaan tapausta, jossa E on numeroituvasti dareton, darellinen tapaus
saadaan samalla todistuksella. Koska sarjan Y .cp|(v | €;)|* termit ovat positiivisia tai
0, sarjan termien jarjestaminen ei vaikuta sarjan suppenemiseen eikéd summaan. Olkoon
E = {e; : j € N}. Pythagoraan lauseen nojalla kaikille N € N pétee

N 2 N 2 N 2 N
2
z||* = ZU|63 ZU|61 Zvlej ZU|€] 5
7j=1 7j=1 =1 7j=1
misté véite seuraakin, koska sarjan 322 |(v | e;)[? termit ovat positiivisia tai 0. O

Gramin ja Schmidtin menetelma soveltuu rakenteensa vuoksi ainoastaan aérellisten ja
numeroituvien ortonormaalien joukkojen muodostamiseen. Joissakin sisatuloavaruuksissa
on suurempiakin ortonormaaleja joukkoja:

Esimerkki 9.7. Olkoon A ylinumeroituva joukko. Yhden pisteen joukkojen karakteristi-
set funktiot x (), * € A muodostavat ylinumeroituvan ortonormaalin joukon avaruudessa,

L2(A, #).

Seuraus 9.8. Olkoon E on ortonormaali joukko sisdtuloavaruudessa V' ja olkoon h € V.
Talloin (h | e) # 0 korkeintaan numeroituvan monelle e € E.

Todistus. Olkoon )
E(h,n) = {e €E:|(h|e)> }
n

ja olkoon

E(h)={ee€ E:(h|e)#0}.
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Besselin epédyhtalon nojalla E(h,n) on dérellinen, joten
E(h) = |J E(h,n)

on numeroituva. O

Seuraus 9.9 (Yleinen Besselin epayhtlo). Olkoon E ortonormaali joukko sisdtuloava-
ruudessa V. Tdlloin
>_l@]e)f < Jlaff®

ecE

kaikille x € V. O]

Lemma 9.10. Olkoon V sisdtuloavaruus. Olkoon {e; : i € N} C V' ortonormaali joukko
ja olkoot x,y € V. Sarja

[e.e]

> (@ ]e)ei | y)

i=0
suppenee itseisesti.

Todistus. Olkoot w,7: N — K,

w(i) = (z|e) Ja 7(1) = (y|e).

Besselin epédyhtalon nojalla
> ol e < llzl* ja DIy el < llyl*
=0 j=

joten w, 7 € £*(K). Holderin epiayhtélén nojalla sarja ioj |(z | e;)(e; | y)| suppenee ja
i=0

Y @ lee [ y)l = lwrl < wlizlirllz < ll2llllyll. O

1=0
Lause 9.11. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon E C H ortonormaali joukko. Olkoon
h e H. Tdlloin

(1) Sarja Y (h|e)e suppenee rigppumatta joukon E(h) jarjestyksestd.
eck

Todistus. (1) Olkoon E = {e; : i € N}. Pythagoraan lauseen ja Besselin epédyhtalon
nojalla kaikille M < N patee

2 N

=3 |l ep] < lne.

i=M

N
Z (h | ej)e;
=M

J

2 2
Koska sarja 372 ‘(h ] ej)‘ suppenee, pitee Y0 ‘(h | ej)) — 0, kun k — oo. Siis sarjan
220(h | ej)e; osasummien jono on Cauchyn jono, joten sarja 3252 (h | ;)e; suppenee.
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(2) Selvasti - (h | e)e € (E). On vield osoitettava, ettd h — > (h | e)e € <E>L Pro-

ecE eckE

position [8.10| nojalla @L = (E)*, joten lineaarisuuden nojalla riittdd osoittaa, etté
(h —Yecr(h]e)e] e’) = 0 kaikille ¢’ € F.
Jos € € E— E(h), niin (h | ') =0= (e | ¢) kaikilla e € E(h). Télloin

(h=>(hleele)=(h]e)= (D (hlee|e)=0-0=0

ecE ecF

Jos taas € € E(h), niin (h | ¢') =0 = (e | ¢) kaikilla e € E(h) — {€'}. Téll6in kaikille

aarellisille F' C F, jotka sisaltavat vektorin €, patee

(h=> (hle)ele)=(h|e) =3 (hle)e|e)=(h]e)=(h[e)(e|e)=0. O

eckE eckE

9.2 Ortonormaali kanta

Hilbertin avaruuden H inkluusion suhteen maksimaalista ortonormaalia joukko on avaruu-
den H Hilbertin kanta eli ortonormaali kanta. Jos E on ortonormaali kanta avaruudessa
H, lukuja (h | €), e € E sanotaan vektorin h € H Fourier'n kertoimiksi.

Seuraus 9.12. Olkoon E Hilbertin avaruuden ortonormaali kanta. Tdlloin

h:Z(h]e)e

ecE

kaikille h € H.

Todistus. Jos (E) ei ole tihed, niin (E) on suljettu aito aliavaruus. Seurauksen nojalla
onu € E+ (u|u) =1, joten EU{u} on ortonormaali joukko ja E ei ole ortonormaali
kanta. Siis viite seuraa Lauseesta [0.111 O

Esimerkki 9.13. Osoitimme Esimerkissi [0.2] ettd joukko {e¢; : i € N} C (*(K) on
ortonormaali. Se on itse asiassa avaruuden ¢*(K) ortonormaali kanta: Jos w € (*(K).

Talloin (w | ;) = w(i) ja

w=> (w]e)e;.

i=0
Jos siis (w | €;) = 0 kaikilla ¢, niin w = 0.

Zornin lemman avulla todistetaan

Lause 9.14. Olkoon E ortonormaali joukko Hilbertin avaruudessa H. Avaruudella H on
ortonormaali kanta, joka sisdltdda joukon E.

Todistus. Harjoitustehtéva. O
Seuraus 9.15. Jokaisella Hilbertin avaruudella on ortonormaali kanta. O]

Lause 9.16. Olkoon E ortonormaali joukko Hilbertin avaruudessa H. Kuvaus F: H —
(5(K) = Lg(E, #),
F(h)(e) = (h|e),

on rajoitettu lineaarikuvaus. Sen rajoittuma suljettuun aliavaruuteen (E) on isometria.
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Todistus. Yleisen Besselin epédyhtilon nojalla F'(h) € £%(K) ja kuvauksen F lineaarisuus
seuraa sisdtulon lineaarisuudesta. Yleinen Besselin epayhtalé antaa myo6s rajoittuneisuu-

den, koska
IERZ = 3" I(h ] e)* < [IR]*
eck
kaikille h € H.
Vektoriavaruuden (E) alkiot ovat darellisid lineaarikombinaatioita .. 4 Ace dérellisille
joukoille A C E. Proposition nojalla F'|(g) on isometrinen upotus. Sen kuvajoukko on
avaruuden (% (K) tihea aliavaruus

d2(E):{f:E—>K:#suppf<oo}CEJQE(K).

Harjoitustehtévin nojalla F: (E) — (%(K) on isometrinen upotus. Koska (E) on

téaydellinen, F((E)) C ¢%4(K) on taydellinen, siis suljettu aliavaruus. Siis

H > F((E)) D di(K) = H,

koska d%(K) C F((E)). O

Lause 9.17. Olkoon E ortonormaali joukko Hilbertin avaruudessa H. Seuraavat ominai-
suudet ovat yhtdpitivia:

(1) E on avaruuden H ortonormaali (Hilbertin) kanta.
(2) (E) on tihed aliavaruus.
(3) Kaikille h € H pdtee
YUk e)f =|hl. (Parsevalin yhtalo)

eeE

(4) Kaikille z,y € H pdtee
Y@le)ely)=(xly).
c€E
Todistus. (1) = (2): Tehtiin Seurauksen [0.12] todistuksessa.
(2) = (3): Seuraa Lauseesta [9.16]
(3) (4): Harjoitustehtévé, seuraa polaarikaavasta, Lemma
(4) (1): Harjoitustehtava. O

Esimerkki 9.18. Weierstrassin approksimointilauseenﬂ nojalla polynomifunktioiden muo-
dostama aliavaruus on tihed normiavaruudessa C%(7) kaikilla kompakteilla vileilla I C R.
Proposition nojalla C°(I) on tihed avaruudessa L*(I). Siis polynomifunktioiden ali-
avaruus on tihed avaruudessa L?([a,b]), koska kaikille f,g € C°([a, b]) pétee

—
—

2 b 2 2
IF=gl3= [1f =g < G-a)lf =gl (9.1)

Esimerkin [9.5| nojalla Legendren polynomien P, monikerroista koostuva joukko L on Hil-
bertin avaruuden L?([—m,7]) ortonormaali kanta.

Lause
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Seuraus 9.19. L*(I) on separoituva kaikilla kompakteilla vileilli I C R.

Todistus. Trigonometristen polynomien aliavaruudella on numeroituva Hamelin kanta,
joten Proposition nojalla L?(I) on separoituva. O

Seuraus 9.20 (Rieszin ja Fischerin lause). Olkoon E Hilbertin avaruuden H ortonormaali
kanta. Hilbertin avaruudet H ja (*(E) = L*(E,#) ovat isometrisesti isomorfisia.

Todistus. Lauseen nojalla (E) on tihed aliavaruus. Lauseen kuvaus F' on etsitty

isometria. O]
Propositio 9.21. Separoituvan Hilbertin avaruuden ortonormaali kanta on numeroituva.

Todistus. Olkoon H separoituva Hilbertin avaruus. Proposition nojalla on numeroi-
tuva osajoukko A C H, jonka virittdma aliavaruus (A) on tihed. Gramin ja Schmidtin me-
netelmin?| nojalla on numeroituva ortonormaali joukko E C H, jolle (E) = (A). Lauseen
nojalla £ on ortonormaali kanta. O

Toinen todistus. Jos E on Hilbertin avaruuden ortonormaali kanta, niin |e — f||* = 2
kaikilla e, f € E, e # f. Siis pallot B(e, g), e € FE, ovat erillisid, joten separoituvassa
avaruudessa E on korkeintaan numeroituva [l O]

Seuraus 9.22. Jokainen separoituva adreténulotteinen Hilbertin avaruus on isometrinen
avaruuden (*(K) kanssa. O

Seuraus 9.23. Adreténulotteiset separoituvat Hilbertin avaruudet ovat keskendcdn isomet-
risesti isomorfisia. O

9.3 Fourier’n sarjoista

Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon £ C H ortonormaali kanta. Sarja

Y (h]e)e=h.

eck

on vektorin h € H Fourier'n sarja kannan F suhteen.

Esimerkki 9.24. (1) Olkoot e: [0,27] — C,

1 .
ex(t) = ekt

\ 2T
kaikilla k£ € Z. Talloin

1

27
— i(m—n)t dt = 6§
(em | en) o /0 e mn

joten joukko {e : k € Z} on ortonormaali joukko avaruudessa LZ([0,27]).

2Lause
3Vertaa Esimerkkiin ).
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(2) Olkoot ¢y, s,: R — R funktiot

cn(t) = = cos(nt) ja s,(t)= Lsin(n t).

VT VT

Harjoituksissa osoitetaan, ettd joukko

{cn,sn neN-— {0}} U {\/127}

on ortonormaali joukko avaruudessa L?([0,27]). Koska trigonometriset funktiot voidaan
kirjoittaa kompleksisten eksponenttifunktioiden avulla

2 cos(kt) = et 4 i
2i sin(kt) = e — ¢7

riittédéd tarkastella ortonormaalia joukkoa {ey : k € Z}.

Olkoon N € N ja olkoot ag, ax, by € R kaikilla k € {1,2,..., N}. Funktio
N
Q(t) = ao > ax cos(kt) + by sin(kt)
k=1

on trigonometrinen polynomi.

Lause 9.25 (Weierstrassin trigonometrinen approksimointilause). Trigonometristen po-
lynomien aliavaruus on avaruuksien C°([—m, x|) ja L*([—7,7]) tihed aliavaruus.

Todistus. Kuten Esimerkissa |9.18|riittda osoittaa, ettd trigonometristen polynomien muo-
dostama aliavaruus on tihed avaruudessa C°([—, 7).
Tarkastellaan trigonometristen polynomien jonoa (Qx)5,

1 26 (k)2 (1+cost)”
Q) =57 (21@)3( 2 )

Kaikilla £ > 1 pétee @, > 0, [T Qr =1 ja jono (Qk|[_ﬂ7w]_]_575[):1 suppenee tasai-
sesti O-funktioon jokaisella 0 < § < m. Trigonometrinen polynomi @)y voidaan esittéda
funktioiden e; C-kertoimisena lineaarikombinaationa

Qr= ) aj¢

JjeJk

jollain aarellisella indeksijoukolla J C Z.
Olkoon f € C°([—m,]). Funktioiden f ja e; 2m-jaksollisuuden nojalla

/7T ft—s)e™ds = /Ht F(s)e™ =) ds = eikt/

—T —m+t —m+t

™

f(s)e ®ds = eikt/ f(s)e “ds,

—Tr

T+t

joten funktio Py, joka madaritellian asettamalla

Pi(t) = [ 1t =) Quls) ds
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-3 -2 -1 0 1 2 3

Kuva 9.2: Funktiot Q, kun k € {j2:1 < j < 10}.

on trigonometrinen polynomi jokaisella £ € N. Osoitamme, ettd P, — f avaruudessa
CO([—m,7]), kun k — co. Huomaamme, ettd polynomin P, méadritelmén nojalla

B) = FO =] [ (£ =)= 10) Qels)ds| < [ 1t =) = 10 Quls)ds

Olkoon ¢ > 0. Koska f on jaksollisena funktiona tasaisesti jatkuva, on 6 > 0 siten,
ettd ehdosta |s; — so| < & seuraa |f(s1) — f(s2)| < € kaikille s1, so. Nyt

0 0
[ 1= )~ 101 @u()ds < ¢ [ Quls)s < e.

Tasaisen suppenemisen nojalla on N > 0 siten, ettd |Qg(s)| < €, kun & > N. Siis

1= ) FO1 Quls)ds < 2]l max {Qu(s) £ s € [ ~0] U l5.7]} — 0.

—T k—o00

Viite seuraa epayhtélosté (9.1)). ]
Seuraus 9.26. Joukko E = {e;, : k € Z} on on Hilbertin avaruuden L%([—m,w|) ortonor-

maali kanta. Joukko {cn,sn :neN-— {O}} ] {\/%} on Hilbertin avaruuden L*([—m,m])

ortonormaali kanta. OJ

Esimerkki 9.27. (1) Funktion Xxgn[—r Fourier'n sarja on 0.
(2) Tarkastellaan Esimerkista tuttua ortonormaalia joukkoa

{cn,sn n€eN— {0}} U {\/%}
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Funktion f € L*([—7,n]) Fourier'n kertoimet ovat

1
Qg = <f| \/_71' \/—/
=(flck) = L f(t) cos(kt)dt

™

/ " F() sin(kt)dt

ﬁ‘Hﬂ‘H

b = (f |'sk) =

Olkoon f: [—m, 7] — R porrasfunktio

1  muuten
Télloin
1 ™ i
= —— [Trae=\[7
\/27r/0 2
1 ™
ap = ﬁ/ cos(kt)dt =0
1 1 1—cos(km) 1 1—(=1)*
b :—/ kt)dt = _ =
k=g Jy Skt = S = ey
Siis )k A
I 1&1-(— 1 2 & sin((2k+1
=gt > sin(h) = 5+ 2 3 R

k=1
avaruudessa L*([—,7]).

Harjoitustehtavia

9.1. Osoita, etta ortonormaali joukko on lineaarisesti riippumaton.

9.2. Olkoon {ey,...,ex} ddrellinen ortonormaali joukko ja olkoon U =
Osoita, etté
N
Pro=7) (v]ej)e;
j=1

kaikille v € H.
9.3. Olkoot ¢,,s,: [0,27] — R funktiot

cn(t) = =N cos(nt) ja s,(t) = Lsin(n t).

e VT

Osoita, ettéd joukko

{cn:nEN—{O}}U{\/;_W}U{Sn:nGN—{O}}

on ortonormaali joukko avaruudessa L([0, 27]) [

int jimt _

4Tarvittavat trigonometriset kaavat voi todistaa tarkastelemalla yhtloita e'te
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1.0:- ............................ _
0.8
0.61
0.2}

Kuva 9.3: Porrasfunktion trigonometriset approksimaatiot funktioilla fiy ja foo, kun
(k.
fult) =5+ 2302, ! (k U sin(kt).

9.4. Olkoon F ortonormaali joukko Hilbertin avaruudessa H. Osoita, ettd avaruudella
H on ortonormaali kanta, joka sisiltda joukon E E|

9.5. Olkoon F ortonormaali joukko Hilbertin avaruudessa H, jolle pétee

D) =hl*.

ecE

kaikilla h € H. Osoita, etta kaikille z,y € H péatee

Y(@le)ely) =(zly).
c€E
9.6. Olkoon E ortonormaali joukko Hilbertin avaruudessa H, jolle pétee
Y (@le)ely) =(z]y)
c€E
kaikille z,y € H. Osoita, ettd E on ortonormaali Hilbertin kanta.
9.7. Madrita funktion f € L*([—m,7]), f(t) = t, Fourier'n sarja.
9.8. Madrita funktion f € L*([—m,7]), f(t) = |t|, Fourier'n sarja.
9.9. Olkoon A C [—m,n] mitallinen joukko. Osoita, etta

lim [ cos(kt)dt =0.

k—oo J A

5Todistetaan Zornin lemman avulla kuten vastaava tulos Hamelin kannalle.
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Luku 10

Banachin avaruuden duaalista

Tassa luvussa tarkastelemme rajoitettujen funktionaalien olemassaolo- ja jatkamiskysy-
myksid Banachin avaruuksissa. Osoitamme muun muassa, ettd jokaisessa normiavaruudes-
sa, joka ei ole {0}, on nollasta poikkeavia rajoitettuja funktionaaleja. Hilbertin avaruuk-
sissa tdma seuraa Fréchet’'n ja Rieszin esityslauseesta mutta aaretonulotteisen Banachin
avaruuden tapauksessa asia ei ole aivan itsestdan selva.

10.1 Sublineaariset funktiot ja funktionaalit

Tassa luvussa todistamme tarkean teknisluontoisen tuloksen, jota kaytetdan Hahnin ja
Banachin lauseen todistuksessa.

Olkoon V' K-vektoriavaruus. Funktio p: V' — R on sublineaarinen, jos
(1) p(z +y) < p(z) +p(y) kaikille z,y € V' ja
(2) p(Ax) = Ap(z) kaikille A > 0 ja z € V.
Esimerkki 10.1. Reaaliset funktionaalit, seminormit ja funktio limsup: (*(R) — R,

lim sup(w) = limsup w(k)
k—o00

ovat sublineaarisia.

Propositio 10.2. Olkoon V R-vektoriavaruus ja olkoon p: V' — R sublineaarinen. Olkoon
H wvektorialiavaruus ja olkoon f: H — R funktionaali, jolle pitee f(h) < p(h) kaikille
h € H. Olkoon vy € V — H. Tdlléin on funktionaali F,,: (H,vo) — R, jolle pdtee

(1) F,,(v) < p(v) kaikille v € (H,vp) ja
(2) Foolu = [
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Todistus. Kuvaus F,.: (H,vy) — R, joka maaritellddn jokaisella ¢ € R asettamalla
F.(v+ M) = f(v) + cA

on selvésti lineaarinen ja F.|y = f.

Valitaan parametri ¢ siten, ettd ehto (1) saadaan voimaan. Ehto (1) patee kaikilla c,
jos A = 0. Oletetaan, ettd A > 0. Talloin f(h) + cA < p(h 4+ Avg) kaikilla h € H, jos ja
vain jos ¢ < p(% + vo) — f(%) kaikilla h € H, mikd on yhtépitévid ehdon

< inf (plu+0) = f(w)
kanssa. Vastaavasti, jos A < 0, niin f(h) + cA < p(h + Avg) kaikilla h € H, jos ja vain jos

c> zlég(f(w) — p(w —vp)).

Vakio ¢ voidaan valita halutulla tavalla, jos
fw) = p(w — z) < p(u+vo) — f(u)
pétee kaikilla w,u € H. Lineaarisuuden ja sublineaarisuuden nojalla patee
fw) + fw) = f(u+w) < plu+w) < plu+wvo) +p(w—vo),

mista haluttu epayhtalo seuraa. Valitaan siis jokin

¢ € [sup(f(w) = p(w = vo)), Inf (p(u + vo) — f(u))]

ja asetetaan F,, = F.. [l

Lause 10.3. Olkoon V R-vektoriavaruus ja olkoon p: V. — R sublineaarinen. Olkoon
H wvektorialiavaruus ja olkoon f: H — R funktionaali, jolle patee f(h) < p(h) kaikille
h € H. Talloin on funktionaali F:'V — R, jolle pdtee

(1) F(v) < p(v) kaikille v € V' ja
(2) Flu= .
Todistus. Olkoon o sellaisten parien (Y, F') kokoelma, jossa
e Y on vektoriavaruuden V aliavaruus, joka sisaltda aliavaruuden H ja
e [':Y — R on funktionaalin f jatko, jolle patee F(y) < p(y) kaikille y € Y.

Maéritelldan jarjestysrelaatio < joukossa o7 asettamalla (Y7, F}) < (Ya, Fy), jos ja vain
jos Y1 C Y, ja Fyly, = Fi. On helppo tarkastaa ettd relaatio =< on osittainen jérjestys.
Olkoon C' ketju osittain jarjestetyssa joukossa (7, <). Olkoon

We =J{Y : (v, F) € C jollain F}

ja mééaritelladn Fo: We — R asettamalla Fo(x) = F(z), kun € Y jollain (Y, F) € C.
Kuvaus F on hyvin méaritelty, koska C' on ketju. Se on lineaarinen: Kun zy, 1z, € W,
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on Y siten, ettd (Y, F) € C, z1,29 € Y ja Fo(x;) = F(x;), kun i € {1,2}. Siis kaikille
A, b € R patee

F(Azy + paxg) = Fo(Axy + pae) = ANo(21) + pFo(za) = AF(21) + pF(22) .

Samalla tavalla tarkastetaan, ettd ehto (1) patee aliavaruudessa We. Siis (Wg, Fo) € &
on ketjun C' ylaraja.

Zornin lemman nojalla joukolla o7 on maksimaalinen alkio (‘7, F ). Jos V olisi vek-
toriavaruuden V aito aliavaruus, niin Proposition nojalla lineaarikuvauksella F' olisi
ehdon (1) toteuttava jatko F aliavaruuteen V = (V, vg) jokaisella v, € V — V. Tallsin
siis (V,F) € o, (‘A/A, F) = (V,F) ja V ¢ V, joten maksimaalinen alkio ei olisikaan

maksimaalinen. Siis V = V. OJ

10.2 Kompleksiset funktionaalit

Kompleksisille funktionaaleille Lauseen vastine pitdd muotoilla hieman eri tavalla
koska kompleksiluvuilla ei ole kiayttokelpoista jarjestysrelaatiota.

Huomataan ensin, ettd kompleksisilla ja reaalisilla funktionaaleilla kompleksisessa vek-
toriavaruudessa on kuitenkin melko ldheinen yhteys: Kompleksinen vektoriavaruus on
my0Os reaalinen vektoriavaruus koska se toteuttaa kaikki vaatimukset tietenkin reaalilu-
vuillekin.

Lemma 10.4. Olkoon V' kompleksinen vektoriavaruus.
(1) Olkoon f:V — R reaalinen funktionaali. Tdlloin fc: V — C,
fe(z) = [(2) —if(iz),
on kompleksinen funktionaali.

(2) Olkoon F (kompleksinen) funktionaali. Tdlléin Re F' on reaalinen funktionaali ja
(Re F)(C =F.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]

Lause 10.5. Olkoon V C-vektoriavaruus ja olkoon p: V. — R seminormi. Olkoon H
vektoriavaruuden V' C-vektorialiavaruus ja olkoon f: H — C funktionaali, jolle pdtee
|f(h)| < p(h) kaikille h € H. Tdlldin on funktionaali F: V — C, jolle pitee

(1) |F(v)| < p(v) kaikille v €V ja

(2) Flu = f.
Todistus. Nyt Re f(h) < |f(h)| < p(h) kaikilla h € H, joten Lauseen nojalla on
R-lineaarinen funktionaali Fg: V — R, jolle patee Fr|y = Re f ja Fr(v) < p(v) kaikille
v € V. Lemman nojalla

F(v) = Fr(v) — iFr(iv)
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on kompleksinen funktionaali, joka on funktionaalin f jatko. Lisdksi, kun F'(v) # 0, patee
kayttaméalla kompleksilukujen tavanomaisia laskumenetelmié, lineaarisuutta, tietoa, etta
tarkasteltava luku on reaalinen ja sita, etta p on seminormi

()] = Flo)2t) _ F(””H) -~ R (F(”)U)

ol - I\Fo) o)
W\ _|FO |
Sp(wwn“)“w@)\‘p” plv) .

10.3 Hahnin ja Banachin lause

Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon U sen suljettu aliavaruus. Olkoon v’ € U’. Talléin
u' o Py € H'. Jokaisella suljetun aliavaruuden rajoitetulla funktionaalilla on siis rajoi-
tettu jatko koko Hilbertin avaruuteen. Proposition nojalla sama pétee mille tahansa
avaruuden H aliavaruudelle. Tama paattely kayttaa vahvasti ortogonaaliprojektiota, jota
ei ole yleisessa Banachin avaruudessa. Tarkastelemme téssa luvussa Banachin avaruuden
funktionaalien jatkamista.

Lause 10.6 (Hahnin ja Banachin lause). Olkoon V' normiavaruus ja olkoon U sen vek-
torialiavaruus. Jokaiselle h' € U' on v € V', jolle |y = 1 ja ||V'| = ||W]].

Todistus. Olkoon h' € U’. Funktio p: V' — R, p(x) = ||W'||||z] on sublineaarinen, koska
normi on sublineaarinen. Operaattorinormin méaritelman nojalla patee |h'(h)| < ||W'[||| 2]
kaikilla h € U. Reaalisessa tapauksessa Lauseen nojalla on funktionaali 2/, jolle patee
|y =h jad(x) < ||W|||x]. Vastaavasti

—'(z) = o' (—=z) < Wl = || = [IA[[]]=]]

joten ||2'|| < ||A/]|. Kompleksisessa tapauksessa tamé epayhtélo saadaan suoraan Lauseesta

10.5

Epéyhtalo ||2'|| > ||#'|| on ominaisuuden a'|y = R’ triviaali seuraus. O
Seuraus 10.7. Olkoon V' normiavaruus. Jokaisella v € V onv' € V', jolle ||[V']| = 1 ja
v'(v) = o]

Todistus. Olkoon f € (v)" funktionaali f(Av) = A||v||. Talléin f(v) = ||v]| ja

Aol

||l = sup =
a0 | A

Hahnin ja Banachin lauseen nojalla funktionaalilla f on jatko v' € V”, jolla on haluttu
ominaisuus ||'|| = || f|| = 1.
]

Seuraus 10.8. Olkoon V # {0} normiavaruus. Tdlloin V' # {0}.

Seuraus 10.9. Olkoon V' # {0} normiavaruus. Tdlloin jokaiselle v € V' pitee

loll = sup |v'(v)] = sup [v"(v)],
i<t vlI=1
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Todistus. Jos ||v'|| < 1, niin [v/(v)| < ||[V/]|||v]| < ||v]], joten

lo]l = sup [v'(v)].
S

Toisaalta Seurauksen|10.7|nojalla jokaisella v € V on v’ € V', jolle ||[v/|| = 1 jav'(v) = ||v]|.
Siis
[o]l < sup [v'(v)[. O
[[o']]<1

Seuraus 10.10. Olkoon X normiavaruus, olkoon Y C X aito aliavaruus ja olkoon x €
X =Y piste, jolle d(z,Y) > 0. Tdllgin on 2’ € X', jolle 2'(z) = d(z,Y), ||2'|| = 1 ja
[L‘/|y =0.
Todistus. Olkoon f: (Y,z) — K,

fly+Ax) = Nd(z,Y).
Talloin f on funktionaali, f(z) =d(z,Y) ja f|y = 0. Liséksi patee, kun A # 0,

Y
£y + )| = A d(w,¥) < A o+ 2] = lly + dall

joten ||f|| < 1 ja f on siis rajoitettu. Etdisyyden mééritelman nojalla on jono y, € Y,
joille ||z — y,|| = d(z,Y). Siis
’f(x_yn)’ d(l‘,Y)

— =1,
|z =yl d(z,Y)

joten [|f]] = 1, joten [|f[| = 1.
Viite seuraa jatkamalla funktionaali f koko avaruuteen Hahnin ja Banachin lauseen
avulla. O

Seuraus 10.11. Normiavaruus on separoituva, jos sen duaali on separoituva.

Todistus. Oletetaan, etta normiavaruuden X duaali X’ on separoituva. Harjoitustehté-
vassa [2.0] osoitimme, etta talloin sen yksikkopallon kuori

S'={deX || =1}
on separoituva. Olkoon {z! : n € N} joukon S’ tihed osajoukko. Operaattorinormin

médritelmén nojalla jokaisella n € N on x,, jolle ||z, || = 1 ja ), (2,) > 3.
Osoitetaan, ettd (x, : n € N) on tihed avaruudessa X. Oletetaan, etta

Y =(z,:n€N)
on aito aliavaruus. Seurauksen [10.10| nojalla on z’ € X', jolle ||Z’|| = 1 ja 7’|y = 0.
Erityisesti ’'(z,,) = 0 kaikilla n € N, joten
1
5 < len(zn)l = lan(wn) = 7' (@n)| = |(z, = ) (a)| < 2, = &)
kaikille /.. Siis {x], : n € N} ei olekaan joukon S’ tiheé osajoukko, ristiriita. O

Esimerkki 10.12. Esimerkissé osoitimme, ettd £>°(K) ei ole separoituva. Lauseen
(.15 nojalla £(K) on isometrisesti isomorfinen avaruuden ¢*(K) duaalin kanssa. Esimer-
kissa osoitimme myds, ettd £!'(K) on separoituva. Siis Seurauksen kédnteinen
vaite ei pade. Toisaalta Seurauksen nojalla avaruuden ¢°(K) duaali ei ole separoi-
tuva.
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Harjoitustehtavia

10.1. Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus.
(a) Olkoon f: V — R reaalinen funktionaali. Osoita, ettd fc: V' — C,

fe(z) = f(2) —if(iz),

on kompleksinen funktionaali.

(b) Olkoon F': V — C kompleksinen funktionaali. Osoita, ettd Re F' on reaalinen funk-
tionaali ja ettd (Re F)¢c = F.

10.2. Todista Hahnin ja Banachin lause erikoistapauksessa, jossa X on separoituva re-
aalinen normiavaruus, kayttdmatta Zornin lemmaa.

10.3. Olkoon V normiavaruus ja olkoot x,y € V siten, ettéd v'(x) = v'(y) kaikille v’ € V.
Osoita, ettd = = y.

10.4. Miten tehtéavat [7.1] ja liittyvat toisiinsa?

10.5. Olkoon V normiavaruus ja olkoot 1, x»,...,x, € V lineaarisesti riippumattomia
ja olkoot ay, as, . .., a, € K. Osoita, ettd on rajoitettu funktionaali f € V', jolle f(x;) = a;
kaikilla 1 <7 < n.

10.6. Olkoon U normiavaruuden V vektorialiavaruus. Osoita, etta

U= (] kert.
v'eV’
UCkerv’

10.7. Olkoon X normiavaruus. Aliavaruuden U C X annihilaattori duaalissa X’ on
Ut={2' € X' 2|y =0},

Osoita, ettd U on tihed, jos ja vain jos U+ = {0}.
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Luku 11

Duaali ja biduaali

Tassa luvussa jatkamme Banachin ja Hilbertin avaruuksien duaalien tarkastelua. Tutus-
tumme heikkoon suppenemiseen ja refleksiivisiin avaruuksiin.

11.1 Biduaali

Normiavaruuden V' biduaali on
V// — (V/)/ .
Seurauksen nojalla V" on Banachin avaruus. Biduaalin alkioita on helppo l6ytaé:

Propositio 11.1. Olkoon V' normiavaruus ja olkoon x € V.
(1) Kuvaus vy(x): V' = K, wy(z)(2') = 2'(x) on rajoitettu funktionaali.

(2) Kuvaus vy: 'V — V" on lineaarinen isometrinen upotus.
Todistus. Kuvaus ty(x) on lineaarinen:
w(@)(AT) + pry) = (A + ) (x) = Az (z) + pay(w) = Aoy (2)(27) + ey () (5) -

Lisaksi

(v a)a’|| = [lo"z]] < [l [l = ==l

joten vy (z) on rajoitettu lineaarikuvaus, jolle patee ||ty (x)|| < ||z||. On helppo tarkastaa,
ettd ¢y on lineaarikuvaus:

Az + py)a’ = o' (Ax + py) = Ao'(2) + pa'(y) = Aeva)r’ + pluwy)a’

Seurauksen nojalla jokaisella v on v, jolle ||v'| =1 ja (tyv)v = v'(v) = ||v]], joten
levoll = Sup (vo)’ = [lof]. O
v'||=1
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Olkoon V normiavaruus. Kuvaus ¢ = ¢yy: V — V", joka méaaritellaan asettamalla
(tyv)F = Fu

kaikille v € V' ja kaikille F' € V', on avaruuden V' kanoninen upotus biduaaliinsa.

Lauseen [5.7 toinen todistus. Olkoon V normiavaruus. Proposition nojalla V' on iso-

metrisesti isomorfinen avaruden «(V) C V” kanssa. Biduaaliavaruus V" on Banachin
avaruus ja niin on siis aliavaruuden ¢(V') sulkeumakin Proposition [4.1)(1). O

11.2 Heikko suppeneminen ja heikko topologia

Olkoon X normiavaruus. Jono (), zx € X, suppenee heikosti kohti heikkoa raja-arvoa

x € X, jos 2'r, — o'z kaikilla 2/ € X'. Kaytetdan merkintad x, —— x.
k—o00 k—o00

Propositio 11.2. Heikosti suppenevan jonon heikko raja-arvo on yksikdsitteinen.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

Propositio 11.3. Olkoon (xy)ken jono Hilbertin avaruudessa X . Talloin (zy)ren Suppenee
heikosti pisteeseen x € X, jos ja vain jos (xy | T) — (z|Z) kaikille T € X.

Todistus. Fréchet’'n ja Rieszin esityslauseen nojalla jokaisella 2’ € X' on T € X, jolle
2 (x) = (x| 7) kaikilla z € X. O

Esimerkki 11.4. (1) Olkoot z = (2, z®, ... 2™ z, = @V, 2?, .. z") e R
kaikilla £ € N. Olkoon || - || normi avaruudessa R™. Normiavaruudessa (R™, || - ||) pétee
Tk 7, jos ja vain jos xg) P 2V kaikilla 1 < j < n, jos ja vain jos xy vt

— 00 —00 — 00

(2) Jono (ey) ei suppene avaruudessa (?(K), koska ||e,, — e, ||* = 2, jos n # m. Kuitenkin
Besselin epiyhtilén| nojalla sarja 3252 |(ex, | @)|? suppenee kaikille a € ¢*(K), joten

(ex [a) = 0=(0]a)
kaikille a € ¢*(K). Siis e, — 0.
k—oo

Lemma 11.5. Normiavaruuden suppeneva jono suppenee heikosti ja sen heikko raja-arvo
on sen 1aja-arvo.

Todistus. Olkoon X normiavaruus ja olkoon (zy)ken suppeneva jono. Talloin kaikille funk-
tionaaleille 2’ € X' pétee

@'z — a'z] = || (2 — x) < [|2"][[|2x — 2] =0,

kun k — oo, joten (zg)reny suppenee heikosti pisteeseen z. O

Lause

30. huhtikuuta 2018



11.2. Heikko suppeneminen ja heikko topologia

97

Esimerkki 11.6. Olkoon z € [0, 1]. Esimerkissa tarkastimme, ettd evaluaatioku-
vaus E,: C°[0,1] — R,
E.(f) = f(=)

on rajoitettu funktionaali, F, € (C°[0,1]). Jos jono (fi)ren, fr € C°([0,1]) suppenee
heikosti, niin jono (fix(x) = E.fx)ren suppenee kaikilla x € [0,1]. Itse asiassa voidaan
osoittaa, ettd rajoitettu jono avaruudessa C°[0,1] suppenee heikosti, jos ja vain jos se
suppenee pisteittdin. Téssa kiytetddn tietoa, ettd avaruuden C°([0,1]) duaali on sdanndl-
listen merkillisten Borelin mittojenﬂ avaruus. Evaluaatiokuvaus voidaan nimittain tulkita
integraalina Diracin mitan §, suhteen:

E.f = [ g

[0,1]
Todistus tehddédn esimerkiksi lahteessa [Wer, sivu 107].

Lemma 11.7. Olkoot X ja 'Y normiavaruuksia ja olkoon T: X — Y rajoitettu operaat-
tori. Olkoot xy, € X kaikilla k € N. Jos xj, —— x, niin Tx, —— Tx.

k—o0 k—o0

Todistus. Harjoitustehtéava. O]
Lemma 11.8. Heikosti suppeneva jono on rajoitettu.

Todistus. Olkoon (xy)72, heikosti suppeneva jono Banachin avaruudessa X. Se maaraa
jonon (z7)%2, = (txxg)7, biduaalissa X”. Jokaisella 2’ € X' jono z}(z') = 2'(xy) sup-
penee kunnassa K, joten se on rajoitettu. Banachin ja Steinhausin lauseenﬁ nojalla jono
xy on rajoitettu. Koska kanoninen upotus on isometrinen upotus, on jono zj myoskin
rajoitettu. O

Muistamme topologian kurssilta ldhtotopologian méaaritelméan:

Olkoon X # (). Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot (Y, 7,) topologisia avaruuksia.
Olkoot f,: X — Y, kuvauksia. Kokoelman {f,;}(U) : U € 7, ,a € A} virittdméa topologia
7 joukossa X on kuvausperheen (f,)aca indusoima topologia eli lihtétopologia.

Propositio 11.9. Kuvausperheen fo: X — (Y,,7,) indusoima topologia on joukon X
karkein topologia, jonka suhteen kaikki kuvaukset f, ovat jatkuvia.

Todistus. Syksyn 2017 topologian kurssin [Par| Propositio 13.10. O

Olkoon V normiavaruus. Kuvausperheen V' lahtétopologia on avaruuden V' heikko topo-
logia. Jos joukolla A C V on topologinen ominaisuus P heikon topologian suhteen, niin
A on heikosti P.

Esimerkki 11.10. Proposition [11.9|nojalla heikosti avoin joukko on normiavaruuden V'
avoin joukko ja vastaavasti heikosti suljettu joukko on suljettu. Esimerkki|11.4{(2) osoittaa,
etta suljettu joukko ei aina ole heikosti suljettu.

2Menemitté, yksityiskohtiin, niille mitoille avoimet joukot ovat mitallisia. Liséksi mitan variaatiolle
|e|(A) = sup{> |pAi] : A = A U--- U A,} kompaktien joukkojen mitat ovat &érellisid ja mitta on
sisdltyvien kompaktien sup ja siséltdvien avoimien inf.

3Lause
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Lemma 11.11. Heikko topologia on Hausdorffin topologia.

Todistus. Olkoon V' normiavaruus ja olkoot v,w € V, v # w. Hahnin ja Banachin
lauseen nojall on funktionaali v' € V, jolle v'(v) # v'(w). Joukot v'*lB(v, |v7w|) ja

2

v *1B<w, ‘”5“") ovat pisteiden v ja w erilliset ympéaristot. ]
Propositio 11.12. Olkoon V' normiavaruus ja olkoot vy, € V' kaikilla k € N. Jono (v)ken
suppenee heikosti, jos ja vain jos se suppenee heikossa topologiassa.

Todistus. Harjoitustehtava O]

Heikon topologian lisdksi avaruuden X duaalissa voidaan tarkastella heikompaa heikko-
*-suppenemista:

Olkoon X normiavaruus. Jono (z},), zj, € X', heikko-*-suppenee kohti heikko-*-raja-arvoa

2’ € X', jos xjox — 'z kaikilla x € X. Kéiytetdin merkintda x, —— x.
k—o00 k—o00

Maaritelmén nojalla ), k; r', jos ux(z)x), — tx(x)2’ kaikille x € X. Erityisesti siis
—00
T, —— 7', jos x} — 7.
k—o00 k—o00
Esimerkki 11.13. Heikko-*-suppeneminen on kéyttokelpoinen suppenemiskésite esi-
merkiksi saannollisten merkillisten Borelin mittojen avaruudessa. Mittojen muodostama

jono (ptn)nen suppenee mittaan p heikko-s-mielessé, jos ja vain jos

[odi— [ odu
kaikille jatkuville kompaktikantajaisille funktioille ¢.
Olkoot
1 n
n — d
a n+1 kz::O "

mittoja joukossa [0, 1]. Talléin kaikille ¢ € C°([0, 1]) péitee

1

/M dyin = =7 200 = [ 6(s)ds.

kun n — oo. Siis jono (u,)n = 1°° heikko-*-suppenee Lebesguen mittaan.

11.3 Refleksiiviset avaruudet

Normiavaruus V' on refleksiivinen, jos sen kanoninen upotus ty: V' — V" on surjektio.

Lause 11.14. Hilbertin avaruus on refieksiivinen.

4Harjoitustehtéva m
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Todistus. Olkoon H Hilbertin avaruus. Seurauksen nojalla H' on Hilbertin avaruus
sisatulolla
(@ y) =Ty | T7").

Olkoot T: H — H' ja T': H' — H" Fréchet'n ja Rieszin esityslauseen]| isometriat. Eri-
tyisesti siis kaikille x,y € H patee

T'(Ty)(Tx) = (Tx | Ty)".

Olkoon h” € H". Koska T ja T" ovat erityisesti bijektioita, on h € H, jolle T"Th = h".
Talloin kaikille x € H patee

R"(Tz) =T'Th(Tx) = (Tx | Th) = (h|z) = (Tx)h,
joten h' = vyh. O
Seuraava tulos kokoaa refleksiivisten avaruuksien perusasioita:

Propositio 11.15. (1) Jos V' on refleksiivinen, niin kanoninen upotus vy on isometria.
(2) Refleksiivinen avaruus on Banachin avaruus.

(3) Jos X ja'Y ovat isometrisia Banachin avaruuksia ja'Y on refleksiivinen, niin X on
refleksitvinen.

Todistus. (1) seuraa Propositiosta [L1.1] ja refleksiivisyyden mééritelmésté.

(2) Biduaali on Banachin avaruus Seurauksen 4.8 nojalla ja V' on isometrisesti isomorfinen
biduaalinsa kanssa kohdan (1) nojalla.

(3) Olkoon j: X — Y isometria. Télloin saadaan isometriat j': Y — X" ja j”: X" — Y,
jotka méaritellaan asettamalla
7'z =y'(jz)
kaikilla x € X ja
7@ () = 2"(7'y)

kaikilla ¢ € Y.

Oletetaan, ettd X on refleksiivinen. Olkoon 3 € Y” ja olkoon yo = jix' (5") 1y
Osoitamme, ettd tyyo = y;. Talléin

-1, n —1 //)

wyo(V) = v'yo = v (5") tye = 5V (X G o) = G T G'Y) = v ()

mista vaite seuraa. Siis Y on refleksiivinen. O

Esimerkki 11.16. (1) Aérellisulotteiset Banachin avaruudet ovat refleksiivisid Esimer-
kin [3.3| nojalla.

(2) Lauseen nojalla samastamme vastaisuudessa avaruudet (¢7(K))" ja ¢'(K), kun
1 < p < co. Ajattelemme siis, ettd w' € 7 (K) vastaa rajoitettua funktionaalia w’ €

()% i}
w'(w) = l; (k) w(k) .

5Lause
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Talla samastuksella kanoninen upotus ¢ on identtinen kuvaus, joten Lauseen nojalla
avaruudet (7(K) ovat refleksiivisid, kun 1 < p < oc.

(3) Avaruudet co(K) ja £*(K) eivit ole refleksiivisia. Kuten kohdassa (2) saamme isomet-
riset upotukset ¢: ¢p(K) — (*°(K) = ¢p(K)” ja ¢: £}(K) — (>*(K) = ¢}(K)"”. Naméi upo-
tukset eivit ole surjektioita koska cy(K) C ¢*°(K) on aito aliavaruus ja koska Hahnin ja
Banachin lauseen nojalla nahtiin Esimerkissa [10.12] ettd separoitumattomana avaruutena
(>(K)" on suurempi kuin separoituva ¢! (K).

Propositio 11.17. Refleksiivisen avaruuden suljetut aliavaruudet ovat refleksiivisid.

Todistus. Olkoon X refleksiivinen ja olkoon U sen suljettu aliavaruus. Olkoon u” € U”.
Maaritellaan lineaarikuvaus @”: X’ — K asettamalla

ﬁ"(w’) _ u”(x’\U) .

Talloin
" (2')] = [u"(2"|o)] < "2 UN < [l [[[]2]]

joten u" € X".

Koska X on refleksiivinen, on u € X, jolle «(u) = @”, siis 2'(u) = @’(2') kaikille
2 € X'. Jos u € X — U, niin Proposition [10.10| nojalla olisi ¢ € X', jolle y/(u) = 1 ja
y'|U = 0. Mutta télloin 0 = «"(¢/'|v) = 4"(y') = ¥'(u) = 1, joten u € U.

Vield on naytettdava, etta v” = wu. Olkoon v/ € U’ ja olkoon z’ jokin sen normin
sdilyttava jatko. Talloin

u'(u) =" (2 |g) = d" (@) = 2 (u) = v (u) = exu(u),
joten v’ = txu. O]

Lause 11.18. Banachin avaruus on refieksiivinen jos ja vain jos sen duaali on refleksii-
vinen.

Todistus. Olkoon X refleksiivisen avaruus. Olkoon " € X", Maaritellaan kuvaus z': X —
K asettamalla z/(z) = 2" (1xx). Talloin 2z’ on lineaarinen ja |z'(z)| < |||z, joten
e X'

Olkoon z” € X”. Koska X on refleksiivinen, on x € X, jolle .xx = z”. Siispa

xl//(l_/l) — $,//(LXx) — x/(x) — LXI'(.T,) — :Cl/(x/) — LX/I,(J;N),

joten " = 1xa’ ja X' on refleksiivinen.

Jos X’ on refleksiivinen, niin edelld osoitetun nojalla X” on refleksiivinen. Aliavaruus
tx (X)) suljettu, joten se on refleksiivinen. Banachin avaruus X on isometrisesti isomorfinen
avaruuden ¢y X kanssa, joten myos X on refleksiivinen. O]

Esimerkki 11.19. (*°(K) ei ole refleksiivinen ei ole refleksiivinen koska se on avaruuden
(*(K) duaali ja £*(K) ei ole refleksiivinen.

Lause 11.20. Refleksiivinen avaruus on separoituva jos ja vain jos sen duaali on sepa-
rottuva.
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Todistus. Vaitteen toinen suunta saadaan suoraan Propositiosta [10.11] Oletetaan sitten,
ettd X on refleksiivinen ja separoituva. Talloin X” on isometrinen avaruuden X kanssa,
siis se on separoituva. Lauseen [10.11| nojalla X’ on separoituva. O]

Kompaktisuus on usein kaytokelpoinen ominaisuus. Lauseessa [2.28| osoitimme, etta
normiavaruuden suljettu yksikkopallo on kompakti tasmaélleen, jos avaruus on aarellisu-
lotteinen. Normin ja metriikan suhteen kompaktien joukkojen kokoelma on siis melko
niukka.

Lause 11.21. Refieksiivisen avaruuden suljettu yksikkopallo on heikosti jonokompaktiﬁ

Todistus. Oletetaan ensin, ettd X on lisiksi separoituva, jolloin Lauseen nojalla X'
on separoituva. Olkoon {z}, : K € N —{0}} tihed osajoukko avaruudessa X'.

Olkoon xor = xx jono suljetun yksikkopallon pisteita.Téalloin jono (z}jzor) € K on
rajoitettu, joten silld on suppeneva osajono xxj. Induktiivisesti jonolla x,; on osajono
T(nt1)ks Jolle (z(n + 1) (1)) suppenee. Siis jonolla x5 on osajono y; = x;;, jolle (2}.y;);
suppenee kaikilla k.

Olkoon o’ € X’ ja € > 0. Tall6in on z}, jolle ||z’ — x}|| < e. Siispa

|$/yn - xlym’ < |$/yn - x;cyn + x;cyn - x;gym + x;cym - x/yml
< |a'yn — pyn| + | Tpyn — TpYm| + |2,Ym — Y|
< o = 2]l + |2hyn — Thym| + (|2} — 2| < e,

kun n, m ovat riittavin suuria. Siis ('yg)72, suppenee kaikilla 2’ € X',

On vield osoitettava, ettd jono y, suppenee heikosti kohti jotain y € B(0,1) C X.
Téssa kaytetaan refleksiivisyytta. Maaritellaan kuvaus y”: X’ — K asettamalla kaikille
zeX

y'(z") = lim 2’y .
k—o00
Tama kuvaus on hyvin méaritelty, koska jono on suppeneva, lineaarisuus on selva. Osoi-
tetaan, ettd y” € X”: Olkoon 2’ € X'. Téalloin

()] = Jim [’y < [l

-1 n

joten [|y"]] < 1. Olkoon y = 1y 3" € X. Koska tx on isometria, ||y|| < 1. Edellisen
perusteella pétee

klggo x’yk _ y//(x/) _ x/L)—(ly// _ x/y7
joten yp, — y.
k—o00

Tarkastellaan sitten yleisté tapausta. Rajoitettu jono x; on rajoitettu separoituvassa
ja Proposition nojalla refleksiivisessa aliavaruudessa

Y:<$klkEN>,

joten on jonon (71,)2; osajono (y;)52, ¥ € Y siten, ettd y'y; — y'r kaikille y' € Y'. Mutta
2’|y € Y’ kaikille 2’ € X', joten 2'y; — 2z kaikille 2" € X'. O

SEberleinin ja Smuljanin lauseen [Wer, Satz VIIL.6.1] nojalla heikossa topologiassa kompaktius ja
jonokompaktius ovat ekvivalentteja.
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Seuraus 11.22. Hilbertin avaruuden jokaisella rajoitetulla jonolla on heikosti suppeneva

05aj0no.
Todistus. Véite seuraa Lauseesta koska Lauseen [I1.14] nojalla Hilbertin avaruudet
ovat refleksiivisia. O

Normiavaruuden X jono (xy) on heikko Cauchyn jono, jos (z'z) on Cauchyn jono kaikille
x' € X'. Sanotaan, ettd normiavaruus on heikosti taydellinen, jos jokainen heikko Cauchyn
jono suppenee heikosti.

Seuraus 11.23. Refleksitvinen avaruus on heikosti tdydellinen.

Todistus. Kuten Lemmassa[l1.8|ndhdéén, ettd heikko Cauchyn jono (z4)72, on rajoitettu.
Lauseen nojalla silli on heikosti suppeneva osajono (zy,)32,. Koska kaikki jonot
(y'xy)52, ovat Cauchyn jonoja, kun 3y’ € Y’, ne suppenevat kunnassa K samaan raja-
arvoon kuin osajonot (y'zy;)32,. Siis jono (73)72, suppenee heikosti. O

Harjoitustehtavia

11.1. Anna esimerkki funktionaalista f € ¢'(K)" — ¢p ) (¢*(K)). |Z|

11.2. Osoita, ettd heikosti suppenevan jonon heikko raja-arvo on yksikéisitteinenﬁ

11.3. Olkoot z = (zM,2®, . 2™) 2, = @, 2P . 2M) € ®R",||-|) kaikilla

k € N. Osoita, etta xy T jos ja vain jos ml(j)
—00

jos xp — xﬂ
k—o0

= 2V kaikilla 1 < j < n, jos ja vain
NS

11.4. Olkoon X Banachin avaruus ja olkoon (xj)ren heikosti suppeneva jono, jonka
heikko raja-arvo on z € X. Osoita, ettd x € (x; : k € N)

11.5. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon {e; : k € N} ortonormaali joukko. Osoita,
ettd jono (ex)ren suppenee heikosti.

11.6. Olkoot X ja Y normiavaruuksia. Olkoon 7" € Liny,(X,Y’) ja olkoot z;, € X kaikilla

k € N. Oletetaan, ettd x, —— x. Osoita, ettd Tz, —— Tz|
k—o0 k—o0

11.7. Olkoon X normiavaruus. Osoita, ettd kompakti joukko K C X on heikosti jono-
kompakti mutta heikosti jonokompakti joukko M C X ei aina ole kompakti.

11.8. Olkoon V normiavaruus ja olkoot vy € V kaikilla k € N. Osoita, ettd jono (vg)ken
suppenee heikosti, jos ja vain jos se suppenee heikossa topologiassa.

11.9. Osoita, ettd heikko Cauchyn jono on rajoitettu.
11.10. Olkoon X normiavaruus ja olkoot x; € X, k € N siten, ettd x, — x € X.

k—o0
Osoita, etta ||z|| < liminf ||zg]|.
k—ro00

"Muista, etti ¢! (K)’ on isometrisesti isomorfinen avaruuden ¢>°(K) kanssa. Esimerkisti [3.7]ja Hahnin
ja Banachin lauseesta voi olla hyotya.
8Hahnin ja Banachin lauseen Seuraus.

9Lukujen [2.4] ja [3.1| tuloksista on apua.

0Jos g € Y7 niin go T € X'.
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Luku 12

Rajoitettujen operaattorien spektri

Tassa luvussa aloitamme tutustumisen spektraaliteoriaan, joka yleistdd ominaisarvoteo-
rian aaretonulotteisten normiavaruuksien tilanteeseen.

12.1 Spektri

Olkoon V' K-vektoriavaruus ja olkoon L: V' — V lineaarikuvaus. Jos on v € V' — {0} ja
A € K, joille patee
Lv = )\v,

niin A on lineaarikuvauksen L ominaisarvo ja v on sitd vastaava ominaisvektori.

Esimerkki 12.1. (1) Jos V on aarellisulotteinen vektoriavaruus ja 7' € Lin(V, V'), niin
T on surjektio, jos ja vain jos se on injektio. Télloin siis A € K on lineaarikuvauksen
L € Lin(V, V) ominaisarvo, jos ja vain jos Aid —L ei ole injektio, jos ja vain jos \id —L
ei ole surjektio.

(2) Analyysin kursseilla on osoitettu, ettd derivaattaoperaattori D: C*(R) — C>(R),
Df(z) = f'(z) on lineaarikuvaus. Olkoon A € R. Tilloin D e’ = X e . Funktio x — e*
on siis lineaarikuvauksen D ominaisvektori ominaisarvolla A. Operaattori D on surjektio
mutta sen ydin koostuu vakiofunktioista ja on siis 1-ulotteinen aliavaruus.

Olkoon V' K-vektoriavaruus ja olkoon A € K. Merkitsemme kuvausta Aid lyhyemmin .

Olkoon X Banachin avaruus ja olkoon 7: X — X rajoitettu operaattori. Operaattorin 7'
resolventtijoukko res(7) on niiden A € K joukko, joille operaattori A — 7" on kéiéintyvéiﬂ
Operaattorin T' spektri on

spec(T) = K —res(T)).

“Usein vaaditaan myds, ettd (A — T)~! on rajoitettu. Koska X on Banach, rajoitetun operaattorin
kéddnteiskuvaus on rajoitettu Avoimen kuvauksen lauseen nojalla, katso Seuraus
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Rajoitettujen operaattorien spektri

Propositio 12.2. Olkoon T' Banachin avaruuden X rajoitettu operaattori. Tdlloin
K — B(0,||T||) C resT .
Todistus. Jos |A| > ||T||, niin Lauseen nojalla Neumannin sarja

5 (5)

k=0

A—T) =2 (id—f) T g% G)k

joten operaattori A — 7" on bijektio suurilla |A|. O

suppenee ja

Lause 12.3. Olkoon X Banachin avaruus ja olkoon T € Liny(X, X). Tdlloin operaattorin
T resolventtijoukko on avoin ja spektri on kompakti, specT C B(0, ||T|).

Todistus. Olkoon Ag € resT ja olkoon A € K siten, etta |A— \g| < Kirjoitetaan

S S
[Ro=T)~ I~
A=T=MN—T)o(id—=(Ng— NN —T)7"). (12.1)
Koska [[(A\g — A)(Ao — T)7!|| < 1, niin Lauseen mukaan id —(Ag — A)(Ao — 7)) on
rajoitettu bijektio ja sen kaanteiskuvaus saadaan suppenevasta Neumannin sarjasta

> (o= Ne—=T)7")

k=0

k

Yhtalon (12.1]) nojalla A—T on kahden bijektion yhdistetty kuvaus, siis bijektio. Erityisesti

(A=) = 3 (ho = A5 (o = T) 1)1

k=0

Proposition [12.2| nojalla spektri on rajoitettu ja sen kompaktius seuraa, koska edella osoi-
tettiin, etta spektrin komplementti on avoin. O

Operaattorin 71" spektri koostuu kolmesta erillisesté osajoukosta:
e pistespektri koostuu operaattorin 7" ominaisarvoista.

e jatkuva spektri koostuu niistd A € K, joille A — T" on injektio mutta ei surjektio ja
joille (A = T)(V') on tihea.

e jaannosspektri koostuu niista A € K| joille A — T" on injektio mutta (A —T")(V) ei ole
tihea.

Esimerkki 12.4. (a) Integraalifunktion antava operaattori J: C°([0, 1]) — C°([0, 1])
@) = [ )
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on rajoitettu injektioE] Sen kuva ei ole tihed, koska Jf(0) = 0 kaikilla f. Siis 0 on ope-
raattorin J jadnnosspektrin piste. Olkoon sitten A € R — {0} ja tarkastellaan yhtaloa

eksplisittisesti siis
M(s)= [t dt = g(s) (122)

kaikilla s € [0,1]. Merkitaan F' = Jf. Analyysin peruslauseen nojalla yhtilo (12.2)) on
ekvivalentti alkuarvotehtavan .

F— %F = %g

F(0)=0

kanssa. Tama alkuarvotehtédva on helppo ratkaista vakion varioinnilla, yksikésitteinen

ratkaisu on .

F(s) = X es/A /OS e~ g(t)dt .

Integraaliyhtalon ratkaisu on siis

£(s) = 55 [P g(e)at + Sols).

Siis A € res J, joten spec J = {0} koostuu pelkésta jaannosspektrista.

(b) Tarkastellaan operaattorin J: C°([0, 1]) — C°([0, 1]) rajoittumaa aliavaruuteen
V ={f € C[0,1]) : f(0) =0}

Huomaa, ettd rajoittuma antaa selvésti operaattorin J|y: V — V| jolle
Jlv(V)={feV:f(0)=0}.

Operaattorin J|y resolventtijoukko on (a)-kohdan nojalla R — {0}. Selvésti J|, (V) # V
mutta J|y (V) = V, joten operaattorin J|y jatkuva spektri on {0}. Siis specJ = {0}
koostuu pelkasta jatkuvasta spektrista.

12.2 Kompaktit operaattorit

Olkoot X ja Y normiavaruuksia. Operaattori 7: X — Y on kompakti, jos T(A) on
kompakti jokaisella rajoitetulla A C X. Merkitsemme kompaktien operaattorien joukkoa
Lin.(X,Y).

Yhtépitavasti voidaan vaatia, ettd T'(B(0,1)) on kompakti.

Propositio 12.5. Kompakti operaattori on rajoitettu.

Todistus. Harjoitustehtava O]

Katso Esimerkki
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Lemma 12.6. Olkoot X ja Y normiavaruuksia.
(1) Olkoon T € Lin,(X,Y). Jos T(X) on ddrellisulotteinen, niin T on kompakti.
(2) Jos X on ddrellisulotteinen, niin kaikki operaattorit T: X — 'Y ovat kompakteja.

Todistus. (1) Rajoitettu operaattori kuvaa rajoitetun joukon rajoitetuksi. Adrellisulottei-
sen avaruuden normi on ekvivalentti euklidisen avaruuden normin kanssa, joten rajoitetun
joukon sulkeuma on kompakti.

(2) Seuraa kohdasta (1). O

Esimerkki 12.7. Inkluusiokuvaus j: C'([0,1]) — C°([0,1]) on kompakti. Avaruus
CY([0,1]) on &aretonulotteinen, joten sen yksikkopallo ei ole kompakti. Se koostuu 1-
Lipschitz-funktioista: olettamalla x < y saadaan

f@) = swl=| [ f

Y
S/ lf|<y—z.

Koska j(B(0,1)) € B(0,1) c C°J0,1]), niin Arzelan ja Ascolin lausee nojalla j(B(0,1))
on kompakti.

Lemma 12.8. Olkoot X ja Y normiavaruuksia ja olkoon T € Lin(X,Y’). Operaattori
T on kompakti, jos ja vain jos kaikille avaruuden X suljetun yksikkopallon jonoille (xy)ken
jonolla (T'zy)ren on suppeneva osajono

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

Propositio 12.9. Olkoot X ja Y normiavaruuksia. Olkoon T: X — 'Y kompakti operaat-
tori. Jos xy, T x, niin Txy k—> Tzx.
—00 —00

Todistus. Oletetaan, ettd (zj)52, on heikosti suppeneva jono, xy T x, ja ettd jono
_>

(T'xy,)32, ei suppene pisteeseen T'z. Siis on osajono (zy;)32, jolle || Ty, —Tx|| > r kaikilla
7 jollain r > 0.

Lemman nojalla jono (xx)32; on rajoitettu. Siis Lemman nojalla jonolla
(Tx;)32, on suppeneva osajono (Tzy, )72y, jolle Tz, — z # Tz. Lemman m
nojalla Twy, —z # Tz, ristiriita. L]
Propositio 12.10. Olkoot X ja Y Banachin avaruuksia. Tdlloin Lin.(X,Y") on Banachin
avaruuden Lin,(X,Y') suljettu aliavaruus. Erityisesti Lin.(X,Y") on Banachin avaruus.

Todistus. Harjoituksissa osoitetaan, ettd Lin.(X,Y’) on aliavaruus. Osoitetaan se sulje-
tuksi diagonaalijonomenetelmalld Arzelan ja Ascolin lauseen todistuksen tapaan. Olkoon
Ty jono kompakteja operaattoreita, joille T, — T € Lin,(X,Y). Olkoon zj rajoitettu
jono. Koska T} on kompakti, jonolla x; on osajono xig, jolle Tixy, suppenee. Oletetaan,
ettd olemme 16ytédneet osajonon x,, jolle T, x,r suppenee. Koska x,; on rajoitettu, niin
silla on osajono x(,41)k, jolle T, 412 (,41)r SUPpenee.

Jono y, = xp, on alkuperéisen jonon z; osajono ja indeksistd N eteenpain myos jonon
x N osajono. Siis T,y suppenee jokaiselle n. Voimme olettaa, ettd ||yx|| < 1 kaikilla k.

ZKatso [Par}, Lause 10.18].
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Valitaan N, jolle || Ty — T'|| < e. Valitaan M, jolle ||Tnx(y;) — Tn(y;)|| < €, kun i,5 > M.
Talloin

1T (yi) = T ()l = 1T (ye) — T (ya) + Tov (i) — T () + Tiv (yz) — Tw)|| < 3e.

Siis jono T'(y;) on Cauchyn jonona suppeneva. Lemman nojalla T" on kompakti ope-
raattori. ]

Seuraus 12.11. Olkoot X ja Y Banachin avaruuksia ja olkoot Ty.: X — Y rajoitettuja
operaattoreita kaikilla k € N. Jos T}, — T, kun k — 00, ja operaattorien Ty kuvajoukot
ovat ddrellisulotteisia, niin T on kompakti. [

Lemma 12.12. Olkoot S: X — Y ja T:Y — Z rajoitettuja operaattoreita. Jos toinen
niistd on kompakti, niin T o .S on kompakti.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Esimerkki 12.13. Integraalifunktion antava operaattori J: C°([0, 1]) — C°([0, 1])

Jf:/oxf(t)dt

on kompakti Lemman [12.12] nojalla, koska Harjoitustehtavin nojalla samalla lausek-
keella médritelty kuvaus Jy: C°([0,1]) — C!([0,1]) on jatkuva ja J = j o Jy, missi
j: CY([0,1]) — C°([0,1]) on Esimerkissi tarkasteltu kompakti inkluusiokuvaus.

12.3 Kompaktien operaattorien spektrista

Propositio 12.14. Olkoon X Banachin avaruus ja olkoon T : X — X kompakti operaat-
tori. Tdlloin operaattorin id =T ydin on ddrellisulotteinen.

Todistus. Olkoon (zy)ken, xx € ker(id —T), rajoitettu jono. Talloin 0 = zy, — T'xy, kaikilla
k € N ja jonolla (T'zy)ren = (Tx)ren ON suppeneva osajono (rx;)jen. Siis jokaisella ali-
avaruuden ker(id —T') rajoitetulla jonolla on siis suppeneva osajono. Lauseen nojalla
ker(id —7") on é&érellisulotteinen. O

Seuraus 12.15. Olkoon X # {0} Banachin avaruus ja olkoon T € Lin.(X) kompakti
operaattori. Jos X # 0 on operaattorin T ominaisarvo, niin sitd vastaava ominaisavaruus
on ddrellisulotteinen.

Todistus. Vaite seuraa Propositiosta |12.14 huomaamalla A — 7T = A(id —%) O

Huomaa, etta Seuraus[12.15koskee nollasta poikkeavia ominaisarvoja, kompaktin ope-
raattorin ydin voi olla hyvinkin suuri eiké sen tarvitse olla edes separoituva. Adriesimerkki
tasta ilmiosta on O—operaattoriE] joka on ilmiselvasti kompakti.

Lause 12.16. Olkoon X ddreténulotteinen Banachin avaruus. Olkoon T: X — X kom-
pakti operaattori. Tdlloin

(1) 0 € specT.

(2) specT — {0} on numeroituva tai ddrellinen ja koostuu ominaisarvoista.

32 — 0 kaikilla x
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Todistus. (1) Jos 0 ei ole operaattorin 1" spektrissé, niin 7" on rajoitettu bijektio. Seu-
rauksen nojalla 7~! on rajoitettu. Lemman nojalla id = 7! o T on kompakti,
mutta talloin avaruuden X suljettu yksikképallo on kompakti, joten X on aarellisulottei-
nen Lauseen [2.28 nojalla.

(2) Katso esimerkiksi [Krel Theorem 8.4-4] tai [Werl, Satz VI.2.5]. O

Esimerkki 12.17. Olkoon k € L*([0,1] x [0,1]). Fubinin lauseen nojalla funktio ks,
t — k(s,t), on avaruudessa L*([0,1]) melkein kaikilla s. Jos f € L?([0, 1]), niin funktio
kai [0, 1] — R,

Fef(s) = (s | 1) = [ K(s.0)f(0)dt (12.3)

on mitallinen. Harjoituksissa osoitamme Fubinin lauseen ja Holderin epayhtalon avulla,
ettd yhtalo (12.3) madrittelee rajoitetun lineaarikuvauksen Fy: L*([0,1]) — L*([0, 1]).

Olkoon k € L*([0,1] x [0, 1]). Operaattori Fy: L*([0,1]) — L*([0,1]),

1
Fif(s) = [ k(s,0)f ()t
on Hilbertin ja Schmidtin integraalioperaattori, jonka ydin on k.

Propositio 12.18. Olkoon k € L*([0,1] x [0,1]). Hilbertin ja Schmidtin integraaliope-
raattori Fy,: L*([0,1]) — L*([0,1]) on kompakti.

Todistus. Mittateorian kurssin keinoilla voi osoittaa, ettd on N(n) € N, mitalliset joukot
A;, B; C [0,1] ja vakiot 041(?), joille yksinkertaiset funktioiden

ZOZWXA XB()

i,7=1

jono suppenee kohti funktiota k avarudessa L*([0,1] x [0, 1]).
Olkoon f € L*([0,1]). T&lloin

Fknf(s):/(]lk Pt — / Z% yoa ()X, ()£ (1) dt

2,7=1

Z az] XA / XB dt

i,7=1
N(n)

S (S, s

=1 B;

>@Memwwmm

joten Fy, (L*([0,1])) on &érellisulotteinen. Harjoituksissa osoitetaan, etta Fy, f — Fif,
kun n — oo. Viite seuraa siis Seurauksesta [12.11] O

Esimerkki 12.19. Hilbertin ja Schmidtin operaattoreilla on yhteys differentiaaliyhta-
16iden kanssa: Tarkastellaan Sturmin ja Liouvillen ongelmaeﬁ

{?7 — 9 . (12.4)
y(0)=y(1) =0

4Aihetta kisitelliéin laajemmin esimerkiksi lihteessi [Conl luku 2.6].

30. huhtikuuta 2018



12.3. Kompaktien operaattorien spektrista 109

Olkoon G: [0,1]° — R,

st—1), kun0<s<t<l1
t(s—1), kun0<t<s<l1

Funktio y on ongelman ([12.4]) ratkaisu, jos ja vain jos y = Fzg. Jos y on integraaliyhtalon
ratkaisu, niin

4(0) :/01 G(O,t)g(t)dt:/OIOdt:O

ja vastaavasti y(1) = 0. Muille 0 < s < 1 pétee

y(s) = /Ost(s— 1)g(t)dt+/sls(t— Dg(#)dt = (5 — 1)/08tg(t)dt+s/sl(t— 1)g(t)dt .

Derivoimalla kahdesti saadaan g = g.

Funktiot ¢t — sin(7nt), n € N, ovat operaattorin F ominaisvektorit ominaisarvoilla

o = —ﬁ. Lauseen [12.16{ nojalla operaattorin F}, spektri on {u, : n € N} U {0}.

Tarkastellaan sitten hieman yleisempéd versiota Sturmin ja Liouvillen ongelmasta

j+Ny=g
{ym) — (1) =0 (129)

Alkuarvotehtéava ((12.5)) on yhtéapitévéd operaattoriyhtélon
(ld —)\2pg)y = FGg
kanssa. Jos A\™2 € res F, niin ratkaisuksi saadaan

Yy = (ld —)\QFg)ilFGg .

Harjoitustehtavia

Olkoot a, p: £2(C) — ¢?(C) vasen ja oikea siirto, jotka méadritelliin asettamalla

w(k+1)
0 ,kun £ =0
wk—-1) ,kunk>1

ow(k)
p(k)
kaikille w € ¢*(C)
12.1. Osoita, etté ||o|| = ||p|| =1

12.2. Médritd spec(o) [

12.3. (a) Osoita, ettd p — Aid on injektio kaikilla A € C.
(b) Osoita, ettd p — Aid ei ole surjektio, jos A € C ja |A] < 1[
(c) Maarita spec(p).

5Tehtava, [1.9] auttaa.
60soita, etta eg ei ole kuvajoukossa.

30. huhtikuuta 2018



110 Rajoitettujen operaattorien spektri

12.4. Olkoon
V ={feC0,1]) : f(0) =0}.
Osoita, etté

W= {feV:(0)=0}
on tihei aliavaruus/]

12.5. Olkoon X normiavaruus ja olkoon 7' € Lin(X, X). Osoita, ettd T on kompakti, jos
ja vain jos kaikille avaruuden X suljetun yksikkopallon jonoille (x)ren jonolla (T'zy)ren
on suppeneva 0sajono.

12.6. Olkoot X ja Y normiavaruuksia ja olkoon X aérellisulotteinen. Osoita, etté kaikki
operaattorit T: X — Y ovat kompakteja.

12.7. Osoita, ettd kompakti operaattori on rajoitettu.

12.8. Olkoot X ja Y normiavaruuksia. Osoita, ettd kompaktit operaattorit 7: X —
Y muodostavat avaruuden Liny (X, X) aliavaruuden. ﬁ

Olkoot S: X — Y jaT:Y — Z rajoitettuja operaattoreita.

12.9. Oletetaan, ettd S tai T on kompakti. Osoita, ettd T o S on kompakti.
12.10. Piteeko viite: Jos T o S on kompakti, niin .S tai 7' on kompakti?
12.11. Olkoon T': *(K) — ¢*(K) lineaarikuvaus, joka médritelliéin asettamalla

(o)) = 28

jokaiselle w € £*(K) ja jokaiselle k& € N. Osoita, etti operaattori T' on kompakti.ﬂ

Olkoon k € L*([0,1] x [0,1]). Asetetaan

Fef() = [ ks.0)f (@) ds

Kaikille f € L2([0, 1]).
12.12. Osoita, ettd Fy,: L2([0,1]) — L*([0,1]) on rajoitettu lineaarikuvaus/J

12.13. Olkoot h; € L*([0,1] x [0, 1]) kaikilla j € N siten, ettd h; — h € L*([0,1] x [0, 1]),
kun j — co. Osoita, etta Fy, f — Fp,f, kun j — oo.H

"Arvioi avaruuden V alkiota polynomilla tai trigonometriselli polynomilla Weierstrassin approksi-
mointilauseen (Lause [2.16)) tai Weierstrassin trigonometrisen approksimointilauseen (Lause [9.25)) avulla
ja korjaa derivaatta nollaksi kertomalla "silealld porrasfunktiolla".

8Lemma auttaa.
9Seuraus [12.11] auttaa.
W aske || E} f][2.

HTehtsvista [12.12] on apua.
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Luku 13

Hermiten operaattorit

Kurssin viimeisessa luvussa tarkastelemme rajoitettuja lineaarikuvauksia Hilbertin ava-
ruudesta itseensa. Maarittelemme Fréchet'n ja Rieszin esityslauseen avulla Hilbertin ava-
ruuden rajoitetun operaattorin adjungaatit ja tarkastelemme Hermiten operaattoreita,
jotka ovat omia adjungaattejaan. Lopuksi todistamme kompaktien Hermiten operaatto-
rien spektraalilauseen, jossa operaattorin arvot saadaan sen ominaisarvojen avulla muo-
dostetusta sarjasta.

13.1 Hilbertin avaruuden operaattorin adjungaatti

Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon T' € Liny,(H, H) ja olkoon y € H. T&ll6in kuvaus
h = hr,: H— K, h(z) = (Tz | y) on rajoitettu funktionaali. Lineaarisuus on selva ja
lisdksi patee

()] = [(T [ y)| < (T[] Iy

joten h on rajoitettu ja
1R < 1Tyl -

Siis Fréchet'n ja Rieszin esityslauseen| nojalla on yksikésitteinen zr € H, jolle ||z7|| = ||h||
ja

(Tx [y) = (x| zr)

kaikilla € H. Voimme siis médritelld kuvauksen 77: H — H asettamalla Ty = z7.
Talloin kaikille x,y € H patee

(T | y) = (= | T'y).

Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon T' € Lin,(H, H). Kuvaus T7: H — H on operaat-
torin T (Hilbertin avaruuden) adjungaatti.

Lause
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Esimerkki 13.1. (1) Olkoon H = (R", (- | -)) euklidinen avaruus standardisisitulolla
varustettuna ja olkoon L € Lin,(H, H). Jos Lz = Az matriisille A, niin

(Lz |y) = (Az)"y = 2" A"y = (x| LTy),

joten adjungaatin L' matriisi on A”. Vastaavasti standardisisétulolla varustetun komplek-
sisen vektoriavaruuden C" operaattorin L adjungaatin matriisi on operaattorin L matriisin
konjugaattitranspoosi.
(2) Operaattorin Fy: L*([0,1]) — L*([0, 1]),

1

ka kst
0

adjungaatti on F+, missd kf(s,t) = k(t, s) kaikilla s, € [0, 1].

Lemma 13.2. Olkoon H Hilbertin avaruus

(1) Jos T € Liny,(H, H), niin TT € Lin,(H, H) ja | T7]| = || T]|.

(2) Kuvaus ': Lin,(H, H) — Liny,(H, H), T — T7, on konjugaattilineaarinen.
(3) ol =id.

(4) Jos S, T € Lin,(H, H), niin (SoT) =TT o ST,

Todistus. (1) Edelli ndimme, ettd [|[TTy|| = ||k|| < || T||lyll, joten [|TT|| < ||T||. Epiyhtild
toiseen suuntaan seuraa kohdasta (3).

(2) ja (3) Harjoitustehtava.
(4) (SoTx|y) = (Txz | Sty) = (z | TT o STy) kaikilla z,y € H.

Lemma 13.3. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon T € Liny,(H, H). Tdlldin
ker T = TH(H)"
Todistus. Harjoitustehtava. O

Seuraus 13.4. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon T € Liny(H, H). Tdlloin T(H) =
H, jos ja vain jos ker TT = {0}.

Todistus. Seurauksen [8.18] Lemman ja Lemman nojalla aliavaruus T(H) on
tihed, jos ja vain jos ker T'= T(H)* = {0}. O

Jos F': X — X on joukon X kuvaus, sanotaan, ettd joukko A C X on F-invariantti, jos
F(A) C A.

Seuraava pieni havainto osoittautuu hyodylliseksi:

Lemma 13.5. Olkoon T: H — H Hilbertin avaruuden H rajoitettu operaattori. Jos V
on T-invariantti, niin V+ on T'-invariantti.

Todistus. Olkoon v € A ja olkoon w € A+. Jos Tv € A kaikilla v € A, niin
0= (Tv,w) = (v, T w),

joten TTw € At kaikilla w € A*. m

30. huhtikuuta 2018



13.2. Hermiten operaattorit 113

13.2 Hermiten operaattorit

Olkoon H Hilbertin avaruus. Operaattori T: H — H on hermiittinen tai Hermiten ope-
raattor]? jos TT = T.

%joskus itseadjungoitu tai symmetrinen

Operaattori T on siis Hermiten operaattori, jos ja vain jos

(x| Ty) =Tz | y)

kaikille z,y € H.

Esimerkki 13.6. (1) Standardisisdtulolla varustetun avaruuden R™ operaattori 7" on
Hermiten operaattori, jos ja vain jos sen matriisi on symmetrinen. Vastaavasti avaruuden
C" operaattori on Hermiten operaattori, jos ja vain jos sen matriisi on konjugaattisym-
metrinen.

(2) Ortogonaaliprojektio suljetulle aliavaruudelle on Hermiten operaattori Proposition
8.16(4) nojalla.

(3) Luvussa tarkasteltu Hilbertin ja Schmidtin operaattori Fj on Hermiten operaat-

tori, jos ja vain k(s,t) = k(t, s) kaikille s, ¢ € [0, 1].

Propositio 13.7. Hilbertin avaruuden H Hermiten operaattorit muodostavat normiava-
ruuden Lin, (H, H) suljetun reaalisen aliavaruuden.

Todistus. Harjoitustehtava [

Lemma 13.8. Kompleksisen Hilbertin avaruuden operaattori’I’ on Hermiten operaattori,
jos ja vain jos (Tz | z) on reaalinen kaikilla z € H.

Todistus. Jos T on Hermiten operattori, niin kaikille z € H pétee

(Tz|2) = (2 T2) = (T2 2),

joten (Tz | z) € R.
Jos kaikille z € H patee (T'z | z) € R, niin

(Tz]2) = (Tz]2) = (2| TT2) = (T"z | 2),

joten ((T'— TT)z | z) = 0 kaikille z € H. Harjoituksissa osoitetaan, etti téstd seuraa
T—-T7=0. [

Lemman véite ei pade reaalisessa Hilbertin avaruudessa, muutenhan kaikki reaa-
lisen Hilbertin avaruuden operaattorit olisivat Hermiten operaattoreita.

Propositio 13.9. Olkoon T': H — H Hermiten operaattori. Tdlldin

T = sup [(T'x | 2)|.
<1
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Todistus. Cauchyn epayhtalon ja operaattorinormin maaritelman nojalla
(T | 2)| < || Tzlz]] < |T]]]*

kaikille z, joten
IT1 Z sup |(T | 2)].

Vastakkaisen epayhtalon todistuksessa lasketaan
(T@+y) |z+y) = (T —y) |2 —y) =2Tz | y) + 2Ty | z) = 4Re (T2 | y)
kaikille z,y. Siis

4Re(Tx | y) < sup [(Tz ] 2)| (I +yl* + o = yl*) = 2 sup [(Tz | 2)|(l]]” + lylI*)

l[zl=1 l[=ll=1
suunnikassddnnon nojalla. Siis kaikilla z, y, joille ||z, ||y|| < 1, pétee

Re (Tz | y) < sup [(Tz ] 2)].
J2l=1

Valinnalla y = ”:%' saadaan

1
W(Tx | Tx) = Re (Tx

Tx
T | < sup [(T'z | 2)]|
||T||>

l|z]|=1
mistéd vaite seuraa. O

Lause 13.10 (Hellingerin ja Toeplitzin lause). Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon
T: H — H operaattori, jolle pitee (Tx | y) = (x | Ty) kaikilla z,y € H. Talloin T on
rajoitettu. Erityisesti se on Hermiten operaattorsi.

Todistus. Oletetaan, ettd T': H — H ei ole rajoitettu. Télloin on vektorit y, € H, joille
pétee ||yk|| = 1 kaikilla & € N ja [|[Tyx|| — oo, kun k& — oo. Médritelladn funktionaalit
fr: H — K asettamalla

fi(x) = Tz [ yr) = (2 | Tyx)
kaikille x € H. Funktionaali f; on rajoitettu Cauchyn epédyhtélon nojalla

(@) = 1(z | Tye)| < 1Tyl [l

kaikille z € H. Toisaalta jokaiselle x € H patee Cauchyn epéayhtélon nojalla

[fu(@)| = [Tz | yi)| < [[T2||lyell = [|T2] -

Banachin ja Steinhausin lauseenf| nojalla on M > 0 siten, etté || fx|| < M kaikilla k € N.
Siispa

ITyell* = (Tye | Tye) = 1fu(Tye)l < M| Ty,
joten ||Tyx|| < M kaikilla k. Mutta tdmé on ristiriita. O

2Lause
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13.3 Hermiten operaattoreiden spektraaliteoriaa

Osoitamme tassa luvussa, etta Hilbertin avaruuden kompaktit Hermiten operaattorit voi-
daan kuvata ominaisarvojensa avulla. Tata tulosta varten tarvitsemme muutaman apu-
tuloksen.

Propositio 13.11. Hermiten operaattorin ominaisarvot ovat reaalisia. Eri ominaisarvoja
vastaavat ominaisvektorit ovat ortogonaalisia.

Todistus. Olkoon x operaattorin 7' ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori. Tall6in
Mo |z)=(Tx|2) = (z|Tz) = Tz |z) = Mz | 2),

mistd vaite seuraa supistamalla reaaliluvulla (x | z) # 0.

Toinen véite todistetaan samaan tapaan: Olkoot A # p Hermiten operaattorin 7' omi-
naisarvoja ja olkoot x,y € H — {0} ominaisvektoreita, joille Tx = Az ja Ty = py.
Téalloin

Nay)=Tz|y)=(z|Ty)=plz|y),

mistd saadaan (z | y) = 0. O

Lineaarialgebran kursseilta muistamme, ettd ominaisarvojen ortogonaalisuus ei pade

yleisesti ilman oletusta hermiittisyydesta. Esimerkiksi reaalista matriisia 01 vastaa-

vat ominaisvektorit e; ja e; — e, eiviit ole ortogonaalisia avaruuden R? standardisisatulolla.

Propositio 13.12. Olkoon H # {0} Hilbertin avaruus ja olkoon T: H — H kompakti
Hermiten operaattori. Talloin ||T|| tai —||T|| on operaattorin T ominaisarvo.

Todistus. Voimme olettaa, etté |T|| # 0. Proposition nojalla on vektorit =, € H,
k € N, joille ||ax|| = 1, (Txy, | 2) — a jollain @ € K, jolle |a| = ||T'||. Lemman [13.§]
nojalla(T'zy, | zx) on reaaliluku, joten aw = £||T'||. Samojen tulosten perusteella

0 < ||Txp — azy|]?
= [|Tag||* — 2a(Txy, | 21) + |21 (13.1)
< 2||T]? — 20Tz, | )
= 2||T|)* = 2| T|]* =0,

kun k — oo.

Jono (zy) on rajoitettu, joten jonolla (T'x4)32, on suppeneva osajono (T'xy;)52,, koska
T on kompakti. Siis on y € H, jolle T'ry; — y, kun j — oco. Havainnon ([13.1)) nojalla mydcs
jono (awy; )52, suppenee kohti samaa raja-arvoa, joten itse asiassa x;, — £ = € H, kun
J — o0o. Koska [|z,|| = 1 kaikilla j € N, pétee ||z|| = 1. Koska T on rajoitettu, saadaan

Tr = ax. OJ

Lause 13.13 (Spektraalilause). Olkoon T ddretonulotteisen Hilbertin avaruuden H kom-
pakti Hermiten operaattori. Talloin on ortonormaali joukko E = {ex : k € N —{0}} ja
jono (Ag)ken operaattorin T nollasta poikkeavia ominaisarvoja, joille Tey = Apey kaikilla
k,

H=kerT & (ey : k € N)
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ja
Ty = Z (] eg) ey
k=1
kaikille x € H.

Todistus. Proposition |13.12| nojalla operaattorilla 7" on ominaisvektori ey, |le;|| = 1, jolle
T€1 = )\161 = :|:HT||61 .

Oletetaan, etta ey, eq, ..., e, ovat operaattorin 7' ominaisvektoreita, jotka vastaavat omi-
naisarvoja Ay, Ag, ..., A,. Olkoon

Vo= (e1,62,...,€,).

Koska V,, on ominaisvektorien virittimé, patee TV, C V,,. Lemman ja Hermiten
operaattorin méiritelmin nojalla myds VX on T-invariantti.

Oletamme, ettd 7’|y on kompakti Hermiten operaattori, joten Proposition no-
jalla operaattorilla T" on ominaisvektori e, 1, ||ent1|| = 1, jolle

Teny1 = Mrieni1 = || Ty o lens -

Induktiolla saamme ortonormaalin jonon (e)ren— oy 0minaisvektoreita ja jonon (Ax)ren—{o}
niita vastaavia ominaisarvoja.

Konstruktion nojalla jono (Ag)ren—fo} on Véhenevé.ﬂ Jos A\ /4 0, kun k£ — o0, niin
|Ak| > R jollain R > 0, joten

Rey, = T(iek> e T(B(0,1))

kaikilla k. Joukko T'(B(0,1)) on kompakti mutta |Rey — Re;||? = 2, jos j # k, joten
jonolla ei ole suppenevaa osajonoa. Siis Ay — 0, kun k£ — oo.
Kaikille Ay pétee |Api1| = |T[y2]], joten || T[], ken—qop+ = 0 ja siis

T iepken—fop+ = 0.

Proposition nojalla (ex : k € N — {0} = (ex : K € N—{0})L, joten ensimméinen
vaite on todistettu.
Olkoon x € H. Talloin on y € (e; : k € N — {0})* siten, ettd

xzy—i—Z(x\ek)ek.
=1

Koska T on rajoitettu lineaarinen operaattori, saadaan siis

Tx:Ty—i-T(Z(x | ek)ek) => Mz |ex)ep. O
k=1 k=1

3ei valttamatta aidosti
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Harjoitustehtavia

13.1. Olkoon H Hilbertin avaruus. Osoita, ettd kuvaus T: Liny,(H, H) — Lin,(H, H) on
konjugaattilineaarinen ja ettd (T7)" = T kaikille T' € Liny,(H, H).

13.2. Olkoon V: L*([0,1]) — L*([0,1]),

Vi) = [ .
Operaattori V' on erikoistapaus Hilbertin ja Schmidtin operaattorista Fj. Maérita ydin
k€ L*([0,1] x [0,1]) siten, ettd V = Fj. Maarita V7.
13.3. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon 7' € Lin,(H, H). Osoita, etté
— Tt
ker T =T"(H) .
13.4. Olkoon H Hilbertin avaruus. Osoita, ettd Hermiten operaattorit muodostavat nor-

miavaruuden Liny, (H, H) suljetun reaalisen aliavaruuden.

13.5. Olkoon H kompleksinen Hilbertin avaruus. Olkoon Q: H — H operaattori, jolle
pétee (Qz | z) = 0 kaikille z € H. Osoita, ettd QQ = OEI Osoita, etta vastaava vaite ei pade
reaalisessa Hilbertin avaruudessa.

13.6. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon 7': H — H Hermiten operaattori. Osoita,
etta 0 ei ole operaattorin 7' jaannosspektrin piste.

Olkoot o, p: £2(C) — ¢*(C) vasen ja oikea siirto, jotka méadritelliin asettamalla

(k+1
,kun £ =0

ow(k) =w )
i 0
po(k) {w(k—l) ykun £ > 1

kaikille w € ¢?
13.7. Maaéritd vasemman ja oikean siirron adjungaatit.

13.8. Jaottele vasemman ja oikean siirron spektrit pistespektriin, jatkuvaan spektriin
ja jaannosspektriin [’

13.9. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon T': H — H injektiivinen Hermiten ope-
raattori. Osoita, ettd H on separoituva.

40lkoot v,w € H. Tarkastele tapauksia z = v +w ja z = v + fw.
SKiyta tehtdvis, m ja ortogonaalikomplementin ominaisuuksia. Mikd on (o — \)f?
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