Ryhmit 2021

Harjoitus 4: ratkaisuja

1. Olkoot X ja Y epétyhjid joukkoja ja olkoon f: X — Y bijektio. Osoita, ettd permu-
taatioryhmét Perm(X) ja Perm(Y") ovat isomorfisia.

Ratkaisu. Jos b € Perm(X), niin fobo f~': Y — Y on bijektioiden yhdistettyni ku-
vauksena bijektio, joten se on ryhmén Perm(Y') alkio. Kuvaus ®: Perm(X) — Perm(Y"),
®(b) = fobo f~! on homomorfismi, silld kaikille by, by € Perm(X) pétee

P(byoby) = fobiobyoft=fobioftofobyoft=adb)od(by).
Olkoon b € Perm(Y). Tallsin f~' o bo f € Perm(X) ja
®(fobof)=fof obofof =0,
joten ® on surjektio. Jos ®(b) = idy, niin fobo f~! = idy, joten
fob=fobofltof=idyof = f.

Siis
b= o fob=f"of —idy,
joten ker & = {idx}. Proposition 9.14 nojalla ® on injektio.

2. Taydenna Proposition 10.5 todistus induktiotodistukseksi.

Ratkaisu. Sykli, jonka pituus on 2 on vaihto. Oletetaan, etta kaikki syklit, joiden pituus
on korkeintaan m — 1 ovat vaihtojen tuloja. Olkoon (ajas - - - a,,) sykli, jonka pituus on m.
Talloin on vaihdot 7,79, . .., 7, siten, ettd (ajag- - apym_1) = 779 - - - 7,,. Proposition 10.5.
todistusideassa olleen vihjeen perusteella huomaamme, etté

(a1ag - am) = (ar1am)(aras - - @p-1) = (@1am)T1T2 - Ty

joten (ajas - - a,,) on vaihtojen tulo. Véite seuraa induktioperiaatteesta.

3. Olkoot a,, = (123---n) ja f = (123). Maarita permutaatiot
o1 = a,(120)a, b ja oy = B an(122)a;, ' B

jokaiselle 3 < x < n.

Ratkaisu. Jos y € {1,2,...,n} —{2,3,x + 1}, niin a;, }(y) ¢ {1,2, 2} ja selvisti o1 (y) = y.
Jaljelle jaavat alkiot muodostavat 3-syklin ja oy = (232 + 1). Siis

oy = (321)07(123) = (321)(232 + 1)(123) = (122 + 1).

4. Maarita permutaatiot

o (1y2)(12x)(12y) kaikille z,y > 3, z #y ja



o (lat)(lyz)(1tz) kaikille z,y,t,z > 1, kun #{x,y,t, 2} = 4.[]
Ratkaisu. (1y2)(12x)(12y) = (1zy) ja (1zt)(lyz)(1tz) = (xy 2).
5. Osoita, ettd jokaiselle parittomalle n > 5 patee A, = ((123),(123---n)).

Ratkaisu. 3-syklit ovat parillisia ja koska n on pariton, myos n-sykli (123 ---n) on paril-
linen. Siis {(123), (123 ---n)) < A,,. Tehtévéin 3 nojalla (12z) € ((123), (123 - - n)) kaikilla
3 < z < n. Tehtavéin 4 nojalla kaikki muutkin 3-syklit ovat aliryhméssé ((123), (123 - - - n)),
joten Proposition 10.21 nojalla ((123), (123---n)) = A,

6. Olkoon o € A5 — {id}. Osoita, ettd o on 3-sykli, 5-sykli tai kahden erillisen vaihdon
tulo.

Ratkaisu. Jokainen permutaatio on erillisten syklien tulo. Viiden alkion joukossa mah-
dollisuuksia ovat siis identtinen kuvaus, vaihto, kahden erillisen vaihdon tulo, 3-sykli,
vaihdon ja sen kanssa erillisen 3-syklin tulo, 4-sykli ja 5-sykli. Naista vaihdot ja 4-syklit
ovat parittomia.

7. Olkoot a,b,c,d,e € {1,2,3,4,5} siten, ettd {a,b,c,d, e} = {1,2,3,4,5}. Maarita per-
mutaatiot

(1) (ab)(cd)(abe)(cd)(ab),
(2) (ach)(abede)(abe),
(3) (abede)(abdec)™,
(4) (acb)(ab)(cd)(abe) ja
() (

5) (ab)(cd)(ae)(cd).

Ratkaisu. (1) (ab)(cd)(abc)(cd)(ab) = (adb),
(2) (acb)(abcde)(abc) = (abdec),
3) (abcde)(abdec) = (abede)(acedb) = (adc),

3) (
(4) (aeb)(ab)(cd)(abe) = (ae)(cd),
(5) (ab)(cd)(ae)(cd) = (aebd).

8. Téaméan tehtavin tasmallinen ratkaisu on kovin tekninen. Harjoituspisteen saa idean
hahmottamisesta.

Olkoot o, T,w € S, siten, ettd o = wrw™!. Tdma on yhtapitavid yhtilon cw = wr kans-
sa. Olkoon (ny,ng,...,ng) syklin 7 syklirakenne ja olkoon 7 = 77y - - - 7, siten, ettd 7; on
n;-sykli jokaisella 1 < ¢ < k. Olkoon x € &,. Télloin

- () ={w (@), w(7(2)),w(r*(x)),. .., w(™ ()}
={w(@),o(w(z)),o(w(r(x))),... 0w *()))}
={w(@), o(w(x)),0*(w(x)),..., 0" H(w(@))}.

'Ehto #{x,y,t,2} = 4 tarkoittaa, etti mitkiin kaksi alkioista x,y,t, z eiviit ole samoja.




Siis pisteen w(z) rata on n;syklin o; = o|w(0,,(z)) rata. Tama pitee kaikille z €
{1,2,...,n}, joten syklin ¢ syklirakenne on (ny,ns, ..., ng).

Toisen suunnan todistusta varten todistetaan ensin aputulos: Olkoot o, € S, j-
syklejé. Olkoot z,y € {1,2,...,n} siten, ettd a(z) # x ja B(y) # y. Olkoon w, g € S, mika
tahansa permutaatio, jolle pitee w, s(a’(z)) = B(y) kaikilla 0 < ¢ < j— 1. Rekursiivisesti
saadaan siis

wap(a’(z)) = B'(w(z)) = BB (w(x)) = Pw(a™!(z))
kaikilla 0 < ¢ < j — 1. Siis pisteen x a-radalla O,(x) pitee wa|g, @) = Bw|o, (). Jos
y ¢ O(x), niin wa(y) = w(y) = Pw(y). Siis wa = fw.

Olkoon (nq,ng, ..., ng) permutaatioiden o € S, ja T € S, syklityyppi. Téll6in jokaisella
1 < j < k on ny-syklit o; ja 7; siten, etta syklit o; ja o; ovat erillisia ja syklit 7; ja
7; ovat erillisid, jos i # j ja 0 = 0109 -- 0} ja T = T T2 - - 7. Maaritellddn permutaatio
w € Spsiten, etta W’ﬁdi = Wy, -, kaikilla 1 < ¢ < k. Aputuloksen nojalla wo = Tw.



