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9.1. Olkoon f ∈ C∞(R) ja Λ ∈ D(R). Osoita laskemalla tai kumoa, että

D(fΛ) = Df Λ + f Dλ.

9.2. Avaruus D(R)∗ on varustettu heikolla topologialla. Oleta, että (fn)N → f on
suppeneva jono Fréchet-avaruudessa C∞(R) (Seminormeina derivaattojen sup-normit
kompakteissa joukoissa) ja jono (Λn)N → Λ on suppeneva jono distriuutioiden ava-
ruudessa D(R)∗. Osoita, että (fnΛn)N → Λ on suppeneva jono distriuutioiden ava-
ruudessa D(R)∗.

9.3. Olkoon Λ ∈ D(R)∗ distribuutio. Olkoon

W =
⋃
{ω

avoin
⊂ Ω

∣∣ 〈f,Λ〉 = 0, kun supp f ⊂ ω}.

Osoita, että 〈f,Λ〉 = 0, kun supp f ⊂ W .
Vihje: Ykkösen ositus.

9.4. Olkoon Λ ∈ D(R)∗ distribuutio. Osoita, että

a) Jos ϕ ∈ D(Ω) ja suppϕ ∪ supp Λ = ∅, niin 〈f,Λ〉 = 0.
b) Jos ψ ∈ C∞(Ω) ja ψ(x) = 1 jossain avoimessa joukossa A ⊃ supp Λ, niin

Λψ = Λ.

9.5. Olkoon ϕ ∈ D(R) ja KB(o, r) 0–keskinen kompakti väli. Oletetaan, että
Dkϕ(0) = 0 kaikilla k = 0, 1, . . . , N ja ‖DNϕ

∣∣
K
‖∞ ≤ η Osoita, että tällöin on kaikilla

k ≤ N ja x ∈ K
|Dkϕ(x)| ≤ η|x|N−k.

Pystytkö yleistämään? n-ulotteinen versio on : ‖Dkϕ
∣∣
K
‖∞ ≤ ηnN−k.

9.6. Olkoon (ωi)i∈I perhe avoimia joukkoja ωi ⊂ R ja Ω =
⋃

i⊥I ωi. Silloin on
olemassa jono (!) funktioita (ψn)n∈N siten, että

a) ∀n ∈ N ∃i ∈ I siten, että suppψn ⊂ ωi.
b)
∑

n∈N ψn = 1 joukossa Ω.
c) Jokaista kompaktia K ⊂ Ω kohti on olemassa avoin A ⊃ K ja luku m ∈ N

siten, että
∑m

n=1 ψn = 1 joukossa A.

Vihje: Klassista reaalianalyysiä. Voit verrata (muihin) ykkösen osituksiin ja kerra-
ta/etsiä muita samantapaisia lauseita.

9.7. (Ylimääräinen, jos ehdoitään ja kiinnostaa) Vertaa, mitä yhteistä ja eroa
on tasaisen rajoituksen periaatteella ja Arzela-Ascolin lauseella. Onko todistuksilla
yhteisisä piirteitä?


