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1. Olkoot V ja W n-ulotteisia vektoriavaruuksia. Keksi lineaarinen bijektio eli iso-
morfismi V' — W. (Miksi muuten isomorfiset avaruudet ovat aina samaulotteisia?)

2. Olkoot V' ja IV isomorfisia vektoriavaruuksia. Osoita, ettd vektoriavaruudet Homy, (V, V) =
{T :V — V| T on lineaarikuvaus} ja Homy (W, W) ovat isomorfisia. (Outo lisikysy-
mys: Ovatko Homyp,(V, W) ja Homy (W, V') isomorfisia?)

3. Olkoon V n-ulotteinen vektoriavaruus ja {ei,...,e,} sen kanta. Keksi kanta vek-
toriavaruudelle Homy,(V, V).

4. Kuvausten yhdistdminen tekee joukosta GL(V) = {T" € Homy(V, V) | T on kiéntyvi}
ryhmén. Itse asiassa GL(V') muodostuu kaikista ddrettoméaan symmetriseen ryhméén

Sy = bijektiot V' — V kuuluvista lineaarikuvauksista ja on Sy:n aliryhméi. Osoita,
ettd jos V' ja W ovat isomorfisia vektoriavaruuksia, niin ryhmét GL(V) ja GL(W)
ovat isomorfiset.

5. Olkoon V n-ulotteinen (kanta {ey, ..., e,}). Keksi kaksi eri isomorfismia GL(V) —
GL(n) = {M | M on kéifintyvi n x n — matriisi}.

Vihje: Tehtava on helppo. Voit kokeilla ensin tapausta n=2 ja jotain konkreettista
isomorfismia 7' € GL(V'). Jos teoria on hauskempaa kuin kokeileminen, mieti seuraa-
vaa: Olkoon vektoriavaruudella lisdksi myos kanta { f1,. .., f,}. Milld ehdolla jokaista
- tai edes yhté - lineaari-isomorfismia 7' € GL(V') "esittdd kummassakin kannassa
sama matriisi.” )

6. Kertaa lineaarikuvauksen kannanvaihtokaavan johto.

1 2 9 4
7. Muodosta matriisien A = |2 3 ja B =
1 2
3 4
a) tulo, joka on 3 x 2-matriisi
b) suora summa joka on 5 x 4-matriisi
¢) tensoritulo A ® B, joka on 6 x 4-matriisi.

8. Matriisin A edustaman lineaarikuvauksen 7" — V' redusoimmilla tarkoitetaan sel-
laisen kannan valitsemista, jossa T esiintyy suorana summana kahdesta (tai useam-
mastakin) matriisista. Keksi téissd mielessi redusoitumaton lineaarikuvaus T : R? —
R?. Onko olemassa redusoituva 2x 2-matriisi, jossa kaikki matriisielementit ovat nol-
lasta eroavia.

9. Kuten edellinen tehtéivd, mutta T : C* — C? (kerroinkuntana C).

10. Viime kerran tehtédvét 8 ja 9



