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LASKUHARJOITUKSIA

1. Mddrad kuvauksen f: Myyn — Myyn + A — A% derivaatta kohdassa X € M.
Ratkaisu: f : Myxn — Mpxn @ A — A? on yhdistetty kuvaus

f: M xn i> My X My sn, i> M, sn
A (A, A) — A%

Koska kuvaus h : A +— (A, A) on lineaarinen, sen derivaatta on jokaisessa kohdassa se
itse. Jalkimmaéainen kuvaus g on matriisitulo, siis bilineaarikuvaus g : (A, B) — AB,
joten sen derivaatta laskettiin viime kerralla. Ketjusédanto sanoo yleisesti

D(goh)(z) = Dg(h(z)) o Dh(z),

joten tehtédvan tilanteessa
Df(A)(X) =D(go h)(A)(X) (Dg(h(A) o Dh(A))(X) = (Dg(A, A) o (Dh(A)))(X)
= (Dg(h(A) o Dh(A))(X) = Dg(A, A)(X,X) = AX + AX = 2AX

2. Olkoon A € M,,. Laske kuvauksen f : R — M, v, : t — et derivaatta kohdassa
t € R. (Vastaus on Aet?. Siis mikd lineaarikuvaus?)

Ratkaisu: Koska kyseessé on reaalimuuttujan funktio eli polku, voidaan derivaatta
(ensin) tulkita erotusosamédran raja-arvoksi eli nopeusvektoriksi. Erotusosamééré on

QUFMA A ATRA _ glA | et €A A hd
= = =€
h h h h
Riittid siis osoittaa, etti €51 — A.
Lasketaan:
et g 1 k 1 k
Hm = —}g%z(g mi(hA)" = 1) = lim h(; 7 (PA))
= hm L(hA+ %(hA)* + H(hA)® +...)
2 | 13243
=}3§5(A+5h14 +LRAR )
= lim(A + h(zA* + 5hA® + gh?AT+ ) = 4,
silli h — 0 ja summa 5 A% + $hA® + Lh*A* + ... suppenee itseisesti ja pysyy vield

rajoitettunakin kalkllla 0 <h < 1, koska
LIAI + ZRI AP + $R2IAI + - < ZHAP + HIAIP + LIA + - < el
Lineaarikuvaukseksi tulkittuna derivaatta on tietenkin kuvaus

R — M,p : s — sAet?
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3. Ortogonaaliryhmien O(3) ja SO(3) yhteinen tangenttiavaruus kohdassa 1 eli Lien

0 —x —y
algebra on s0(3) = {X € Mays | X + X7 =0} = { r 0 —z||xyz€ R}.
y 2z 0
Tdamdn virittdvdat esimerkiksi kantavektorit
0 -1 0 0 0 —1 00 0
I=1(1 0 0},J=100 0] jaeK= |0 0 —1|. Laske kaikkr ndiden
0 0 0 10 0 01 0

keskindiset Lien sulkeet ja osoita siten, ettd so(3) sisdltid alkioidensa Lien sulkeet,
kuten Lien algebran kuuluukin.

Jos vieli huvittaa, huomaa, ettd s0(3) = {X € Mayz | XT = =X} ja todista tisti
suoraan, ettd X,Y € s0(3) = [X,Y] —[Y, X] € s0(3).

Ratkaisu: a) triviaali b) ei huvittanut.

4. Todista, ettd kaikille X,Y € My, on Tr(XY) = Tr(Y X).
Vihje:
T11Y11 + Ti2Yo1r + - + Tinlni
T21Y12 + TaaYoo + =+ + TanYn2

Tn1¥Yin + Tn2lon ++ TnnYnn
Ratkaisu: Vihjeessd on lueteltu matriisin XY lavistdjdalkiot, ovathan ne luvut
> i TikYki, missd ¢ = 1,2...n. Vihjeen lukujen summa on siis Tr(XY). Toisaal-
ta Tr(Y X) muodostuu luvuista

n n
E YikTki = E TriYik
k=1 k=1

missd ¢ = 1,2...n. Naméa koytyvét vihjeen srakkeista. Viite on tosi!. Todistuksen voi
tietenkin kirjoittaa myo6s hyvin lyhyesti:

Tr XY = Z Z%k@/ki = Z szkym = Z Zykixik =TrYX.
i=1 k=1 k=1 i=1 k=1 i=1

5. Lue liste 1. Kommentoi sitd parilla rivilld.
Ratkaisu:

6. Lue liste 2. Kommentor sitd parilla rivilld.

LIEN SULKEET JA POLKUJEN KOMMUTAATTORI

Olen sanonut "kommutaattoriksi” milloin mitdkin suuretta, mm Lien sulkeita. Td-
mdn puhetavan taustalla on seuraava tarkastelu: Madritellddn ensin kommutaattori-
kdsite ryhméssa: Madr: Ryhmdan G alkioiden g ja h kommutaattori on

ghg 'h7L.
Polkujen g ja h: [a,b] — G kommutaattori on
[a, 0] — G : (s,t) = g(s)h(t)g(s)  h(t)~".
Ratkaisu:
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7. Olkoot A ja B : [a,b] — GL(n) = G (mikd tahansa muukin metriisiryhmistamme
kelpaa) kahdesti differentoituvia polkuja, joilla A(0) = B(0) = 1 ja olkoot X = A’(0)
ja'Y = B'(0). Kiinnitetdin muuttuja s ja tarkastellaan (osittais)kuvausta

D, it A(s)B(H)A(s) ' B(t) ™.

Laske (osittais)derivaatta

0
—D,(t) = D.(¢
2D, (t) = Di(1
ja osoita, ettd

D.(0) = A(s)Y A(s) ' - Y.
Ratkaisu: Osittaiskuvaus D, on yhdistetty kuvaus

t 5 B(t) ¥ (B(t), BY(t) > A(s)B(H)A(s) " B(t) ™,

joten ketjusddnnon, komponenttien derivaatan, kddntédmisen derivaatan ja bilineaari-
kuvauksen 3 derivaatan sddntdjen mukaan:

Matriisina siis
dD,(t) = —A(s)B(t)A(s)"'B(t)"'B'(t)B(t) ™' + A(s)B'(t)A(s) ' B(t) .
Erityisesti
dDy(0) = —B'(0) + A(s)B'(0)A(s) ' = A(s)Y A(s) ' - Y.

Saman voi kirjoittaa ja laskea lyhemminkin; tédssdh&dn mentiin periaatteen vuoksi
aaivan juuria myoten.

8. (jatkoa) D.(0) kuuluu tangenttiavaruuteen ThG, joten kuvaus
E : s+~ D.(0)

on differentioituava polku avaruudessa T1G. Laske sen derivaatta eli nopeus kohdassa
s =0. (Tulos on XY —Y X ja kuuluu avaruuteen ThG).
Ratkaisu: On derivoitava kuvaus

E:s— A(s)YA(s) ' =Y

kohdassa s = 0. Vakion derivaatta on 0, joten derivoitavaaksi jii — A(s)Y A(s)™!.
Sen derivaatta kohdassa s = 0 on laskettu luennolla olevan

%ﬂ@ﬂﬂ%ﬂ(zmﬂ)
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mutta toistetaan lasku tassa kayttden muistisddntoversiota bilineaarikuvauksen, tédssé
matriisitulon derivointikaavsta ja matriisin kd&ntdmisen derivaatasta kohdassa 1

E(s) = A(s)Y A(s) ™!
E'(s) = A(s)YA(s) "+ A(s)Y (=1)A'(s)
E'(0) = A(0)YA(0) ' — A(0)Y X = [X,Y].



